
TRAITÉ 

D ' E L E C T R I C I T E 
ET DE 

PAR 

J. CLERK MAXWELL, M. A. 
LL. П. EDIN., F. П. SS. L. ET E. 

PROFESSEUR DE PHYSIQUE EXPÉRIMENTALE Л L'UNIVERSITÉ DE CAMBRIDGE. 

Traduit de l'anglais sur la deuxième édition, 

P A R G . S É L I G M A N N - L U I , 

Ancien élève de l'École Polytechnique, Ingénieur des Télégraphes, 

AVEC 

NOTES E T ÉCLAIRCISSEMENTS, 

PAR 

MM. Cornu, de l'Institut, Potier et Sarrau, Professeurs à l'École Polytechnique. 

ТОМЕ I . 

n — r a n — I 

P A R I S , 

G A Ü T H I E R - V 1 L L A R S , I M P R I M E U R - L I B R A I R E 
DU B U R E A U D F. S L O N G I T U D E S , D E l ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , 

Quai des Auguslins, 55. 

1885 
(Tous droits réserves.) 



AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 

Dans cette éd i t i on f rançaise , le texte de l ' i l lus t re Maxwe l l a é té 

scrupuleusement r e s p e c t é ; mais, en raison m ê m e de la fidélité 

avec laquelle le traducteur a suivi l ' o r ig ina l , on a j u g é u t i le 

d'ajouter quelques éc l a i r c i s s emen t s de s t i né s à facili ter l ' é t u d e de 

cet Ouvrage aux lecteurs peu famil iar isés avec les formes de l ' en

seignement anglais. Dans le m ê m e but , on a c o m p l é t é l 'Ouvrage 

par des Notes 1 sur certaines questions qu i ne sont pas encore en

t rées dans notre enseignement ( T h é o r i e des Quaternions, T h é o r i e 

des S p h é r i q u e s harmoniques, e tc . ) , et par des renseignements 

bibl iographiques. 

Sous cette forme, l ' éd i t ion française peut ê t r e lue avec f ru i t 

par nos professeurs et m ê m e par les élèves des F a c u l t é s et des 

Ecoles spéc ia les . 

Avec les p r o g r è s qu i s'accomplissent tous les jours dans l ' u t i 

l isat ion pratique de l 'E l ec t r i c i t é , les i n g é n i e u r s é lec t r ic iens sont 

a m e n é s i n é v i t a b l e m e n t à perfectionner leurs connaissances t h é o 

riques, s p é c i a l e m e n t en ce qui concerne les mesures é l e c t r i q u e s . 

L 'Ouvrage de Maxwel l contient p r é c i s é m e n t un bon nombre de 
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Chapitres, d'une lecture a i sée , où se t rouvent exposées , avec une 

c la r t é parfaite, les t héo r i e s de ces m é t h o d e s rigoureuses dont 

l'usage est devenu si g é n é r a l . Les Notes relatives aux questions 

sou levées par le r é c e n t c o n g r è s des é l ec t r i c i ens ajouteront encore 

à l ' i n t é r ê t qu i s'attache actuellement à ces é t u d e s . L ' i n g é n i e u r 

é l ec t r i c i en trouvera donc é g a l e m e n t grand prof i t à consulter et à 

m é d i t e r le l ivre de Maxwe l l . 

G . - V . 



PRÉFACE 
D E L A P R E M I È R E É D I T I O N . 

Le fait que certains corps, a p r è s avoir é té f ro t tés , paraissent 

att irer d'autres corps, é ta i t connu des anciens. Dans les temps 

modernes, on a observé une grande var ié té d'autres p h é n o m è n e s 

que l 'on a reconnus se rattacher à ces p h é n o m è n e s d 'a t t ract ion; 

on les a classés sous le nom de p h é n o m è n e s électriques, l 'ambre 

(r.XsxTpov) é t a n t la substance à propos de laquelle ils ont é té déc r i t s 

pour la p r e m i è r e fois. 

O n sait aussi depuis longtemps que d'autres corps, en p a r t i 

culier la pierre d'aimant et des morceaux de fer et d'acier q u i ont 

é té soumis à certaines o p é r a t i o n s , donnent l ieu à des p h é n o 

m è n e s d'action à distance. On a reconnu que ces p h é n o m è n e s , et 

d'autres qu i en d é p e n d e n t , diffèrent des p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s ; 

et on les a classés sous le nom de p h é n o m è n e s magnétiques, la 

pierre d'aimant ([xayviqç) avant été t rouvée a u p r è s de Magnés i e de 

The s salie. 

Depuis, on a reconnu q u ' i l existe une relat ion entre ces deux 

classes de p h é n o m è n e s ; et les relations entre les divers p h é n o 

m è n e s de ces deux classes, pour autant qu'elles s o i i t connues, con

stituent la science de l ' E l e c l r o m a g n é t i s m e . 

Dans ce T r a i t é , je me propose de décr i re les plus importants de 

ces p h é n o m è n e s , de montrer comment on peut les soumettre à la 

mesure et de rechercher les relations m a t h é m a t i q u e s qui existent 

entre les q u a n t i t é s m e s u r é e s . Ayant ainsi obtenu les d o n n é e s d'une 

théo r i e m a t h é m a t i q u e de l ' E l e c t r o m a g n é t i s m e et ayant m o n t r é 
a. 
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comment cette t h é o r i e peut s'appliquer au calcul des p h é n o m è n e s , 

j e m'efforcerai de mettre en l u m i è r e , aussi clairement q u ' i l me sera 

,fy possible, les rapports qu i existent entre les formes m a t h é m a t i q u e s 

de cette t h é o r i e et celles de la science fondamentale de la Dyna

mique ; de la sorte, nous serons, dans une certaine mesure, p r é 

p a r é s à définir la nature des p h é n o m è n e s dynamiques parmi les

quels nous devons chercher des analogies ou des explications des 

p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s . 

Dans la description des p h é n o m è n e s , je choisirai ceux qu i met

tent le plus clairement en év idence les idées fondamentales de la 

t h é o r i e , passant sur les autres ou attendant pour y revenir que le 

lecteur soit plus a v a n c é . 

A u po in t de vue m a t h é m a t i q u e , ce qu i dans un p h é n o m è n e t ient 

la place la plus importante, ce sont les é l émen t s mesurables. Je 

c o n s i d é r e r a i donc les p h é n o m è n e s é l ec t r iques surtout en vue de 

leur mesure, j e déc r i r a i les m é t h o d e s et je déf inira i les u n i t é s 

desquelles d é p e n d cette mesure. 

Dans l 'appl icat ion des M a t h é m a t i q u e s au calcul des q u a n t i t é s 

é l e c t r i q u e s , je m'efforcerai d'abord de d é d u i r e des d o n n é e s dont 

nous disposons les c o n s é q u e n c e s les plus g é n é r a l e s ; ensuite j ' a p p l i 

querai ces r é s u l t a t s aux cas les plus simples que l 'on puisse choisir. 

A u t a n t que possible, j ' é v i t e r a i les questions q u i , bien qu'ayant 

d o n n é ca r r i è r e à l ' hab i l e t é des m a t h é m a t i c i e n s , n 'ont r ien a jouté à 

ce que nous savions sur la Science. 

Les relations q u i existent entre les di f férentes branches com

prises dans la Science que nous allons é t u d i e r sont plus nombreuses 

et plus complexes que dans toute autre science connue j u s q u ' à ce 

j o u r ; et les relations qu'en dehors d ' e l l e - m ê m e l ' é lec t r ic i té a, 

d'une part avec la Dynamique, d'autre part avec la chaleur, la l u 

m i è r e , l ' ac t ion chimique et la const i tu t ion des corps, semblent 

ind iquer l ' importance toute pa r t i cu l i è r e de la Science é l ec t r i que 

pour nous aider à comprendre la nature. 
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I l me semble donc que l ' é t u d e de l ' É l e c t r o m a g n é t i s m e dans tous 

ses d é v e l o p p e m e n t s est devenue de p r e m i è r e impor tance , pour 

nous mettre en mesure de pousser plus l o i n les p r o g r è s de la 

Science. 

Les lois m a t h é m a t i q u e s des différentes classes de p h é n o m è n e s 

ont , en géné ra l , еіЪ é t ab l i e s d'une m a n i è r e satisfaisante. 

ï^es relations des différentes classes de p h é n o m è n e s ont aussi é t é 

é t u d i é e s , et, à mesure qu'elles ont é té mieux connues, l 'exactitude 

et la r igueur des lois e x p é r i m e n t a l e s sont devenues de plus en plus 

probables. 

Enf in , dans les efforts faits pour r é d u i r e l ' É l e c t r o m a g n é t i s m e à 

ne plus ê t r e qu'une science dynamique, on a réa l i sé quelques p r o 

grès : on a fait vo i r qu'aucun p h é n o m è n e é l e c t r o m a g n é t i q u e ne 

contredi t l ' h y p o t h è s e q u ' i l d é p e n d d'une action purement dyna

mique . 

Cependant, ce que l ' on a fait j u s q u ' à ce j o u r est l o i n d'avoir 

é p u i s é le champ des recherches é l e c t r i q u e s : mais bien p l u t ô t ce 

champ s'est é la rg i , de nouveaux sujets d ' é t u d e s ont é té s igna l é s , 

de nouvelles ressources ont é té offertes aux investigations. 

I l n'est pas besoin de s ' é t e n d r e sur l ' u t i l i t é des é t u d e s m a g n é 

tiques pour la navigation, de rappeler combien i l importe de con

na î t r e sur un navire la d i rec t ion vraie de la boussole et l ' influence 

des masses de fer. Mais les travaux de ceux q u i se sont efforcés 

d ' a cc ro î t r e la sécu r i t é de la navigation au moyen d'observations 

m a g n é t i q u e s ont en m ê m e temps fait faire de grands p r o g r è s 

à la Science pure. 

C'est en qua l i t é de membre de l ' U n i o n m a g n é t i q u e allemande 

que Gauss fut conduit à porter sa puissante intelligence sur la 

t h é o r i e du M a g n é t i s m e et sur ses m é t h o d e s d 'observation; et non 

seulement i l accrut grandement nos connaissances sur la t h é o r i e 

des attractions, mais encore i l renouvela l'ensemble de la Science 

m a g n é t i q u e , en ce q u i concerne les instruments qu'elle emploie, 
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la m a n i è r e de les observer et la façon de calculer les r é s u l t a t s ; en 

sorte que ses M é m o i r e s sur le M a g n é t i s m e terrestre peuvent ê t r e 

pris comme des m o d è l e s de recherche physique par tous ceux qu i 

s'occupent de mesurer une des forces de la nature. 

Les importantes applications de l ' É l e c t r o m a g n é t i s m e à la télé

graphie ont aussi eu leur effet sur la Science proprement dite, 

en donnant aux mesures é l e c t r i q u e s exactes une valeur commer

ciale, en permettant aux é lec t r i c i ens de faille des instruments un 

usage bien autrement é t e n d u que ne le comporte la pratique o r d i 

naire du laboratoire. Ce besoin de connaissances é l e c t r i q u e s , ces 

occasions d'en a c q u é r i r par e x p é r i e n c e , ont déjà eu des c o n s é 

quences importantes, soit en st imulant l ' ac t iv i té des é lec t r i c i ens 

dé jà avancés dans la Science, soit en r é p a n d a n t parmi les praticiens 

des connaissances p r é s e n t a n t un haut degré de p réc i s ion , condi

t i o n favorable au p r o g r è s scientifique en géné ra l dans l 'art de l ' i n 

g é n i e u r . 

I l ne manque pas d'ouvrages où les p h é n o m è n e s é l ec t r iques ou 

m a g n é t i q u e s sont décr i t s sous une forme populaire ; mais ce n'est 

po in t là ce que demandent ceux qu i ont é té mis en face de quan

t i tés à mesurer, et dont l 'esprit ne se tient poin t pour satisfait par 

des e x p é r i e n c e s de cours. 

I l existe aussi un nombre cons idé r ab l e de M é m o i r e s m a t h é m a 

tiques de grande importance pour la Science é l ec t r ique 5 mais ils 

sont enfouis dans les vo lumineux bullet ins des Soc ié tés savantes; 

ils ne forment point d'ensemble c o h é r e n t , ils sont de valeurs t rès 

inéga les et, pour la plupar t , ne sauraient ê t r e compris que par des 

m a t h é m a t i c i e n s de profession. 

C'est pourquo i j ' a i p e n s é qu ' i l serait ut i le de faire u n T r a i t é , où 

l'ensemble du sujet serait repris d'une m a n i è r e m é t h o d i q u e et oîi 

l 'on indiquera i t , pour chacune de ses parties, comment elle peut 

ê t r e soumise à la vér i f icat ion par des mesures directes. 

L 'espr i t géné ra l de ce T r a i t é est bien dif férent de celui de p l u -
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sieurs excellents ouvrages sur l ' É l e c t r i c i t é , p u b l i é s pour la p lupar t 

en Al lemagne; et i l pourra sembler que l ' on n'a g u è r e rendu 

just ice aux s p é c u l a t i o n s de plusieurs é l ec t r i c i ens et m a t h é m a t i c i e n s 

i l lustres. L a raison en est qu'en c o m m e n ç a n t l ' é t u d e de l 'É lec t r i 

ci té je r é so lu s de ne l i re aucun t ravai l m a t h é m a t i q u e sur ce sujet, 

avant de p o s s é d e r à fond les Recherches expérimentales sur 

VÉlectricité de Faraday. Je savais que l ' on croyait à une différence 

dans la conception que Faraday ou les m a t h é m a t i c i e n s se faisaient 

des p h é n o m è n e s , en sorte que n i l u i n i eux n ' é t a i e n t satisfaits des 

formes de langage de l 'autre. J ' é t a i s convaincu que cette diffé

rence ne tenait po in t à l 'erreur de l ' u n ou de l ' aut re ; et j e tenais 

cette convic t ion de Sir W i l l i a m Thomson ( ' ) : c'est à ses avis, à 

son secours, aussi b ien q u ' à ses M é m o i r e s p u b l i é s , que j e dois la 

plus grande part ie de ce que j ' a i appris sur ce sujet. 

A mesure que j ' a v a n ç a i s dans l ' é t u d e de Faraday, j e m'aperce

vais que sa m a n i è r e de concevoir les p h é n o m è n e s é t a i t aussi ma

t h é m a t i q u e , quoiqu'el le ne se p r é s e n t â t pas sous la forme conven

tionnelle des symboles m a t h é m a t i q u e s . Je reconnus que ces idées 

pouvaient ê t r e e x p r i m é e s par les formes m a t h é m a t i q u e s habituelles, 

et ê t r e ainsi c o m p a r é e s à celles des m a t h é m a t i c i e n s de profession. 

Par exemple, Faraday, dans ses conceptions, voyait les lignes de 

force traverser tout cet espace où les m a t h é m a t i c i e n s ne c o n s i d é 

raient que des centres de force agissant à distance \ Faraday faisait 

in tervenir u n mi l i eu là où ils ne tenaient compte que de la dis

tance; Faraday cherchait l 'o r ig ine des p h é n o m è n e s dans des ac

tions rée l les s ' exe rçan t dans ce mi l i eu : i ls se contentaient de la 

trouver dans une p r o p r i é t é d'agir à distance a t t r i b u é e aux fluides 

é l e c t r i q u e s . 

Lorsque j 'eus t r adu i t sous forme m a t h é m a t i q u e ce que j e con-

( J ) Je saisis cette occasion de reconnaître les obligations que j'ai à Sir William 
Thomson et au professeur Tait, pour tant de précieux conseils qu'ils m'ont donnés 
pendant l'impression de ce Livre. 
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s idé ra i s comme les idées de Faraday, j e reconnus qu'en géné ra l 

les r é s u l t a t s de deux m é t h o d e s sont concordants, en sorte que les 

deux m é t h o d e s rendent compte des m ê m e s p h é n o m è n e s et con

duisent aux m ê m e s lois : mais la m é t h o d e de Faraday se rapproche 

de celles o ù l ' on part de l 'ensemble pour arriver aux parties par 

l'analyse, tandis que le pr incipe des m é t h o d e s m a t h é m a t i q u e s or

dinaires est de commencer par les parties et d ' é lever tout l 'édifice 

par voie de s y n t h è s e . 

J 'ai ainsi reconnu que plusieurs des plus fécondes m é t h o d e s 

de recherche d é c o u v e r t e s par les m a t h é m a t i c i e n s pouvaient rece

vo i r , au moyen d ' idées d é r i v é e s de celles de Faraday, une forme bien 

p r é f é r a b l e à leur expression p r i m i t i v e . 

Ainsi, l 'ensemble de la t h é o r i e du potent iel , c o n s i d é r é comme 

q u a n t i t é satisfaisant à une certaine é q u a t i o n aux différences par

tielles, appart ient essentiellement à ce que j ' a i a p p e l é la méthode 

de Faraday. Dans l 'autre m é t h o d e , le potent ie l , si tant est que l 'on 

fasse seulement in te rveni r cette c o n s i d é r a t i o n , do i t ê t r e r e g a r d é 

comme le r é s u l t a t de la sommation des quotients obtenus en d i v i 

sant chaque masse é l e c t r i q u e par sa distance à u n po in t f ixe. C'est 

pourquo i bon nombre des d é c o u v e r t e s m a t h é m a t i q u e s de Laplace, 

Poisson, Green et Gauss trouvent leur place dans ce T r a i t é et leur 

vé r i t ab l e expression au moyen d ' idées e m p r u n t é e s pour la plupar t 

à Faraday. 

De grands p r o g r è s ont é té faits dans la Science é l e c t r i q u e , sur

tou t en Allemagne, par des hommes q u i p r é f é r a i e n t la théor ie de 

l 'ac t ion à distance. Les p r é c i e u s e s d é t e r m i n a t i o n s é l ec t r i ques de 

W e b e r sont i n t e r p r é t é e s par l u i dans cette théor i e ; les s p é c u l a t i o n s 

é l e c t r o m a g n é t i q u e s dont l 'or ig ine remonte à Gauss, et q u i ont en

suite é té d é v e l o p p é e s par W e b e r , Riemann, J. et С . Neumann, 

Lorenz, etc., sont fondées sur la t héo r i e de l 'act ion à distance; 

mais elles d é p e n d e n t , ou directement de la vitesse relative des 

m o l é c u l e s , ou de la propagation graduelle de quelque chose, po-
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tentiel ou force, d'une m o l é c u l e à l 'autre. Les br i l lants succès que 

ces hommes é m i n e n t s ont obtenus dans l 'appl icat ion des M a t h é m a 

tiques aux p h é n o m è n e s é l e c t r i q u e s donnent, et c'est tou t naturel , 

plus de poids encore à leurs c o n s i d é r a t i o n s t h é o r i q u e s ; en sorte 

que ceux q u i , é t u d i a n t l ' É l e c t r i c i t é , s'adressent à ces m a î t r e s 

comme aux plus hautes a u t o r i t é s en fait d 'E l ec t r i c i t é m a t h é m a 

t ique , se p é n è t r e n t sans doute de leurs h y p o t h è s e s physiques aussi 

b ien que de leurs m é t h o d e s m a t h é m a t i q u e s . 

Ces h y p o t h è s e s physiques sont tout à fait é t r a n g è r e s à la façon 

d'envisager les choses que j ' a i a d o p t é e ; et un des objets que j 'avais 

en vue, en éc r ivan t ce T r a i t é , est de donner aux lecteurs qu i d é s i 

rent é t u d i e r l 'É lec t r i c i t é le moyen de voi r q u ' i l y a une autre 

m a n i è r e de traiter la question, tout aussi capable d 'expliquer les 

p h é n o m è n e s , et q u i , b ien qu'elle semble moins p réc i se sur certains 

points , correspond plus exactement, à mon sens, à l ' é t a t actuel de 

nos connaissances, autant par ce qu'elle affirme que par ce qu'elle 

laisse i n d é c i s . 

E n outre, i l est t rès impor tan t , au po in t de vue phi losophique, 

de comparer deux m é t h o d e s qu i ont r éus s i l 'une et l 'autre à expl i 

quer les pr inc ipaux p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s , q u i ont toutes 

deux essayé d 'expliquer la propagation de la l u m i è r e par u n p h é 

n o m è n e é l e c t r o m a g n é t i q u e , q u i en ont effectivement ca lculé la 

vitesse, et q u i cependant sont essentiellement dif férentes , aussi 

bien par la conception fondamentale du p h é n o m è n e qu i se p r o 

du i t que par les conceptions secondaires des q u a n t i t é s que l ' on 

envisage. 

C'est pourquoi j ' a i fait office d'avocat p l u t ô t que de juge ; j ' a i 

d é v e l o p p é une des m é t h o d e s p l u t ô t que j e n 'a i essayé de déc r i r e 

impart ia lement les deux. Je ne doute pas que ce que j ' a i a p p e l é la 

m é t h o d e allemande ne trouve aussi des dé fenseur s et ne soit ex

p o s é e avec un talent digne de son ingén io s i t é . 

Je n 'ai po in t entrepris d ' épu i se r la ma t i è r e et de rendre compte 
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de tous les p h é n o m è n e s , de toutes les e x p é r i e n c e s , de tous les ap

pareils d ' É l e c t r i c i t é . Le lecteur qu i dés i re c o n n a î t r e tout ce q u i a 

é t é fait sur ce sujet trouvera un grand secours dans le Traité 

d'Électricité du professeur A . de la Rive, et dans plusieurs o u 

vrages allemands, tels que le Galvanismus de Wiedemann , laRei-

bungselekiricität de Riess, Y Einleitung in die Elektrostatik 

de Beer, etc. 

Je me suis b o r n é à peu p r è s uniquement au d é v e l o p p e m e n t ma

t h é m a t i q u e du sujet; mais au lecteur qu i a déjà appris, par l ' expé 

rience si c'est possible, ce que sont les p h é n o m è n e s à observer, j e 

recommanderai de l i re avec soin les Recherches expérimentales 

sur l'Électricité de Faraday. I l y trouvera, dans leur exacte suc

cession his tor ique, le réc i t fait j o u r par j o u r de quelques-unes 

des d é c o u v e r t e s et des recherches é l ec t r iques les plus importantes, 

poursuivies avec u n ordre et un e n c h a î n e m e n t qu i n'auraient guè re 

p u ê t r e plus parfaits, si le r é su l t a t e û t é té connu d'avance, et ex

p o s é e s dans le langage d 'un homme q u i consacrait une grande 

at tent ion à la m a n i è r e de décr i re les o p é r a t i o n s scientifiques et 

leurs r é su l t a t s ( ' ) . 

• Pour é t u d i e r n ' impor te quelle question, i l est toujours préfé

rable de l i r e les M é m o i r e s or ig inaux, car on s'assimile mieux 

une science naissante; et, dans le cas des Recherches de Faraday, 

cette é t u d e est relativement a isée , puisque tous les Mémoi r e s ont 

é té p u b l i é s s é p a r é m e n t , et peuvent ê t re lus les uns après les autres. 

S i , par quelque partie de ce L iv re , j ' a i pu aider u n lecteur à com

prendre les formes de p e n s é e et d'expression de Faraday, je con

s idé re ra i que j ' a i atteint u n de mes pr incipaux objets : faire par

tager à d'autres le plaisir que j ' a i é p r o u v é m o i - m ê m e à l i re les 

Recherches de Faraday. 

La description des p h é n o m è n e s , et les parties é l émen ta i r e s d e l à 

(' ) Vie et Lettres de Faraday, t. I , p. З95. 
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t héo r i e de chaque sujet, se t rouvent dans les premiers Chapitres 

de chacune des quatre Parties en lesquelles est d iv isé ce T r a i t é . Le 

lecteur trouvera dans ces Chapitres de quo i l u i donner une con

naissance é l é m e n t a i r e de l'ensemble de la science. 

Les autres Chapitres de chaque Partie sont remplis par les d é 

veloppements t h é o r i q u e s d 'un ordre plus é levé, par les p r o c é d é s de 

calcul n u m é r i q u e , par les instruments et les m é t h o d e s de recherche 

e x p é r i m e n t a l e . 

Les relations entre les p h é n o m è n e s é l e c t r o m a g n é t i q u e s et ceux 

des radiations, la t héo r i e des courants é l e c t r i q u e s m o l é c u l a i r e s , 

enfin les r é s u l t a t s des s p é c u l a t i o n s sur la nature de l ' ac t ion à dis tance, 

sont t ra i tés dans les quatre derniers Chapitres du second V o l u m e . 

I e r février 187З. 



PRÉFACE 
D E L A S E C O N D E É D I T I O N . 

Lorsqu 'on me demanda de rel ire les é p r e u v e s de X!Electricity 

and Magnetism, l ' impression é ta i t dé jà parvenue au I X e Cha

p i t re , dont la majeure partie avait é té revue par l 'Au teur . 

Ceux qu i sont familiers avec la p r e m i è r e éd i t i on verront , en la 

comparant à celle-ci, l ' é t e n d u e des changements que le professeur 

Maxwel l se proposait d ' in t rodui re dans le fonds et dans l ' e x p o s é 

du sujet; i ls comprendront combien cette éd i t i on a perdu par la 

mor t p r é m a t u r é e de l 'Au teur . Les neuf premiers Chapitres ont é té 

dans certains cas e n t i è r e m e n t refondus, de nombreuses additions 

ont é té faites, et le texte p r i m i t i f a é té r e m a n i é et s impl i f ié . 

A par t i r du I X e Chapitre, la p r é s e n t e é d i t i o n n'est g u è r e plus 

qu'une r é i m p r e s s i o n . Les seules l i be r t é s que j ' a i e prises ont é té 

de r é t a b l i r , par place, u n i n t e r m é d i a i r e dans le raisonnement 

m a t h é m a t i q u e , quand cela me paraissait avantageux pour le lecteur; 

j ' a i aussi a jou té au bas des pages quelques notes sur les points q u i , 

d ' a p r è s ma propre e x p é r i e n c e ou celle de mes é lèves , semblaient 

demander quelques c o m p l é m e n t s d 'explications. Ces Notes sont 

mises entre crochets. 

I l y avait, à ma connaissance, deux points dont le professeur se 

proposait de modifier p r o f o n d é m e n t l ' exposé : la t h é o r i e m a t h é 

matique de la conduct ion de l ' é l ec t r i c i t é dans u n r é s e a u de con

ducteurs, et la d é t e r m i n a t i o n des coefficients d ' induct ion dans les 

bobines de fil. Mais les notes du professeur ne m'ont pas permis 

d'ajouter au texte de la p r e m i è r e éd i t i on r i en d ' important sur ce 
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sujet, sauf une Table n u m é r i q u e reprodui te au § 706 du second 

V o l u m e . Cette Table sera t r è s u t i le pour le calcul des coefficients 

d ' induc t ion dans les bobines circulaires. 

Dans u n Ouvrage aussi o r ig ina l , contenant tant de dé ta i l s sur 

des r é s u l t a t s nouveaux, i l é t a i t impossible qu ' i l n 'y e û t pas quelques 

erreurs dans la p r e m i è r e é d i t i o n . O n trouvera, j e l ' e s p è r e , que la 

p lupar t de ces erreurs ont é té co r r igées dans la p r é s e n t e é d i t i o n . 

J 'ai d'autant plus l ieu de l ' e s p é r e r que, pour revoi r une partie des 

é p r e u v e s , j ' a i eu l'assistance de plusieurs de mes amis connaissant 

b ien l 'Ouvrage, pa rmi lesquels j e dois citer tout p a r t i c u l i è r e m e n t 

mon frère le professeur Charles N iven , et M . J.-J. Thomson, agrégé 

du Co l l ège de la T r i n i t é , à Cambridge. 

W . - D . N I V E Ü V . 

Trinity College, Cambridge, i e r octobre 1881. 
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1ST DU 

MAGNÉTISME. 

PRÉLIMINAIRES. 

D E L A M E S U R E D E S Q U A N T I T É S . 

1. L'expression de toute quan t i t é se compose de deux facteurs ou 
éléments . L 'un d'eux est le nom d'une certaine quant i té bien connue, 
qui est de môme espèce que la quant i té à exprimer, et que l 'on choisit 
pour étalon de mesure. L'autre é lément est le nombre de fois qu ' i l 
faut prendre l 'étalon pour reproduire la quan t i t é voulue. Dans le l an
gage technique, la quan t i t é qui sert d 'étalon est appelée Гunité; et l e ' 
nombre est appelé valeur numérique de la quantité. 

I l faut autant d 'uni tés différentes qu ' i l y a d'espèces différentes de 
quant i tés à mesurer ; mais, dans toutes les sciences dynamiques, i l 
est possible de définir ces uni tés au moyen des trois uni tés fondamen
tales de longueur, de temps et de masse. Ainsi les unités d'aire et 
de volume sont définies comme é tant le carré et le cube ayant pour 
côté l 'uni té de longueur. 

Quelquefois cependant on trouve plusieurs uni tés de même espèce 
établ ies d 'après des considérat ions indépendantes . Ainsi le gallon, 
c 'es t -à-dire le volume de dix livres d'eau, sert d 'uni té de capaci té en 
m ê m e temps que le pied cube. Le gallon peut ê t re une mesure conve
nable dans certains cas, mais ce n'est point une mesure systémat ique, 
car sa relation numér ique avec le j)ied cube n'est pas un nombre 
entier rond. 

2. Pour édifier un système ma théma t ique , nous nous supposons 
Tr. d'Élect. et de Magn., I. 
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données les unités fondamentales de temps, de longueur et de masse, 
et nous en déduisons toutes les uni tés dérivées, au moyen des plus 
simples définitions auxquelles i l nous est possible de parvenir. 

Les formules auxquelles nous arrivons doivent ê t re telles qu'un 
homme de n'importe quel pays, substituant aux différents symboles 
les valeurs numér iques des quan t i t és mesurées au moyen des uni tés 
adoptées par sa nation, obtienne un résul ta t exact. 

I l est de la plus grande importance, dans toutes les recherches scien
tifiques, d'employer des uni tés appartenant à un système bien défini, 
et de connaî t re les relations de ces uni tés avec les uni tés fondamen
tales, de façon que l'on puisse imméd ia t emen t traduire les résul ta ts 
d'un système dans un autre. 

La meilleure manière d'y parvenir est de dé te rminer les dimensions 
de chaque uni té en fonction des trois uni tés fondamentales. Quand 
une uni té donnée varie comme la / г і е ш 0 puissance d'une de ces unités 
fondamentales, on d i t qu'elle est à n dimensions par rapport à cette 
un i té . 

Par exemple, l 'uni té scientifique de volume est toujours le cube 
ayant pour côté l 'uni té de longueur. Si l 'uni té de longueur varie, 
l 'uni té de volume varie proportionnellement à son cube, et l'on di t que 
l 'uni té de volume est à trois dimensions par rapport à l 'uni té de lon
gueur. 

La connaissance des unités fournit une vérification qui doit être 
faite pour toute équat ion résul tant d'une recherche un peu é tendue . 
Dans une telle équat ion , les dimensions de chaque terme par rapport 
à chacune des uni tés fondamentales doivent ê t re les mêmes . S'il n'en 
est pas ainsi, l 'équat ion est absurde et contient quelque erreur; car 
son in te rpré ta t ion serait différente suivant que l 'on choisirait tel ou 
tel système arbitraire d 'uni tés (• ) . 

Les trois unités fondamentales. 

3. i° Longueur. — En Angleterre, l 'uni té de longueur dans les 
questions scientifiques est le pied, c'est-à-dire le tiers d'un yard étalon 
conservé au Trésor . 

En France, et dans les autres pays qui ont adopté le système m é 
trique, c'est le mè t r e . Théor iquemen t , le mè t re est la dix-mill ionième 
partie de la longueur d'un méridien terrestre mesuré du pôle à l 'équa-

(') La théorie des dimensions a été énoncée, pour la première fois, par Fourier, 
{Théorie de la chaleur, § 160). 
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teur; mais, en fait, c'est la longueur d'un étalon conservé à Paris, que 
Borda avait construit pour représenter , à la t empé ra tu r e de la glace 
fondante, la longueur précédente , telle que l'avait mesurée Delambre. 
On n'a pas modifié le mè t re pour le mettre en accord avec de nouvelles 
mesures de la Terre plus exactes, mais on évalue l'arc de mér id ien au 
moyen du mèt re p r imi t i f . 

En Astronomie, on prend quelquefois pour uni té de longueur la dis
tance moyenne de la Terre au Soleil. 

Dans l 'état actuel de la science, l 'uni té de longueur la plus générale 
que l'on pourrait prendre serait la longueur d'onde, dans le vide, d'une 
certaine lumière émise par quelque corps largement r épandu , le so
dium par exemple, dont le spectre renferme des lignes bien nettes. 
Cette uni té serait indépendan te de tout changement dans les dimen
sions de la Terre, et doit être adoptée par ceux qui se flattent que 
leurs écri ts dureront plus que ce globe même . 

En parlant des dimensions des uni tés , nous appellerons l 'uni té de 
longueur [ L ] . Si / est la valeur n u m é r i q u e d'une longueur, i l est en
tendu qu'elle est expr imée en fonction de l 'uni té concrète [ L ] , en sorte 
que l'expression développée de la longueur serait l [ L ] . 

k. 2° Temps. — Dans tous les pays civilisés, l 'uni té fondamentalecle 
temps se dédui t de la durée de la rotation de la Terre autour de son 
axe. Le jour sidéral , c 'est-à-dire la durée pér iodique vér i table de la 
rotation de la Terre, peut se dé te rminer avec une grande exactitude, au 
moyen des observations astronomiques ordinaires, et le jour solaire 
moyen peut en être dédui t , connaissant la durée de Tannée. 

L 'uni té de temps adoptée dans toutes les recherches physiques est 
la seconde de temps solaire moyen. 

En Astronomie, on prend quelquefois l 'année comme uni té de 
temps. On pourrait obtenir une uni té de temps d'un caractère 
plus universel, en prenant la pér iode des vibrations de cette espèce 
par t icu l iè re de lumiè re qui a pour longueur d'onde l 'uni té de l on 
gueur. 

Nous appellerons [ T ] l 'uni té de temps prise en e l le -même, et t la 
mesure n u m é r i q u e du temps. 

5. 3° Masse. — L 'uni té fondamentale de masse, en Angleterre, est 
la l ivre avoirdupois, que l 'on conserve au Trésor . Le grain, qui sert 
souvent d 'un i té , est défini la 7000 e partie de cette l ivre . 

Dans le système mé t r ique , c'est le gramme, qui , t h é o r i q u e m e n t , 
serait la masse d'un cen t imèt re cube d'eau distil lée, à une t e m p é r a t u r e 



4 PRÉLIMINAIRES. — DE LA MESURE HKS QUANTITÉS. 

et sous une pression dé t e rminées ; et qu i , en fait, est la i 000 e partie 
d'un kilogramme étalon conservé à Paris. 

L'exactitude avec laquelle on peut comparer les masses des corps 
par voie de pesée est bien supér ieure à celle que l'on a pu atteindre 
ju squ ' à présent dans la mesure des longueurs; aussi, lorsque l 'opéra
tion est possible, doit-on dé te rminer toutes les massespar comparaison 
directe avec l 'étalon, et non par des expériences au moyen de l'eau. 

En Astronomie descriptive, la masse du Soleil ou celle de la Terre 
servent quelquefois d ' un i t é ; mais, en Mécanique céleste, l 'uni té de 
masse se dédu i t des uni tés de temps et de longueur jointes au fait de 
la gravitation universelle. L 'uni té astronomique de masse est la masse 
qui attire un autre corps placé à l 'uni té de distance, de façon à l u i 
imprimer l 'uni té d 'accélérat ion. 

Si nous voulons constituer un système universel d 'un i t é s , nous 
pouvons ou bien définir l 'uni té de masse au moyen des unités de lon
gueur et de temps p récédemment définies : c'est ce que l 'état actuel 
de la science ne nous permet de faire qu'approximativement ; ou 
bien, si nous espérons ( ' ) être b ien tô t en mesure de dé te rminer la 
masse d'une molécule isolée d'une substance prise comme étalon, 
nous pouvons attendre cette dé terminat ion avant de fixer un étalon 
universel de masse. 

En traitant des dimensions des autres uni tés , nous désignerons l ' u 
ni té de masse, prise en e l le-même, par le symbole [ M ] , et nous la 
prendrons comme une des trois uni tés fondamentales. Quand on prend, 
comme dans le syslème français, une substance par t icul ière comme 
étalon de densi té , l 'unité de masse n'est plus indépendante , mais varie 
comme l 'uni té de volume, ou comme [ L 3 ] . 

Si, comme dans le système astronomique, l 'uni té de masse est dé
finie au moyen de sa puissance attractive, les dimensions de [ M ] se
ront [ L 3 T - - ] . 

En effet, l 'accélération due à une masse m à la distance /• est, d 'après 

la lo i de Newton, Supposons que cette accélération agisse pendant 

un temps très court t sur un corps primitivement en repos, et qu'elle 
l u i fasse parcourir un espace s : alors,"d 'après la formule de Galilée, 

2 У 2 rl 

(') Voir Professeur J . LOSCIIMIDT, Zur Grösse der Luftmolecüle {Académie de 
Vienne, 18 octobre i855) ; G . - J . STONEY, The internal motion of gases {Phil. Mag., 
août 1868); et Sir VV. THOMSON, The size of atoms {Nature, S i mars 1870). 
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d'où 
2 V- S 

Puisque r et s sont des longueurs, et t un temps, cette égali té ne 
peut ê t re vraie que si les dimensions de m sont [ L 3 T ~ 2 ] . La m ê m e 
démons t ra t ion peut ê t re faite en partant de toute équa t ion astrono
mique quelconque, oîi la masse d'un corps appara î t dans quelques 
termes et non clans tous 

Unités dérivées. 

6. L 'uni té de vitesse est la vitesse pour laquelle l 'uni té de longueur 
est parcourue dans l 'uni té de temps. Les dimensions sont [ L T - 1 ] . 

Si nous adoptons des uni tés de longueur et de temps emprun tées 
aux.vibrations lumineuses, l 'unité de vitesse estla vitesse de la lumiè re . 

L 'uni té d 'accélérat ion est l 'accélération pour laquelle la vitesse 
s 'accroît de l 'unité dans l 'unité de temps. Ses dimensions sont [ L T - 2 ] . 

L 'uni té de densi té estla densité d'une substance qui contient l 'uni té 
de masse sous l 'unité de volume. Ses dimensions sont [ M L - 3 ] . 

L 'un i té de quan t i t é de mouvement est la quant i té de mouvement 
de l 'uni té de masse se mouvant à l 'uni té de vitesse. Ses dimensions 
sont [ M L T - 1 ] . 

L 'uni té de force est la force qui produit l 'unité de quan t i t é de mou
vement dans l 'uni té de temps. Ses dimensions sont [ M L T - 2 ] . 

Telle est l 'uni té absolue de force, dont la définition est impl ic i te
ment comprise dans toute équat ion de Dynamique. Cependant, bien 
des livres où l 'on donne ces équat ions adoptent une autre uni té de 
force, à savoir le poids de l 'uni té nationale de masse; et ensuite, pour 
satisfaire à ces équat ions , ils abandonnent l 'uni té nationale de masse 

(') Si l'on prend pour unités le centimètre et la seconde, l'unité astronomique 
de masse serait d'environ 1,537 x I 0 ' grammes, ou de 15,3^ tonnes, d'après les 
expériences de Cavendish répétées par Baily. Baily adopte le nombre 5,6604 
comme résultat de l'ensemble de ses expériences sur la densité de la Terre, et ce 
nombre, joint aux valeurs qu'il emploie pour les dimensions de la Terre et pour 
l'intensité de la gravitation à sa surface, lui donne comme résultat direct de ses 
déterminations la valeur indiquée plus haut. [En effet, l'accélération due à la 
masse terrestre serait 981 x R 2 , si la masse terrestre concentrée en un point agis
sait sur un point situé à la distance 1; c'est la valeur de la masse terrestre en unités 

astronomiques; sa valeur en unités ordinaires est 5 , 6 6 x ^ i r R 3 ; l'unité astro-
О 

nomique serait donc — + = о.оіЗЗт — R, ou, comme — R = io 9, 
6 x 981 x R J 1 2 ' 2 

i ,537 x io7 grammes. (P-)l 
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et adoptent comme uni té dynamique une uni té artificielle égale à l ' u 
ni té nationale divisée par la valeur n u m é r i q u e de la force de gravi té , 
au l ieu où l 'on se trouve. De cette façon, on fait dépendre et l 'uni té 
de force et l 'uni té de masse de la valeur de la force de gravi té , laquelle 
varie d'un endroit à l 'autre; et, par suite, des énoncés comprenant ces 
é léments sont incomplets, si l 'on ne connaî t la force de gravité , au lieu 
où ces énoncés ont été reconnus vrais. 

L'abandon, pour tous les usages scientifiques, d'une pareille méthode 
de mesure des forces, est principalement dû à l ' introduction par Gauss 
d'un système général d'observations de la force magnét ique , faites dans 
des contrées où la force de gravité n'est pas la même . Toutes ces forces 
se mesurent maintenant d 'après la mé thode strictement dynamique 
qui se dédui t de nos définitions, et les résul ta ts numér iques sont 
les mêmes , en quelque contrée que les expériences soient faites. 

L 'uni té de travail est le travail accompli par l 'uni té de force agis
sant le long de l 'uni té de longueur comptée sur sa propre direction. 
Ses dimensions sont [ M L 2 T - 2 ] . 

L 'énergie d'un système, c 'est-à-dire son pouvoir d'accomplir du tra
vai l , a pour mesure le travail que le système est susceptible d'accom
pl i r en dépensan t toute son énergie . 

Les définitions des autres quant i t és , et des uni tés auxquelles on les 
rapporte, seront données quand i l en sera besoin. 

Lorsque nous transformons les valeurs de quant i tés physiques d é 
te rminées en fonction d'une un i té , pourles exprimer en fonction d'une 
autre uni té de m ê m e espèce, nous devons seulement nous rappeler 
que l'expression de toute quan t i t é comprend deux facteurs : l 'uni té 
et la partie n u m é r i q u e qui exprime combien de fois on doit prendre 
l 'un i té . Par suite, la partie n u m é r i q u e de l'expression varie en raison 
inverse de la grandeur de l 'uni té , c 'es t -à-dire en raison inverse d'une 
puissance de chacune des uni tés fondamentales, qui est indiquée par 
les dimensions de l 'un i té . 

De la continuité et de la discontinuité en Physique O)-

7. On di t qu'une quan t i t é varie d'une manière continue quand, pour 
passer d'une valeur à une autre, elle doit prendre toutes les valeurs 
in te rmédia i res . 

(') [Le lecteur qui trouverait un peu abstraites les considérations qui termi
nent ce Chapitre préliminaire peut, sans grave inconvénient, passer aux Chapitres 
suivants : à une seconde lecture de l'Ouvrage, toutes ces considérations s'éclairci-
ront par la connaissance des faits auxquels elles se rapportent.] 
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Nous pouvons acquér i r la notion de cont inui té en considérant une 
particule de mat iè re dont l 'é tat est continu dans le temps et dans l'es
pace. Une telle particule ne peut passer d'une position à une autre 
sans décr i re une ligne continue dans l'espace, et les coordonnées qui 
fixent sa position sont des fonctions continues du temps. 

L 'équat ion , dite de continuité, que l 'on donne clans les Tra i tés d'Hy
drodynamique, exprime ce fait que la mat iè re ne peut péné t re r dans 
un é lément de volume ou en sortir sans traverser les surfaces limites 
de l 'é lément . 

On di t qu'une quan t i t é est une fonction continue de sa variable 
quand, pour une variation continue de la variable, la quant i té elle-
même varie d'une manière continue. 

Ains i , soit и une fonction de x qu i , pour x variant d'une maniè re 
continue de xQ à xx, varie d'une manière continue de uQ à ux, mais 
qui , pour x variant de xY à .z-2, passe de u\ à u2, u\ é tant différent 
de uv : on di t que, dans sa variation par rapport à x, и éprouve une 
discont inui té pour la valeur de x = xt ; car elle passe brusquement 
de « i à u\, tandis que x passe par xx d'une variation continue. 

Si nous considérons le coefficient différentiel de и par rapport à x, 
pour la valeur x — xl} comme étant la l imi te de la fraction 

'—' 0̂ 
^2 — ' 

quand on fait tendre x^ etx0 indéfiniment vers xu et si ,з?2 e t # 0 restent 
toujours de part et d'autre de xx, la valeur l imi te du n u m é r a t e u r sera 
u\ — « i et celle du dénomina teur sera zéro. Si и est une quan t i t é 
physiquement continue, la discont inui té ne peut exister que relati
vement à la variable par t icu l iè re x, et nous devons admettre, dans 
ce cas, que pour x — хл le coefficient différentiel est inf ini . Si и n'est 
pas physiquement continu, on ne peut pas du tout le différentier. 

On peut, dans les questions de Physique, mettre de côté l ' idée de 
discont inui té sans al térer sensiblement les conditions du p rob lème. 
Si x0 est un peu plus petit, et x% un peu plus grand que xu щ sera 
très voisin de u1; et и 2 de u\. Nous pouvons alors supposer que и varie 
d'une manière arbitraire, mais continue, dé щ à м 2 entre les limites 
x0 et x2. Dans beaucoup de questions de Physique, on peut com
mencer par faire une hypothèse de cette nature, puis é tudier ce que 
devient le résul ta t quand les valeurs de x0 et x% s'approchent de xt et 
finissent par l 'atteindre. Si le résul ta t est indépendant du mode arb i 
traire de variation a t t r ibué à и entre ces limites, on peut admettre 
qu ' i l en est encore de même quand и est discontinu. 
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Discontinuité d'une fonction de plusieurs variables. 

8. Si l 'on suppose constantes les valeurs de toutes les variables, 
sauf œ, les d iscont inui tés de la fonction se présenteront pour des va
leurs par t icu l iè res de x, liées aux valeurs des autres variables par une 
équa t ion que l 'on peut écr i re 

<p = y(x,y,s . . . ) = 0. 

L a d iscont inui té se présente quand cp = o. Quand cp est positif, la fonc
tion est de la forme F 2(^c, y, z, . . . ) . Quand cp est négatif, elle est de 
la forme F ^ . r , y, z, . . . ) , et i l n'y a pas de relation nécessaire entre 
les formes F d et F 2 . 

Pour exprimer cette d iscont inui té sous une forme m a t h é m a t i q u e , 
exprimons une des variables, x par exemple, comme une fonction de о 
et des autres variables; exprimons aussi Fj et F 2 comme fonctions de 
<p, y, z, . . . . On pourra alors représen te r la forme générale de la fonc
tion par toute formule qui se r édu i ra sensiblement à F 2 pour cp positif, 
et à Fj pour ce négatif. Telle sera la formule 

„ F t - ь e«? F , г = • î - H e'4 

Tant que n est une quant i té finie, si grande soit-elle, F est une fonc
tion continue; mais si nous faisons n inf in i , F devient égal à F 2 pour 
cp posit if et à F! pour cp négatif. 

Discontinuité des dérivées d'une fonction continue. 

Les dérivées premières d'une fonction continue peuvent ê t re dis
continues. Soit 

cp = o(x,y,z, . . . ) = o 

la relation qui existe entre les valeurs des variables pour lesquelles se 
présente la d iscont inui té des dér ivées ; et soient F{ et F 2 expr imés en 
fonction de cp et de n — i autres variables, y, z, . . . par exemple. 
Ains i , quand cp est négatif, on doit prendre F1 ; quand cp est positif, on 
doit prendre F 2 , et Fj = F 2 quand cp est égal à o, puisque F l u i -
m ê m e est continu. 

Donc, quand cp est égal à o, les dérivées et - j ^ peuvent ê t re dif-

férentes ,mais les dérivées prises par rapport à toute autre variable, 

telle que ^ - e t ^ - - ? doivent être les mêmes . La discont inui té est n ày ày 
donc l imitée à la dérivée par rapport à cp, toutes les autres dérivées 
é t an t continues. 
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Fonctions périodiques et fonctions multiformes. 

9. Si и est une fonction de x, telle que sa valeur soit la môme pour 
x, x -+- a, ..., x -f- na, et pour toutes les valeurs de x différant entre 
elles de a, и est appelé une fonction périodique de x, et a sa période. 

Si l 'on considère x comme fonction de u, à une valeur donnée de и 
correspond un nombre infini de valeurs de x différant entre elles de a. 
On di t dans ce cas que x est une fonction multiforme de et a est 
appelé sa constante cyclique. 

• • d/Cc • 
Le coefficient différentiel -*- n'a qu'un nombre fini de valeurs corres-

pondant à une valeur donnée de u. 

Relation entre les quantités physiques et les directions dans l'espace. 

10. Pour distinguer les différentes espèces de quant i tés physiques, 
i l est très important de connaî t re quelle est leur relation avec la d i 
rection des axes coordonnés dont on se sert d'habitude pour définir 
la position des objets. L ' introduction des axes coordonnés en Géomé
tr ie, due à Descartes, a été un des plus grands progrès faits dans les 
Ma thémat iques , car elle a r amené les méthodes de la Géomét r ie à des 
calculs portant sur des quant i tés numér iques . On fait dépendre la po
sition d'un point d e l à longueur de trois lignes toujours t racées dans 
des directions dé terminées , et, de même , on considère la ligne qui 
joint deux points comme la résul tante de trois autres lignes. 

Mais souvent en Physique, pour raisonner, et non plus pour cal
culer, i l est désirable d 'éviter l ' introduction explicite des coordonnées 
car tés iennes , et i l est avantageux de fixer son attention sur un point de 
l'espace pris en lu i -même , et non sur ses trois coordonnées , sur la 
grandeur et la direction d'une force, non sur ses trois composantes. 
Cette maniè re d'envisager les quant i tés géomét r iques et physiques 
est plus naturelle que l'autre, et se présente d'abord à l 'esprit; néan
moins les idées qui en découlent ne reçuren t pas leur entier dévelop
pement, jusqu'au jour où Hamilton fit un deuxième grand pas dans 
l 'é tude de l'espace, par l ' invention de son calcul des Quaternions. 

Comme aujourd'hui les méthodes de Descartes sont encore les plus 
familières à ceux qui é tudien t les sciences et qu'elles sont en réalité 
les plus avantageuses pour le calcul, nous exprimerons tous nos résul
tats sous la forme car tés ienne; mais je suis convaincu que l ' in t ro 
duction des idées de Hamilton, prises en dehors des opérations et des 
méthodes des quaternions, nous seront d'une grande uti l i té pour 
l 'é tude de toutes les parties de notre sujet, et en particulier de l'Elec-
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trodynamique, où nous avons à considérer un certain nombre de 
quan t i t é s physiques dont les relations peuvent s'exprimer bien plus 
simplement par quelques mots du langage de Hamilton que par les 
équat ions ordinaires. 

11 . U n des traits les plus importants de la mé thode de Hamilton 
est la division des quant i tés en scalaires et vecteurs (*). 

Une quan t i t é scalaire est susceptible d 'ê t re en t i è rement définie par 
une seule donnée n u m é r i q u e . Sa valeur n u m é r i q u e ne dépend en au
cune façon de la direction a t t r ibuée aux axes coordonnés . 

U n vecteur ou quan t i t é ayant une direction exige, pour être défini, 
trois données numér iques , ce dont on peut se rendre compte le plus 
a isément en les considérant comme se rapportant à la direction des 
axes coordonnés . 

Les quant i tés scalaires n' impliquent pas l ' idée de direction. Le vo
lume d'une figure géomét r ique , la masse ou l 'énergie d'un corps maté
r ie l , la pression hydrostatique en un point d'un fluide, le potentiel en 
un point de l'espace, sont des exemples de quant i tés scalaires. 

U n vecteur a une direction aussi bien qu'une grandeur; elle est 
telle que le renversement de sa direction ent ra îne le changement 
de son signe. Le déplacement d'un point, figuré par une ligne droite 
menée de sa position initiale à sa position finale, peut ê t re pris comme 
type d'une quan t i t é vectorielle : de là vient le nom même de vecteur. 

La vitesse d'un corps, sa quan t i t é de mouvement, la force qui agit 
sur l u i , l ' intensi té d'un courant é lec t r ique , l 'aimantation d'une molé 
cule de fer, sont des exemples de quant i tés dir igées. 

I l y a des quant i tés physiques d'une autre nature, qui dépendent de 
certaines directions dans l'espace et qui ne sont pas des vecteurs. 
Telles sont, par exemple, les tensions et déformations des corps so
lides, quelques-unes des propr ié tés des corps que l 'on considère dans 
la théor ie de l 'élast ici té, de la double réfraction. Des quant i tés de 
cette espèce exigent, pour être définies, neuf données numér iques . 
Elles s'expriment, dans le langage des quaternions, par des fonctions 
l inéaires et vectorielles d'un vecteur. 

L 'addit ion d'une quant i té vectorielle à une autre de même espèce 
s'effectue d 'après la règle donnée en Statique pour la composition des 
forces. En fait, la démonst ra t ion que donne Poisson du para l lé logramme 
des forces s'applique à la composition de toutes les quant i tés , telles 
que le changement de leur signe soit équivalent à leur retournement 
bout pour bout. 

(') [Voir l'Appendice I , qui renferme les principes du calcul des Quaternions.] 
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Quand nous voudrons désigner une quan t i t é dir igée par un seul 
symbole et appeler l 'attention sur ce fait que c'est un vecteur, dont 
on doit, par suite, considérer la direction aussi bien que la grandeur, 
nous la désignerons par une lettre gothique majuscule : 51, ß . 

Dans le calcul des Quaternions, la position d'un point dans l'espace 
est définie par le vecteur mené d'un point fixe appelé origine à ce point. 
Si, en ce point de l'espace, nous avons à considérer une quan t i t é phy
sique dont la valeur dépend de la position du point, cette quan t i t é est 
t ra i tée comme une fonction du vecteur mené par l 'origine. La fonction 
el le-même peut être scalaire ou vectorielle : la densi té d'un corps, sa 
t empé ra tu r e , sa pression hydrostatique, le potentiel en un point sont 
des exemples de fonctions scalaires. La force résu l tan te en ce point, 
la vitesse d'un fluide en ce point, la vitesse de rotation d'un é lément 
du fluide, le couple produisant la rotation sont des exemples de fonc
tions vectorielles. 

12. Les quant i tés vectorielles physiques peuvent ê t re divisées en 
deux classes : dans l'une, la quan t i t é est définie par rapport à une 
l igne; dans l'autre, la quant i té est définie par rapport à une aire. 

Par exemple, on peut évaluer la composante d'une,force attractive 
dans une certaine direction, en trouvant le travail de cette force pen
dant qu'elle déplace un corps d'une petite longueur dans cette direc
tion et divisant ce travail par cette petite longueur. I c i la force attrac
tive est définie par rapport à une ligne. 

D'autre part, le flux de chaleur, en un point d'un corps solide et dans 
une certaine direction, peut ê t re défini : la quan t i t é de chaleur qui 
traverse un élément de surface mené perpendiculairement à la direc
tion du flux, divisée par l ' é tendue de cette surface et par le temps. I c i 
le flux est défini par rapport à une aire. 

I l y a certains cas clans lesquels une quan t i t é peut se mesurer aussi 
bien par rapport à une ligue ou par rapport à une aire. 

Ains i , quand on traite des déplacements des corps élast iques, on 
peut porter son attention soit sur les positions initiale et finale d'une 
molécule , auquel cas le déplacement est mesuré par la ligne qui jo in t 
la p remière à la seconde position; ou bien on peut considérer une 
petite surface fixe dans l'espace, et dé te rminer la cpiantité de mat ière 
qui traverse cette surface pendant le déplacement . 

De m ê m e la vitesse d'un fluide peut ê t re é tudiée , soit en cons idé
rant la vitesse effective des molécules prises individuellement, soit en 
considérant la quant i té de fluide qui traverse une surface fixe quel
conque. 
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Mais, dans ces divers cas, pour appliquer la p remiè re mé thode , i l 
nous faut connaî t re séparément la densi té du corps et sa vitesse ou 
son dép lacemen t ; aussi, toutes les fois que nous essayons de formuler 
une théor ie molécula i re , nous sommes amenés à employer le second 
p rocédé . 

Dans le cas d'un flux d 'é lec t r ic i té , nous ne savons rien n i de la 
dens i té , ni de la vitesse dans le conducteur; nous ne connaissons que 
la valeur de ce qu i , dans la théor ie des fluides, correspondrait au 
produi t de la densi té par la vitesse. Par suite, dans tous les cas de ce 
genre, nous sommes obligés d'appliquer la mé thode plus générale qui 
consiste à mesurer le flux qui traverse une surface. 

Dans la science de l 'é lectr ici té , la force é lec t romotr ice et la force 
magné t ique appartiennent à la p remiè re classe et se définissent par 
rapport à des lignes. Quand nous voudrons faire allusion à ce fait, 
nous les dés ignerons sous le nom deforces. 

D'autre part, l ' induction é lec t r ique ou magné t ique , et les courants 
é lec t r iques appartiennent à la seconde classe, et se définissent par 
rapport à des aires. Quand nous voudrons faire allusion à ce fait, nous 
les dés ignerons sous le nom de flux. 

Chacune de ces forces peut ê t re considérée comme produisant ou 
tendant à produire le (lux correspondant. Ainsi la force é lec t romo
trice produi t des courants é lectr iques dans les conducteurs, et tend à 
en produire dans les d ié lec t r iques . Elle produit l ' induction électr ique 
dans les dié lect r iques et probablement aussi dans les conducteurs. 
Dans le même sens, la force magné t ique produit l ' induction m a g n é 
tique. 

13. Dans quelques cas, le flux est simplement proportionnel à la 
force et dans la môme direction. Dans d'autres cas, nous pouvons 
seulement affirmer que la direction et la grandeur du flux sont des 
fonctions de la direction et de la grandeur de la force. 

Le cas où les composantes du flux sont des fonctions l inéaires 
des composantes de la force est discuté au Chapitre des équat ions 
de conduction (§ 296). En général , i l y a neuf coefficients qui dé te r 
minent la relation entre la force et le .flux : dans quelques cas, nous 
avons des raisons de croire que six de ces coefficients forment trois 
groupes de quant i tés égales deux à deux. Dans de pareils cas, la rela
tion entre les directions de la force et du plan normal au flux est de 
m ê m e nature que celle qui existe entre un d iamèt re d'un ellipsoïde et 
son plan d iamét ra l conjugué. Dans le langage des Quaternions, on di t 
qu'un des vecteurs est une fonction l inéaire et vectorielle de l'autre, 
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et, s'il y a trois couples de coefficients égaux, que là fonction est auto-
conjuguée . 

Dans le cas de l ' induction magné t ique dans le fer, le flux ( l 'a iman
tation du fer) n'est pas une fonction l inéaire d e l à force magnét i san te . 
Mais, dans tous les cas, le produit de la force par la composante du 
flux suivant la direction de la force est un é lément d'une grande i m 
portance scientifique, qui est toujours une quan t i t é scalaire. 

14. И y a deux opéra t ions m a t h é m a t i q u e s qui se p résen ten t sou
vent, et qui sont propres à chacune des deux classes de vecteurs ou 
quant i tés dir igées . 

Dans le cas des forces, nous avons à prendre l ' in tégrale le long 
d'une ligne, du produit d'un é lément de cette ligne par la composante 
de la force suivant cet é lément . Le résu l ta t de cette opéra t ion est ap
pelé Y intégrale de la force suivant cette ligne; i l représente le tra
vai l accompli sur un corps pendant son transport le long de la ligne. 
Dans certains cas où l ' intégrale ne dépend plus de la forme de la ligne, 
mais seulement des positions de ses ex t rémi tés , elle prend le nom de 
potentiel. 

Dans le cas du flux, nous avons à prendre l ' intégrale sur une sur
face du flux qui traverse cette surface. Le résul ta t de cette opéra t ion 
est appelé Y intégrale du flux sur cette surface, et représen te la 
quan t i t é qui traverse la surface. 

11 y a certaines surfaces à travers lesquelles ne s'effectue point de 
flux. Si deux de ces surfaces se coupent, leur ligne d'intersection est 
une ligne de flux. Dans le cas où le (lux est dans la direction de la 
force, ces lignes sont souvent appelées lignes de force. I l serait cepen
dant plus correct de les aj)peler, en é lect ros ta t ique et en magné t i sme, 
lignes d'induction, et, en é lec t roc inémat ique , lignes d'écoulement. 

15. H y a une autre distinction entre les différentes espèces de quan
ti tés dir igées, qu i , t rès importante au point de vue physique, est 
moins nécessaire à observer pour l 'application des méthodes m a t h é 
matiques : c'est la distinction des propr ié tés de longueur et de rota
t ion. 

La direction et la grandeur d'une quant i té peuvent dépendre d'une 
action ou d'un effet qui se pro'duit en t iè rement suivant une certaine 
ligne, ou bien elles peuvent dépendre de quelque élément qui est de 
la nature d'une rotation autour de cette ligne prise comme axe. Les 
lois de combinaison des quant i tés dir igées sont les mêmes, que ces 
quant i tés soient longitudinales ou rotatoires, en sorte qu ' i l n'y a 
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pas de différence dans la façon de traiter par le calcul les deux classes ; 
mais i l peut y avoir des circonstances physiques qui nous montrent à 
quelle classe nous devons rapporter un phénomène particulier. Ains i 
Félectrolyse consiste dans le transport, suivant une certaine ligne, de 
certaines substances dans une direct ion, de certaines autres substances 
dans la direction contraire; c'est év idemment un phénomène longi 
tudinal , et aucun effet observé ne semble se rapporter à une rotation 
autour de la direction de la force. De là nous inférons que le courant 
é lec t r ique qui produit ou accompagne fé lec t rolyse est un phénomène 
longitudinal et non rotatoire. 

D'autre part, le pôle nord et le pôle sud d'un aimant ne diffèrent 
pas entre eux à la façon de l 'oxygène et de l 'hydrogène , qui , pendant 
l 'é lectrolyse, apparaissent en des points opposés , en sorte que rien ne 
nous porte à croire que le magné t i sme soit un phénomène longi tu
d ina l ; tandis que l'effet du magné t i sme , qui dé te rmine la rotation du 
plan de polarisation de la l umiè r e , nous montre nettement que le 
magné t i sme est un phénomène de rotation. 

Des intégrales suivant une ligne. 

16. C'est une opérat ion importante dans la Physique en général , et 
qu i doit ê t re clairement comprise, que l ' in tégrat ion de la compo
sante d'un vecteur effectuée le long d'une ligne. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point P pris sur une ligne dont 
la longueur, comptée à part ir d'un certain point A , est s. Ces coor
données sont des fonctions de la seule variable s. 

Soit R la valeur du vecteur au point P, et soit г l'angle que la tan
gente au point P fait avec la direction R ; alors Rcoss est la compo
sante de R suivant la ligne, et l ' in tégrale 

L = / R cos s ds 

est appelée Xintégrale de R suivant la ligne s. 
On peut écr i re cette expression 

où X , Y, Z sont les composantes de R para l lè lement à x, j , z. 
En général , cette quant i té est différente pour les différentes lignes 

que l'on peut mener entre A et P. Mais si, dans une certaine région, 
la quan t i t é 

Xdx + \dy + Zdz = — dW, 
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c 'es l -à-di re est une différentielle exacte dans cette région, la valeur 
de L devient 

xVk-WP, 

et reste la même pour deux formes quelconques du contour compris 
entre A et P, pourvu que l'on puisse passer d'une forme à l'autre d'un 
mouvement continu, sans sortir de la région [et que la fonction W 
n'ait qu'une seule valeur en chaque point de la région. (P-)]* 

Des potentiels. 

La quan t i t é W est une fonction scalaire de la position du point, et 
par suite elle est indépendante des directions des axes. On l'appelle 
la fonction potentielle, et on d i t que le vecteur dont les composantes 
sont X , Y, Z a un potentiel W, si 

* - - ( £ ) ' * - - ( ? ) • - - ( S ) -

Quand i l existe une fonction potentielle, les surfaces pour lesquelles 
le potentiel est constant sont appelées sur/aces äquipotentielles. La 
direction de R en un point quelconque d'une pareille surface coïncide 
avec la normale à cette surface; et, si n est une normale au point P, 
on a 

La méthode qui consiste à considérer les composantes d'un vecteur 
comme les dérivées premières par rapport aux coordonnées d'une cer
taine fonction de ces coordonnées a été imaginée par Laplace (*), 
pour traiter la théor ie de l 'attraction. Le nom de potentiel a été donné 
pour la p remière fois à cette fonction par Green, qui en a fait la base 
de sa théor ie de l 'Electrici té ( 2 ) . L'essai de Green ne fut pas r emarqué 
des mathémat ic iens , jusqu'en i846, et avant cette époque la plupart 
de ses théorèmes les plus importants avaient été re t rouvés par Gauss, 
Chasles, Sturm et Thomson ( 3 ) . 

Dans la théor ie de la gravitation, le potentiel est pris avec un signe 
contraire à celui que nous employons i c i ; et, par suite, la force résul-

(') Mécanique céleste, liv. III . 
(5) Essai d'application de l'Analyse mathématique à la théorie de l'Électri

cité et du Magnétisme (Nottingham, 1828), réimprimé clans le Journal de С relie 
et dans l'édition des Œuvres de Green, de M . FERREKS. 

( 3 ) THOMSON et TAIT, Natural Philosophy, § 483. 
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tante en un point quelconque se mesure par l'accroissement de la 
fonction potentielle dans cette direction. Dans les recherches d 'é lec
t r ic i té et de magné t i sme , le potentiel est défini de telle sorte que la 
force résu l tan te dans une direction donnée se mesure par le décroisse-
ment du potentiel dans cette direction. En employant l'expression de 
cette man iè re , on fait correspondre son signe à celui de l 'énergie po
tentielle, qui décroî t toujours quand les corps se meuvent dans la d i 
rection où les forces agissent sur eux. 

17. La découver te de Hamil ton, sur la forme de Vopérateur par 
laquelle le vecteur se dédui t du potentiel, jette une vive lumière sur 
la nature géomét r ique de la relation qu i existe entre le potentiel et le 
vecteur qui en est t i ré . 

Ains i que nous l'avons vu, la composante du vecteur dans une d i 
rection est la dérivée p remière du potentiel prise par rapport à une 
coordonnée comptée dans cette direction, le signe en é tant renversé . 

Or, soient г, /', к trois vecteurs uni tés , perpendiculaires l 'un sur 
l 'autre, et soient X , Y, Z les composantes du vecteur £ para l lè lement 
à ces vecteurs : alors 

( i ) £=iX+jY-{-kZ 

et, d 'après ce que nous avons di t plus haut, si W est le potentiel, 

/ . dW . dW , dW 
. ( 2 ) ir = — il _ 1- / — 

4 ' \ dx J dy dz 

Et si nous représentons par V l 'opéra teur 

. д . д , д 
( э ) i- h- j — -+- к - , 
ѵ дх J Oy dz 
on a 

On peut donner au symbole d 'opérat ions V l ' in terpréta t ion sui
vante : i l indique qu ' i l faut mesurer sur chacune des trois directions 
rectangulaires l'accroissement de puis, considérant les quant i tés 
ainsi t rouvées comme des vecteurs,, qu ' i l faut les composer en une 
seule. C'est ce qui est ind iqué par l'expression ( 3 ) . Mais on peut 
aussi la considérer comme indiquant qu ' i l faut trouver la direction 
pour laquelle W croî t le plus vite, et de porter sur cette direction un 
vecteur représentan t cet accroissement. 

Lamé , dans son Tra i té des fonctions inverses, emploie le terme de 
paramètredifferentiel^эоиг exprimer la grandeur de cet accroissement 
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maximum ; mais n i le terme l u i - m ê m e , n i la façon dont Lamé en fait 
usage, n'indiquent que la quan t i t é désignée ait une direction propre 
aussi bien qu'une grandeur. Dans les rares occasions où j ' au ra i à consi
dére r cette relation comme purement géomét r ique , j 'appellerai le vec
teur £ le gradient de la fonction scalaire W, employant le mot gradient 
pour désigner la direction aussi bien que la grandeur de la chute la 
plus rapide de W. 

18. I l y a toutefois des cas où les conditions pour que 

X dx -t- Y dy -+- Z dz 

soit une différentielle exacte, à savoir 

dZ _ dY _ dX _ âZ _ àY _ dX _ 
ду dz ~ ' dz дх ' дх ду ' 

sont remplies dans une certaine région de l'espace, et où cependant 
l ' intégrale prise de A à P peut avoir des valeurs différentes pour 
deux contours, tous deux en t iè rement compris dans la région. Ce 
cas peut se présenter si la région est en forme d'anneau, et si les 
deux lignes de A à P sont situées dans des segments opposés de l 'an
neau. On ne peut, dans ce cas, passer d'un contour à l'autre d'un 
mouvement continu sans sortir de la région. Nous sommes conduits 
ainsi à des considérat ions rentrant dans la Géométr ie de position, 
sujet peu é tudié , quoique son importance ait été signalée par Leibnitz 
et mise en lumière par Gauss. Le travail le plus complet sur ce sujet 
a été donné par J .-B. List ing ( 1 ) . 

Soient p points dans l'espace et l lignes joignant ces points de façon 
que jamais deux lignes ne se coupent et qu'aucun point ne soit 
laissé isolé. Nous appellerons diagramme une figure composée de 
cette man iè re . De ces lignes, p — i suffisent pour relier les p points 
et former un système relié. Toute ligne en plus donnera lieu à une 
boucle ou contour fermé, ou, comme nous l'appellerons, à un cycle. 
Le nombre des cycles indépendants dans le diagramme est 

k = l — p-i- i . 

Tout contour fermé, décr i t en suivant les lignes du diagramme, se 
compose de ces cycles indépendants pris chacun un nombre quelconque 
de fois et.dans une direction quelconque. 

L'existence des cycles est appelée cyclose, et le nombre des cycles 
d'un diagramme nombre cyclomatique. 

(') Der Census räumlicher Complexe (Gött. Abh., vol. X, p. 97; 1861). 
Tr. d'Élect. et de Magn., I. 2 
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Gyclose des surfaces et des régions. 

Les surfaces peuvent ê t re complètes ou limitées. Les surfaces com
plètes sont infinies ou fermées. Les surfaces l imitées se terminent par 
une ou plusieurs lignes fermées, qu i , dans le cas l imi te , peuvent se 
rédu i re à des lignes finies doubles ou à des points. Une région finie 
de l'espace est l imitée par une ou plusieurs surfaces fermées. De 
celles-ci, l'une est la surface extér ieure ; les autres y sont comprises, 
sont extér ieures les unes aux autres, et sont appelées les surfaces in
térieures. 

Si la région est l imitée par une seule surface, on peut supposer que 
cette surface se contracte sans cesser d 'être continue ou sans se cou
per e l le -même. Si la région est à simple cont inui té , comme l'est une 
sphère , cette opérat ion pourra être cont inuée jusqu 'à ce que la région 
soit r édu i te à un point ; mais, si la région a la forme d'un anneau, on 
obtiendra finalement une courbe fe rmée ; et si la région a des con
nexions nombreuses, le résu l ta t sera un diagramme de lignes, dont le 
nombre cyclomalique est celui de la région. L'espace extér ieur à la 
région a le même nombre cyclomatique que la région, et par suite, si 
la région est l imitée par des surfaces in tér ieures et extér ieures , son 
nombre cyclomatique est la somme des nombres correspondant à 
toutes ces surfaces. 

Lorsqu'une région renferme d'autres régions, elle est appelée péri-
phractique. 

Le nombre des surfaces limites in tér ieures d'une région est appelé 
son nombre périphractique. Une surface fermée est pé r iph rac t ique , 
et son nombre est l 'uni té . 

Le nombre cyclomatique d'une surface fermée est le double de 
celui de l'une ou l'autre des régions qu'elle l imite . Pour trouver le 
nombre cyclomatique d'une surface limitée, on suppose que toutes les 
limites se contractent sans cesser d 'être continues, jusqu 'à ce qu'elles 
se rencontrent. La surface est alors rédui te à un point dans le cas 
des surfaces acycliques, à un diagramme de lignes dans le cas des 
surfaces cycliques. Le nombre cyclomatique de ce diagramme est celui 
de la surface. 

19. THÉORÈME I . — Si, dans toute l'étendue d'une région acyclique, 

Xdx-hYdy + Zdz = — dW, 

la valeur de l'intégrale prise d'un point A à un point P, le 
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long d'un contour quelconque intérieur à la région, est con
stante. 

Nous montrerons d'abord que l ' intégrale prise le long d'un circuit 
fermé quelconque in té r i eur à la région est égale à zéro. 

Supposons menées les surfaces équipotent ie l les . Ce sont toutes, ou 
des surfaces fermées, ou des surfaces complè tement l imitées par la 
surface de la r ég ion ; par suite, une ligne fermée, in té r ieure à la r é 
gion, qui coupe une de ces surfaces en un point de son contour, doit 
forcément couper cette m ê m e surface en sens inverse, en quelque 
autre point de son contour; les parties correspondantes de l ' in tégrale 
de ligne é tant égales et contraires, la valeur totale est zéro . 

Par suite, si AQP et A Q ' P sont deux contours tracés entre A et P, 
l ' in tégrale suivant A Q ' P est la somme de celle suivant A Q P et de 
celle suivant le contour formé A Q ' P Q A , et, l ' intégrale suivant le 
contour fermé é tant nulle, les deux intégrales sont égales. 

Donc, si le potentiel est donné en un point quelconque d'une pa
reille région, i l est dé te rminé en tout autre point. 

20. THÉORÈME I I . — Dans une région cyclique pour toute l'éten
due de laquelle est satisfaite Véquation 

X dx + Y f / / + Zrf5 = — d4", 

Г intégrale de A à P n'est en général pas déterminée, si Von ne 
spécifie le canal par lequel on va de A à P. 

Soit к le nombre cyclomatique de la région : on peut faire dans 
la région к sections au moyen de surfaces que nous appellerons 
diaphragmes, et ainsi fermer к des canaux de jonct ion; la r é 
gion est ainsi ramenée à ê t re acyclique sans que sa cont inui té soit dé
truite. 

L ' in tégrale prise de A à P suivant une ligne qui ne coupe aucun 
de ces diaphragmes sera, d 'après le théorème précédent , de valeur 
dé te rminée . 

Supposons maintenant A et P infiniment voisins l 'un de l'autre, 
mais situés de part et d'autre d'un diaphragme : soit К l ' intégrale 
suivant le chemin A P . 

Soient A ' et P' deux autres points de part et d'autre du même dia
phragme, et infiniment voisins l 'un de l 'autre, et soit K ' l ' in tégrale 
suivant le chemin A ' P ' . Je dis que К. = К ' . 

En effet, menons A A ' et PP' : ces lignes é tant presque coïnc identes , 
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quoique de part et d'autre du diaphragme, les intégrales , prises 
suivant chacune d'elles, seront égales. Supposons chacune égale à L : 
l ' in tégrale de ligne suivant À ' P ' sera alors égale à celle suivant 

A'A + AP + PP' = - L + K + L = K = l'intégrale suivant AP. 

Donc, l ' in tégrale prise suivant un contour fermé qui traverse un 
diaphragme du système dans une direction donnée est une quant i té 
constante K , que l 'on appelle la constante cyclique correspondant 
au cycle donné . 

Soit une courbe fermée quelconque tracée à l ' in tér ieur de la région 
et coupant le diaphragme du premier cycle p fois dans la direction 
positive et p' fois dans la direction négative ; et soit p — p' —• Щ. L ' i n 
tégrale de ligne suivant la courbe fermée sera л , К , . 

De même , l ' intégrale de ligne suivant une courbe fermée quelconque 
sera 

nx K t 4- n% K 2 •+-... -+- iik K/t, 

où Р/ç représente l 'excès du nombre des passages positifs sur le nom
bre des passages négatifs de la courbe à travers le diaphragme du 
cycle K . 

Si deux courbes sont telles que l 'on puisse passer de l'une à l'autre 
d'un mouvement continu, sans jamais traverser aucune portion de l'es
pace pour laquelle la condition d'avoir un potentiel ne soit pas rem
plie, les deux courbes sont appelées courbes réductibles. Les courbes 
pour lesquelles cette transformation ne peut être faite sont appelées 
courbes irréductibles 

La condition que Xdx + Ydy -^-Zdz soit la différentielle exacte 
d'une certaine fonction W pour tous les points in tér ieurs à une cer
taine région se rencontre dans différentes recherches physiques, dans 
lesquelles la quan t i t é d i r igée et le potentiel ont des significations phy
siques différentes. 

En Cinémat ique pure, on peut supposer que X , Y, Z soient les com
posantes du déplacement d'un point appartenant à un corps continu, 
dont les coordonnées initiales é ta ient x, y, z; alors la condition ex
prime que l'ensemble des déplacements constitue une translation 
sans rotation ( 2 ) . 

Si X , Y, Z représentent les composantes de la vitesse d'un fluide au 

(') Voir Sir W. THOMSON, On vortex motion ( Trans. Л. S. Edin., 1869). 
(*) [C'est-à-dire qu'il existe en chaque point du corps trois directions trirec-

tangulaires, qui restent parallèles à elles-mêmes pendant sa déformation]. Voir 
THOMSON et Тліт, Natural philosophy, § 190 (г). 
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point (x, y, z), la condition exprime que le mouvement du fluide 
s'effectue sans rotation. 

1 Si X , Y, Z représentent les composantes de la force au point (x, y, z), 
la condition exprime que le travail accompli pendant le passage d'un 
point matér ie l d'une position à une autre est la différence des poten
tiels en ces deux positions, et cette différence a la même valeur pour 
tous les contours réduct ib les compris entre ces deux positions. 

Des intégrales sur une surface. 

21 . Soient dS l 'é lément cle surface, s l'angle que fait avec la direction 
du vecteur R la normale menée à la surface du côté positif de cette 
surface. Alors f fJ\ cose dS est apj>elé l ' in tégrale de R sur la surface S. 

THÉORÈME I I I . — L'intégrale d'un flux à travers une surface 
fermée peut s'exprimer par l'intégrale de sa convergence étendue 
à tout le volume compris à Г intérieur de la surface (voir p . 25). 

Soient X , Y, Z les composantes de R ; m, n les cosinus des angles 
formés avec les axes par la normale à S dir igée vers l ' in tér ieur de cette 
surface. L ' intégrale de R sur la surface S est 

( 0 
y y R c o s s r f S =JJxidS -hJ*J*Y mdS -hJ'J'zndS 

=jjKdydz-hjJYdz dx-^jjz dx dy, 

les valeurs X , Y, Z é tant celles en un point de la surface, et les inté
grations s 'étendant sur toute la surface. 

Si la surface est fermée, pour des valeurs données de y et z, la 
coordonnée x doit avoir un nombre pair de valeurs; car une ligne pa
rallèle à x, dès l'instant qu'elle rencontre la surface, doit péné t re r 
dans l'espace renfermé et en sortir un même nombre de fois. 

Considérons un point allant àe x — — oo к x = OD ;il pénèt re dans 
l'espace pour la p remiè re fois pour x ~ x l 7 en sort pour х — хг, et 
ainsi de suite; et soient X ^ X j , . . . les valeurs de X en ces points : alors 

(2) Jfxdydz^fЛ"[(Х2-Х1)-г-(Х4-Хз)+...ч-(Х2/г-Х2й_1)]^^-

Si X est une quant i té continue et n'a pas de valeurs infinies entre 

nr. 
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l ' in tégra t ion s 'é tendant de xv à x.2, c 'est-à-dire le long du premier 
segment de x compris à l ' in té r ieur de la surface fermée. Et tenant 
compte de tous les segments qui sont compris à l ' in tér ieur de la sur
face fermée, nous trouvons 

(4) Jfxdjdz^ JJf^dœdydz, 

l ' in tégrale double é tan t l imi tée à la surface fermée, et l ' intégrale tr iple 
é tan t au contraire é tendue à tout le volume compris à l ' in té r ieur de 
cette surface. Donc, si X , Y, Z sont continus et finis à l ' in té r ieur d'une 
surface fermée, l ' in tégrale de R sur cette surface complète sera 

(5) 'fRcostdS =fff(™ + ™ + ^ dxdydz, 

l ' in tégrale t r iple é tan t é tendue à tout le volume in té r ieur à S. 
Supposons maintenant que X , Y , Z ne soient pas continus à l ' i n 

t é r i eu r de la surface fermée ; mais que, sur une certaine surface 
F(x, y, z) — o, les valeurs de X , Y, Z sautent brusquement de 
X , Y , Z sur le côté négatif à X ' , Y ' , Z' sur le côté positif de la surface. 

Si cette d iscont inui té se présente entre xx et x.2, par exemple, la 
valeur de X 2 — X j sera 

(6) j f ' ^ « t e - H X ' - X ) , 

où l 'on ne doit considérer dans l'expression sous le signeJque les va

leurs finies de la dérivée de X . 
Donc, dans ce cas, l ' in tégrale de R sur la surface fermée sera ex

p r i m é e par 

(8) 

ou bien, si l', иг', n' sont les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de d iscont inui té , et dS' un élément de cette surface, 
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l ' in tégrat ion devant ê t re é tendue , dans le dernier terme, à toute la 
surface de d iscont inui té . 

Si, en tous les points où X , Y, Z sont continus, 

c)X àY дЪ 
(9) 1- - : — I - T~ = °> 

w ' ôx dy dz 

et si, sur chacune des surfaces où ils sont discontinus, 

(10) f X ' + m ' Y ' + n ' Z ^ / ' X + m ' Y + n ' Z , 
l ' intégrale sur une surface fermée quelconque est nulle, et l 'on d i t 
que la distr ibution du vecteur est solénoïdale. 

Nous désignerons l 'équat ion (9) sous le nom de condition solé
noïdale générale, et l 'équat ion (10) sous le nom de condition solé
noïdale à la surface. 

22. Considérons maintenant le cas où, pour tous les points i n t é 
rieurs à la surface S, l 'équat ion 

dX ÔY dZ _ 
dx dy dz 

est satisfaite en même temps que X , Y et Z sont continus. La consé
quence en est que l ' intégrale sur la surface fermée est égale à zéro . 

Or supposons que la surface fermée S soit formée de trois parties 
Sj, S 0 et S 2; que S t soit une surface de forme quelconque l imitée par 
une ligne L t , et que S0 soit formée en menant de tous les points de L t 

des lignes dans la direction de R. Si l, m, n sont les cosinus direc
teurs de la normale en un point quelconque de la surface S 0, 

(12) R cos s — X l -4 - Y m -+- Z n = o. 

Donc les éléments de l ' intégrale correspondant à cette surface S0 

sont nuls. 
Soit S2 une autre surface de forme quelconque, l imitée par la 

courbe L 2 suivant laquelle elle rencontre la surface S 0. 
Soient Q i , Q 0 , Q 2 les intégrales sur les surfaces S 1 } S 0 et S 2, et soit 

Q l ' intégrale de surface sur la surface fermée S. Alors 

(13) Q = Q 1 + Q 0 4 - Q 2 = o , 

et nous savons que 

0 4 ) Q o = o ; 

donc 
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c'est-à-dire que l ' in tégrale sur S2 est égale et de signe contraire à l ' i n 
tégrale sur Si, quelles que soient la forme et la position de S2, pourvu 
que la surface in te rmédia i re S 0 soit constamment tangente à R. 

Si nous supposons que L j soit une courbe fermée d'aire peu consi
dérab le , S 0 sera une surface tubulaire jouissant de cette p ropr ié té , 
que l ' intégrale prise sur une section quelconque du tube est con
stante. 

Tout l'espace in té r ieur à la surface S peut être divisé en tubes de 
cette nature, pourvu que 

êX dX e)Z 
(16) 1 _ _ + __ = (>; 

ox ay oz 

une distr ibution d'une quant i té vectorielle satisfaisant à cette condi
tion est appelée distribution solénoïdale. 

Des tubes et des lignes de flux. 

Si l'espace est divisé en tubes, de façon que l ' intégrale sur une 
section quelconque de chaque tube soit l 'uni té , les tubes sont appelés 
tubes unités, et l ' intégrale prise sur une surface finie S, l imitée par 
une courbe fermée L , est égale au nombre de ces tubes qui traversent 
la surface S dans le sens positif, ou, ce qui revient au même , qui 
passent à travers la courbe fermée L . 

Donc l ' in tégrale sur S ne dépend que de la forme de sa l imite L , et 
non de la forme de la surface à l ' in tér ieur de cette l imi te . 

Des régions périphractiques. 

Si, dans toute l 'é tendue d'une région l imitée ex té r ieurement par une 
seule surface fermée S t , la condition solénoïdale 

дх dy dz 

est satisfaite, l ' intégrale prise sur une surface fermée quelconque i n 
tér ieure à la région est nulle, et l ' intégrale prise sur une surface 
l imi tée , in té r ieure à la région, ne dépend que de la forme de la courbe 
fermée qu i sert de l imi te . 

Mais ces résul ta ts ne sont pas vrais en général , si la région pour 
laquelle la condition solénoïdale est satisfaite est l imitée autrement 
que par une surface unique. 

Car, si elle est l imitée autrement que par une seule surface conti
nue, l'une des surfaces limites est la surface ex té r i eu re ; les autres 
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sont les surfaces in té r ieures , et la région S est pé r iphrac t ique puis
qu'elle renferme d'autres régions qu'elle entoure en t i è rement . 

Soit S t une de ces régions entourées , pour laquelle la condition 
solénoïdale n'est pas satisfaite, et soit 

Qj = JRcoss^Sj 

l ' intégrale de surface pour la surface qui l imi te cette région ; soient 
QÏ? Qe? • • • des quant i tés correspondantes pour les autres régions 
englobées . 

Si une surface fermée S' est tracée à l ' in té r ieur de la région S, l ' inté
grale correspondante ne sera égale à zéro que si cette surface S' ne ren
ferme aucune des surfaces englobées S], S2, . . . . Si elle en renferme 
quelques-unes, son intégrale de surface est la somme des intégrales 
de surface pour les différentes surfaces englobées qu'elle comprend. 

Pour la même raison, l ' intégrale prise sur une surface l imitée par 
une courbe fermée n'est la même, pour d'autres surfaces l imitées par 
la même courbe, que si les surfaces sont réduct ib les à la surface 
donnée par un mouvement continu à l ' in tér ieur de la région S. 

Quand nous avons à nous occuper d'une région pé r iph rac t i que , la 
première chose à faire est de la ramener à ê t re apé r iphrac t ique , en 
menant des lignes qui joignent les différentes surfaces limites. Cha
cune de ces lignes, pourvu qu'elle ne relie pas deux surfaces qui sont 
déjà en communication continue, rédui t d'une uni té le nombre p é r i 
phractique; en sorte que le nombre total des lignes à tracer pour 
faire disparaî t re la pé r iphrax ie est égal au nombre pé r iph rac t ique , ou 
au nombre des surfaces in té r ieures . 

Quand ces lignes ont été menées , nous pouvons affirmer que, si la 
condition solénoïdale est satisfaite dans la région S, toute surface 
fermée, t racée à l ' in tér ieur de la région et ne coupant aucune des 
lignes, donne lieu à une intégrale nulle. 

En menant ces lignes, nous devons nous souvenir que toute ligne 
joignant des surfaces déjà reliées ne diminue pas le nombre p é r i 
phractique, mais augmente le nombre cyclomatique. 

L'exemple le plus familier d'une région pé r iph rac t ique , à l ' intér ieur 
de laquelle la condition solénoïdale est satisfaite, est la région qui en
toure une masse exerçant une attraction ou une répulsion inversement 
proportionnelle au car ré de la distance. 

Nous avons dans ce cas 
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\s. é t an t la masse supposée placée à l 'origine des coordonnées . En un 
point quelconque à distance finie /•, 

дх ' dy dz ~~ ' 

mais à l 'origine ces quant i tés deviennent infinies. Pour toute surface 
fermée ne renfermant pas l 'origine, l ' in tégrale de surface est nul le; 
si la surface fermée renferme l 'origine, l ' in tégrale de surface est 
(\ ТГ[Л. 

Si, pour une raison quelconque, nous voulons traiter une région 
entourant \x comme si elle n 'é ta i t pas pé r iph rac t ique , nous devrons 
tracer une ligne de \>. à l ' in f in i , et nous souvenir, en prenant les 
intégrales sur une surface fermée, qu ' i l faut ajouter ^щх toutes 
les fois que cette ligne passe du côté négatif au côté positif de la sur
face ( ' ) . 

Des relations dextrogyres et lévogyres dans l'espace. 

23. Dans ce Tra i t é , on admet que les mouvements de translation 
suivant un axe, ou de rotation autour de cet axe, sont de même signe 
lorsque leurs directions correspondent aux mouvements de transla
tion et de rotation d'une vis ordinaire, ou vis à droite ( 2 ) . 

(') En effet, une surface renfermant l'origine est réductible à une sphère ayant 
celle-ci pour centre, et de rayon R petit, mais fini; pour tous les points de cette 

, . I m n i . , r , , . , u..dS . t , , . i sphere, - = — = - = — , et (l\-h mY -+- nZ) se réduit a ,., •> dont l'intégrale 
x y z R li

est j | ÇJdS ou 4ICJJ.. (P.) 
( 2 ) L'action combinée des muscles du bras, lorsque nous tournons en dehors 

le dessus de la main droite, en même temps que nous tendons la main en avant, 
grave dans la mémoire, mieux que toute définition, la nature du mouvement d'une 
vis à droite. Un tire-bouchon ordinaire peut servir de symbole matériel de ce 
même mouvement. 

Le professeur W.-N. Miller m'a fait observer que les vrilles de la vigne sont 
enroulées à droite et celles du houblon à gauche, et que l'on pourrait appeler les 
deux systèmes de rotations dans l'espace système de la vigne et système du 
houblon. 

Le système de la vigne, que nous adoptons, est celui de Linné et celui des fa
bricants de vis dans tous les pays civilisés, sauf le Japon. De Candolle est le pre
mier qui a appelé vrilles à droite les vrilles du houblon; en cela il a été suivi 
par Listing et par la plupart de ceux qui ont écrit sur la polarisation rotatoire de 
la lumière. Des vis faites comme les vrilles de houblon servent pour relier entre 
eux les wagons de chemins de fer et pour fixer les roues de gauche des voitures 
ordinaires; mais ceux qui les emploient les appellent toujours vis à gauche. . 
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Par exemple, si l 'on compte positivement la rotation effective de la 
Terre de l'ouest à l'est, la direction positive sur l'axe de la Terre est prise 
du sud au nord; pour un homme qui marche droi t devant l u i dans la 
direction positive, la rotation positive s'effectuera, en partant de la 
tête, par la main droite, les pieds et la main gauche. 

Si nous nous plaçons nous-mêmes sur une surface, du côté positif, 
le sens posit if sur une courbe qui l imite cette surface sera inverse 
du sens du mouvement des aiguilles d'une montre dont la face est 
tournée vers nous. 

Tel est le système « à droite » adopté dans la Natural Philosophy 
de Thomson et Tait , § 2 4 3 ; le système opposé, ou système « à gauche », 
est adopté dans les Quaternions de Hamilton et de Tait . L 'opérat ion 
qui consiste à passer d'un système à l'autre est appelée par List ing 
perversion. 

L'image d'un objet vu par réflexion dans un mi ro i r est une image 
perversée de cet objet. 

Quand nous emploierons des axes de coordonnées cartésiennes 
x, y, z, nous les tracerons de façon que la convention ordinaire sur 
l'ordre de succession des symboles nous conduise dans l'espace à un 
système de directions à droite. 

L'aire des surfaces sera comptée positivement si l 'ordre d ' in t ég ra 
tion est conforme à l'ordre de succession des symboles. Ains i l 'aire 

d'une courbe fermée tracée dans le plan des xy, qui est JJ dx dy, 
peut s 'écrire 

Jx dy ou — J y dx, 

l 'ordre d ' in tégrat ion étant x, y dans le premier cas, et y, x dans le 
second. 

La relation entre les deux produits dx dy et dy dx peut se com
parer à la relation qui existe, dans la théor ie des quaternions, entre 
les produits de deux vecteurs perpendiculaires l 'un à l'autre, produits 
dont le signe dépend de l'ordre de mult ipl icat ion, ou à l'inversion du 
signe dans un dé te rminan t où l 'on échange entre elles deux lignes ou 
colonnes consécutives. 

Pour la même raison, une intégrale de volume doit ê t re comptée 
positivement si l 'ordre d ' in tégra t ion est l 'ordre de succession des va
riables x, y, z, et négat ivement si l 'ordre de succession est renversé. 

Nous allons maintenant é tabl i r un théorème fort uti le, en ce qu ' i l 
é tabl i t une relation entre une intégrale prise sur une surface l imi tée 
et une in tégrale prise le long de ses limites. 
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2 4 . THÉORÈME I V . — Une intégrale prise le long d'une courbe 
fermée peut s'exprimer au moyen d'une intégrale prise sur une sur
face ayant la courbe pour limite. 

Soient X , Y, Z les composantes d'un vecteur Я, dont l ' intégrale 
doit ê t re prise le long d'une courbe fermée s. 

Soit S une surface continue et finie quelconque, en t iè rement l imi tée 
par la courbe s, et soient £, Y), Ç les composantes d'un autre vecteur 
liées à X , Y, Z par les équat ions 

ду dz ' T| ~ dz дх1 дх ду 

Je dis que l ' intégrale de surface de ß, prise sur la surface S, est 
égale à l ' in tégrale de ligne de Z, prise le long de la courbe s. I l est 
clair que £, r,, Ç satisfont d ' eux-mêmes à la condition solénoïdale 

дР дъ dl 
= o, dx dy àz 

Soient /, m, n les cosinus directeurs de la normale à un élément de 
surface dS comptée dans la direction positive. Alors la valeur de l ' i n 
tégrale de surface de $ peut s 'écrire 

(a) Jy (JÊ-+- /?ir ( -H / iÇ)«?S. 

Pour nous faire une idée exacte de ce qu ' i l faut entendre par l 'élé
ment de surface dS, nous allons supposer que les valeurs des coordon
nées x, y, z soient données pour chaque point de la surface en fonc
t ion de deux variables indépendantes a et ß. Si, ß restant constant, a 
varie, le point (x, y, z) décr i t une courbe sur la surface; et si l 'on 
donne à ß une série de valeurs, une série de pareilles courbes seront 
décr i tes , toutes situées sur la surface S. De même, si l 'on donne à a 
une série de valeurs constantes, on tracera une deuxième série de 
courbes coupant la p remiè re série et divisant toute la surface en 
parties é lémenta i res , dont une quelconque peut ê t re prise pour repré
senter l 'é lément dS. 

La projection de cet é lément sur le plan des yz est, d 'après la for
mule ordinaire, qui donne la surface d'un para l lé logramme infiniment 
peti t , 

Les expressions de m dS et de n dS se dédui ron t de celle-ci par une 
permutation circulaire. 
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L' in tégra le à évaluer est 

(4) Jf ( ^ + ^ + n O ^ S , 

ou, en substituant à ij, i\, Ç leurs valeurs en fonction de X , Y et Z, 

( 5 ) / (ni /г -7—!- /г l -, \- l m -.- ) dS. 
4 J J \ dz dy dx dz dy àx / 

La partie de cette intégrale qui dépend de X peut s 'écrire 

J J [У* \à* àj ~ dp d% ) ~ ~ ~dj \дл dj ~ Щ di ) \ 1 dx> 

• • • ô!^. ôoe ôoe 
ce qui devient, en ajoutant et retranchant ^ ^ ? 

) J J \_dfi \dx dot, " c)a 
_ d r / ^ X ^ dXdy à\àz\l 

d% \ dx d^ + d / dß H " dz dp)] ' 

(») 
/" Г/dX dx dX dx\ JO , 

Supposons maintenant que les courbes pour lesquelles a est constant 
forment une série de courbes fermées entourant le point de la surface 
pour lequel a a sa valeur m i n i m u m a0, la dernière courbe de la 
série, pour laquelle а = я1} coïncidant avec la courbe fermée p r i m i 
tive s. 

Supposons, en outre, que les courbes pour lesquelles ß est constant 
forment une série de lignes menées du point pour lequel a = a0 jus
qu 'à la courbe s, la p remière courbe ß 0 et la dernière ß t se confon
dant. 

In tégran t par parties l 'équation (8 ) , le premier terme par rapport 
à я, et le second par rapport à ß, les intégrales doubles se dét ruisent 
l'une l 'autre; l ' intégrale 

est nulle, puisque la courbe a — x 0 se rédu i t à un point, pour lequel 
i l n'y a qu'une seule valeur de X et de x. 

Les deux intégrales 

Л . V <>»/?-?. Л . V *» /р=р . 

file:///_dfi
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se dé t ru i sen t l'une l 'autre, puisque le point (oc, ß 0 ) se confond avec le 
point (a, ß j ) . 

L'expression (8) se r édu i t donc à 

et, puisque la courbe a — aj est identique avec la courbe s, nous pou
vons écr i re cette expression 

l ' in tégrat ion s'eifectuant le long de la courbe s. On traiterait de la 
m ê m e maniè re les parties de l ' in tégrale de surface qui dépendent de 
Y et Z, en sorte que l'on a finalement 

(„) fftn -H m , + „ t ) dS =ff (x!g 4 - Y % H- Z I ) A , 
la p remiè re in tégrale s 'é tendant à la surface S, et la seconde à la 
courbe l imi te s (*). 

Effet de l'opérateur V sur une fonction vectorielle. 

25. Nous avons vu que l 'opérat ion représentée par V est celle par 
laquelle on dédui t un vecteur de son potentiel. La même opérat ion, 
appl iquée à une fonction vectorielle, donne des résul tats qui inter
viennent dans deux des théorèmes p récédemment établis ( I I I et I V ) . 
L'extension de cet opéra teur aux déplacements vectoriels et la p lu 
part des développements qui suivent sont dus au professeur 
Tai t ( 2 ) . 

Soit a une fonction vectorielle de p, le vecteur d'un point variable. 
Posons, suivant l'usage, 

? = ix-T-Jy-r- fez 
et 

a — г'Х -by Y - i - kZ, 

où X , Y, Z sont les composantes de a-, suivant les directions des axes. 

(') Ce théorème a été donné parle professeur Stokes {Smith's prize Examina
tion, 1854, question 8). Il est démontré dans la Natural philosophy A.c. Thomson 
et Tait, § 190 ( / ) . 

( s ) Voir Proc. R. S. Edin., 28 avril 1862; Sur le théorème de Green et d'au
tres qui en dépendent (Proc. JR. S. Edin., 1869-70), Mémoire très important; 
et Sur quelques intégrales de quaternions (Proc. R. S. Edin., 1870-71). 
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Nous devons effectuer sur s l 'opérat ion 

_ . à . д . д 

\ — i 1_ / _ 1- /с -—•. 
ox ay dz 

Effectuons cette opérat ion en appliquant les règles de mul t ip l ica
tion de i, j et k; nous trouvons que Va se compose de deux parties, 
l'une scalaire, et l'autre vectorielle. 

La partie scalaire est 
/дХ ôY dZ\ 

(voir THÉORÈME I I I ) et la partie vectorielle est 

а ~~ 1 \ ()y àz / 1 ^ \dz ôx j 1 \ dx ùy 

et, si la relation entre X , Y, X et ij, rj, Ç est celle qui a été donnée par 
l 'équation ( i ) du t h é o r è m e précédent , nous pouvons écr i re 

F W = i\ ч-y'v) -+- kt, 
(voir THÉORÈME I V ) . 

On voit donc que les fonctions de X , Y, Z qui se présen ten t dans 
les deux théorèmes s'obtiennent toutes deux en effectuant l 'opération V 
sur le vecteur dont les composantes sont X , Y, Z. Les théorèmes eux-
mêmes peuvent s 'écrire 

où dS est un élément de volume, ds un élément de surface, dp un élé
ment de courbe, et U v un vecteur uni té , d i r igé suivant la normale. 

Pour comprendre la signification de ces fonctions d'un vecteur, 
supposons que a 0 soit la valeur de ex en un point P, et examinons quelle 
est la valeur de a — <r0 dans le voisinage de P. Si, autour du point P, 
nous t raçons une surface fermée, et que l ' intégrale de a sur cette sur
face soit dir igée vers l ' i n t é r i e u r ^ ) , »SVCT sera positif, et, partout au\ 
environs du point P, le vecteur a — <т0 sera dir igé vers ce point, ainsi 
que l ' indique la fig. i . 

( 1 ) C'est-à-dire si l 'on considère le côté interne de cette surface comme son 
côté positif. ( P . ) 
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C'est pourquoi je propose d'appeler la partie scalaire de Va la con
vergence de er au point P. 

Pour dé te rmine r le sens de la partie vectorielle de Va, supposons 
que nous regardions dans la direction du vecteur dont les composantes 

Fig. i . 

\ i / 

sont ! j , 7] et Ç, et examinons le vecteur a— a0 près du point P. On 
verra que, comme sur la fig. 2, le vecteur est partout disposé tangen-

Fig. 2. 

tiellement et dans une direction opposée au mouvement des aiguilles 
d'une montre. 

Je propose, mais sans grande confiance, d'appeler la partie vecto
rielle de Va le tournoiement ou la version de a au point P. 

La fig. 3 montre un exemple de version et de convergence combi
nées. 

Fig. 3. 

\ 

Considérons maintenant la signification de l 'équation 

Elle implique que Va est scalaire, ou que le vecteur a est le gradient 
de quelque fonction scalaire W. Ces applications du symbole d 'opéra
t ion V sont dues au professeur Tai t (*) . U n développement plus com-

(') Proceedings Л. S. Edin., 1862. 
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plet de cette théor ie est donné dans le Mémoire Sur le théorème de 
Green, et sur d'autres qui en dépendent, auquel je renvoie le lec
teur pour l 'é tude des propr ié tés du symbole V au moyen des seules 
méthodes des quaternions (*) . 

26. Une des propr ié tés les plus remarquables du symbole d ' opé ra 
tion V est que, répé té , i l devient 

\дх* + dy* + dz*) ' 

symbole qu i se présente dans toutes les parties de la Physique et que 
nous appellerons symbole de Laplace. 

Ce symbole d 'opérat ion est essentiellement scalaire : quand i l est 
appl iqué à une fonction scalaire, le résul ta t est scalaire ; quand i l est 
appl iqué à un vecteur, le résul ta t est un vecteur. 

Si d'un point P comme centre nous t raçons une petite sphère de 
rayon r, et si q0 est la valeur de q au centre, q sa valeur moyenne pour 
tous les points situés à l ' in tér ieur de la sphère , 

en sorte que la valeur de q au centre est plus grande ou plus petite 
que la valeur moyenne, suivant que V 2<7 est positif ou négatif ( 2 ) . 

C'est pourquoi je propose d'appeler V2q la concentration de q au 

(') Traits. R. S. Edin., 1869-70 . 
(-) [En effet, pour un point de cette sphère, 
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point P , car i l indique l 'excès de la valeur de q en ce point sur sa 
valeur moyenne aux environs de ce point. 

Si q est une fonction scalaire, on connaî t bien la façon de trouver 
sa valeur moyenne. Si c'est une fonction vectorielle, on trouvera 
sa valeur moyenne au moyen des règles sur l ' intégrat ion des fonc
tions vectorielles. Le résul ta t est naturellement un vecteur. 
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PREMIÈRE P A R T I E . 
ÉLECTROSTATIQUE. 

CHAPITRE I . 

D E S C R I P T I O N D E S P H É N O M È N E S (»). 

Electrisation par frottement. 

27. Expérience / ( 2 ) . — Si un morceau de verre et un morceau 
de résine, ne présentant ni l 'un ni l'autre aucune propr ié té é lect r ique, 
sont frottés l 'un contre l'autre, tant que leurs surfaces frottées sont 
laissées en contact, ils ne manifestent point de propr ié tés é lec t r iques ; 
mais, dès qu'on les sépare, ils s'attirent l 'un l'autre. 

Si un second morceau de verre est frotté contre un second morceau 

(*) [D'après le titre de ce Chapitre et quelques mots de la Préface, on doit 
penser que l'auteur s'est proposé de résumer ici, dans un ordre méthodique, les 
faits nécessaires et suffisants pour l'édification d'une théorie rationnelle de l'élec
trostatique : ce but ne nous paraît pas avoir été rempli. L'exposé qui va suivre 
ne peut dispenser le lecteur d'étudier dans d'autres Ouvrages les principaux phé
nomènes électriques. 

On n'y trouve pas, en effet, les qualités qui caractérisent la plupart des Cha
pitres du présent Ouvrage, la simplicité, l'ordre et la précision. Les définitions 
expérimentales sont confuses ou amenées d'une manièz*e artificielle; les expé
riences fondamentales, qui ne sont, pour la plupart, que des généralisations 
théoriques de celles de Faraday, sont compliquées et à peine réalisables. L'auteur 
paraît du reste avoir senti l'insuffisance de son mode d'exposition, car il re
vient sur certaines notions jusqu'à trois fois, sans parvenir néanmoins à la net
teté désirable. Malgré ces imperfections didactiques, ce Chapitre est fort intéres
sant pour le lecteur familiarisé avec les phénomènes; il est plein d'aperçus 
originaux et de sujets de méditations pour les physiciens comme pour les géo
mètres. ( C.)] 

(2) Voir Sir WILLIAM THOMSON, Sur la Théorie mathématique de VElectricité 
{Cambridge and Dublin Mathematical journal, mars 1848). 
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de rés ine , et que tous deux, après avoir été séparés, soient suspendus 
dans le voisinage des premiers morceaux de verre et de résine, on 
observe : 

i° Que les deux morceaux de verre se repoussent l 'un l 'autre; 
2 ° Que chaque morceau de verre attire chacun des morceaux de 

résine ; 
3° Que les deux morceaux de résine se repoussent l 'un l'autre. 
On appelle phénomènes électriques ces phénomènes d'attraction et 

de répu ls ion ; les corps qui les présentent sont dits électrisés ou char
gés d'électricité. 

Les corps peuvent ê t re électrisés de bien d'autres manières que par 
le frottement. 

Les propr ié tés des deux morceaux de verre sont semblables entre 
elles et opposées à celles des deux morceaux de résine : le verre attire 
ce que la résine repousse, et repousse ce que la résine attire. 

Si un corps, qui a été électrisé d'une manière quelconque, se com
porte comme le verre, c 'es t -à-dire , s'il repousse le verre et attire la 
rés ine, on d i t qu ' i l est chargé d 'électr ici té v i t r ée ; s'il attire le verre et 
repousse la rés ine, on di t qu ' i l a l 'électricité résineuse. On constate 
que tous les corps électrisés ont l'une ou l'autre électrici té. 

C'est une habitude reçue parmi les savants d'appeler positive l 'élec
tr ici té v i t rée , et négative l 'électricité résineuse. Les deux espèces d'é
lectricité ayant des propr ié tés exactement opposées, nous sommes 
en droi t de les désigner par des signes contraires : quant à ce qui est 
d'affecter le signe -t- à l'une plutôt qu 'à l'autre, i l n'y faut voir qu'une 
pure convention ; de même que l'on convient, dans les figures m a t h é 
matiques, de compter positivement les longueurs dir igées versladroile. 

On ne peut observer aucune force n i d'attraction ni de répulsion 
s 'exerçant entre un corps électrisé et un autre qui ne l'est pas. Dans 
tous les cas où l'on constate une action d'un corps électrisé sur d'autres 
corps qui n'avaient point reçu de charge préalable , c'est que ces corps 
sont électrisés par induction ('). 

Electrisation par induction. 

2 8 . Expérience / / ( 2 ) . — On suspend par des fils de soie blanche 

(*) [Cette affirmation, présentée au début sous cette forme, est une véritable 
pétition de principes. ( C.)] 

( 2 ) Cette expérience et plusieurs autres qui suivent, sont dues à Faraday : Sur 
l'Induction électrique statique (Phil. Mag., 184З), et Exp. Res., vol. I I , p. 279. 
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un vase de métal creux, et l 'on attache son couvercle à un fi l semblable, 
de façon que l 'on puisse ouvrir et fermer le vase sans le toucher. 

On suspend les morceaux de verre et de rés ine, et on les électrisé, 
comme précédemment . 

Alors, le vase n'ayant aucune charge électr ique init iale, on suspend 
(fig. 4) parson fil le morceau de verre à l ' in tér ieur du vase, mais non 

Fig. 4. 

en contact avec l u i ; on ferme le couvercle, et l'on trouve que l 'extér ieur 
du vase a une charge vitrée ; on peut montrer que l 'électrisation est 
exactement la même à l 'extér ieur du vase, en quelque point de l'es
pace in tér ieur que soit suspendu le verre. 

Si maintenant, sans toucher au vase, on retire le verre, son electri
sation est la même qu'avant d'avoir été in t rodui t ; celle du vase a dis
paru. 

Cette electrisation, qui ne se produit qu'autant que le verre est à 
l ' in tér ieur du vase, qui disparaî t lorsque le verre est re t i ré , s'appelle 
electrisation par induction. 

Des effets semblables se produiraient si l 'on suspendait le verre 
près et en dehors du vase; mais, dans ce cas, on trouverait sur une 
partie de la surface extér ieure du vase une electrisation vi t rée , et sur 
l'autre partie une electrisation résineuse. Quand le verre est à l ' i n 
tér ieur du vase, toute la surface extér ieure a l 'électrisation vitrée, 
toute la surface in tér ieure l 'électrisation résineuse. 

Electrisation par conduction. 

29. Expérience 111. — On électrisé le vase de métal par induction, 
comme dans l 'expérience précédente ; on suspend dans le voisinage, 
par des fils de soie blanche, un second corps métal l ique; et un fil de 
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méta l , suspendu pareillement, est amené à toucher à la fois le vase 
électr isé et le corps méta l l ique . 

On trouve alors que le second corps a une electrisation vi trée, et 
que Télectrisation vi t rée du vase a d iminué . 

L 'é ta t é lec t r ique a été transmis du vase au second corps par le 
moyen du f i l de méta l . On appelle ce f i l un conducteur d'électricité, 
et on di t que le second corps a été électrisé par conduction. 

Conducteurs et isolants. 

Expérience IV. — Si, au l ieu du fil de métal , on avait employé une 
tige de verre, un bâton de résine ou de gutta-percha, ou un fil de soie 
blanche, aucun transport d 'électrici té n'aurait eu l ieu. Pour cette rai
son, ces substances sont appelées non-conducteurs d'électricité. Les 
non-conducteurs servent, dans les expériences d 'électr ici té , à supporter 
les corps électrisés, sans enlever leur électr ici té . On les appelle iso
lants. 

Les métaux sont de bons conducteurs; l 'air, le verre, la résine, la 
gutta-percha, le caoutchouc vulcanisé, la paraffine, sont de bons iso
lants; mais, comme nous le verrons plus tard, toutes les substances 
présentent de la résistance au passage de l 'électricité, et toutes la 
laissent passer, quoique à des degrés ex t rêmement différents. Ce sujet 
sera examiné quand nous en viendrons à traiter du mouvement de 
l 'é lectr ici té . Pour l'instant, nous ne considérerons que deux classes de 
corps, les bons conducteurs et les bons isolants. 

Dans l 'Expérience I I , un corps électrisé produit Télectrisation 
du vase méta l l ique , dont i l est séparé par l 'air , mil ieu non conduc
teur. U n pareil mi l ieu , considéré comme transmettant sans con
duction les effets électr iques, a été appelé par Faraday milieu dié
lectrique; l 'action qui se produit à travers ce milieu est appelée in
duction. 

Dans l 'Expér ience I I I , le vase électrisé a produit l 'électrisation du 
second corps méta l l ique par l ' in termédiaire du fil métal l ique. Suppo
sons ce fil enlevé, et le morceau de verre électrisé re t i ré du vase sans 
le toucher et éloigné à une distance suffisante. Le second corps conti
nuera de montrer une electrisation v i t r ée ; mais le vase, après que le 
verre en aura été re t i ré , aura une electrisation résineuse. Si mainte
nant nous mettons le fil métal l ique en contact avec les deux corps, i l 
y aura conduction le long du fil, et toute electrisation disparaî t ra des 
deux corps, ce qui montre bien que les deux corps étaient électrisés 
éga lement et en signe contraire. 
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30. Expérience V. — L'Expér ience I I a fait voir que, si, après avoir 
électr isé un morceau de verre en le frottant contre de la rés ine, on le 
suspend à l ' in tér ieur d'un vase méta l l ique , on observe à l ' ex té r ieur de 
ce vase une electrisation qu i ne dépend pas de la position du verre. 

Si maintenant, sans toucher n i au vase n i au morceau de rés ine , on 
introdui t clans le m ê m e vase le morceau de résine contre lequel le 
verre a été frotté, on observe qu ' i l n'y a plus à l ' ex tér ieur du vase 
aucune electrisation. On conclut de là que l 'électrisation de la résine est 
exactement égale et opposée à celle du verre. En introduisant un nom
bre quelconque de corps chargés d'une manière quelconque, on peut 
montrer que l 'électrisation de l ' extér ieur du vase est celle que pro
duirai t la somme algébr ique ( J ) de toutes les electrisations, les 
charges résineuses étant comptées avec le signe —. Nous avons ainsi 
une mé thode pratique pour additionner les effets é lect r iques de 
plusieurs corps sans al térer en rien l 'électrisation de chacun d'eux. 

31 . Expérience VI(~).—Prenons un second vase méta l l ique isolé В ; 
mettons clans le premier vase A le morceau de verre électr isé, dans le 
second vase В le morceau de résine é lec t r i sé ; puis mettons les deux 
vases en communication par le fd de métal , comme dans l 'Expé
rience I I I . Toute trace d 'électr isat ion disparait. 

Retirons maintenant le f i l de méta l et, sans toucher les vases, r e t i 
rons-en les morceaux de verre et de résine. Nous trouvons que A est 
chargé d 'électrici té résineuse, et В d 'électr ici té v i t rée . 

Si maintenant nous introduisons à la fois le verre et le vase A dans 
un plus grand vase isolé G, nous trouvons qu ' i l n'y a point d 'é lec t r i 
sation à l 'extér ieur de C. Ce qui montre que l 'électr isat ion de A est 
exactement égale et contraire à celle du morceau de verre; et l 'on ferait 
voir de même que l 'électrisation de В est exactement égale et con
traire à celle du morceau de résine. 

Nous avons ainsi une méthode pour charger un vase d'une quant i té 
d 'électrici té exactement égale et contraire à celle qui se trouve sur un 
corps électrisé, et cela sans al térer en rien l 'électrisation de ce der
nier; et nous pouvons par ce moyen charger un nombre quelconque 

(') [Cette expérience est évidemment purement théorique; de plus, comme on 
n'a indiqué jusqu'ici aucun moyen de mesurer l'électrisation d'un conducteur, 
l'expression de somme algébrique ne répond à aucune notion expérimentale. 

(C-)] 
( 2 ) [Cette expérience est à peine réalisable et, comme la précédente, soumise à 

la même objection relativement aux mesures. ( C ) ] 
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de vases de quant i tés exactement égales d 'électr ici té de l'une ou l'autre 
sorte, quant i tés que nous pouvons prendre pour uni tés provisoires. 

3 2 . Expérience VIL — On charge le vase В d'une quant i té d 'élec
t r ic i té positive que, pour le moment, nous appellerons Vunité ; puis 
on l ' in t rodui t dans le grand vase isolé G, sans qu ' i l y ait contact. I l se 
produi t une electrisation positive à l ' ex tér ieur de C. On fait alors tou
cher В contre l ' in té r ieur de C. Aucun changement ne s'observe ( 4 ) 
dans l 'é lectr isat ion ex tér ieure de G; mais, si l'on relire В de G, sans 
qu ' i l y ait contact, et qu'on l 'écarte à une distance suffisante, on 
reconna î t que В est en t iè rement déchargé , mais que С est chargé de 
l 'un i té d 'é lectr ici té positive. 

Nous avons donc une méthode pour faire passer sur С la charge 
d e B . 

On charge de nouveau В de l 'uni té d 'é lectr ici té positive, on l ' intro
dui t dans le vase G qui a déjà une charge, on l u i en fait loucher la 
surface in té r i eu re , et on le retire. On trouve que, cette fois encore, 
В est complè tement déchargé , et que, par suite, la charge de G est 
doublée . 

En répé tan t cette opéra t ion , on trouve que, si intense que soit la 
charge préa lab le de C, et de quelque manière que soit chargé B, dès 
l'instant que В est d'abord en t iè rement en touré par G, puis amené au 
contact avec G, et enfin re t i ré sans toucher C, la charge de В passe 
complè tement sur C, et В est absolument déchargé d 'électr ici té . 

Cette expérience nous donne une méthode pour charger un corps 
d'un nombre quelconque d 'uni tés d 'é lectr ici té . Quand nous en vien
drons à la théor ie ma théma t ique de l 'électr ici té, nous verrons que le 
résu l ta t de cette expér ience nous fournit une preuve rigoureuse de 
l'exactitude de la théor ie . 

3 3 . Avant de passer à l 'é tude des lois des forces électr iques, résu
mons les faits é tabl is . 

En plaçant un système électrisé quelconque à l ' in tér ieur d'un vase 
conducteur creux isolé et en examinant l'effet produit à l 'extér ieur 
du vase, nous déterminons la nature de l 'électrisation totale dans le 
sys t ème in té r ieur , et cela, sans qu ' i l y ait communication d'électrici té 
entre les différents corps du système. 

(') [On remarquera, comme précédemment, combien il serait difficile expéri
mentalement de prouver cette affirmation, en apparence si simple, dont la vérifi
cation est pourtant le nœud de la question. ( C.)] 
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Nous pouvons é tud ie r l 'é lectr isat ion de l ' ex té r ieur du vase par un 
procédé très délicat , consistant à mettre le vase en communication 
avec un electroscope. 

Nous pouvons supposer que l 'électroscope soit formé d'une feuille 
d'or suspendue entre deux corps chargés , l 'un positivement et l 'autre 
négat ivement . Si la feuille d'or est électrisée, elle inclinera vers le 
corps qui a une charge contraire à la sienne. En augmentant conve
nablement l 'é lectr isat ion des deux corps et la délicatesse de la sus
pension, nous pouvons rendre sensibles des charges e x t r ê m e m e n t 
faibles de la feuille d'or. 

Lorsque nous en viendrons à décr i re les é lec t romèt res et les m u l t i 
plicateurs, nous verrons qu ' i l y a des méthodes encore plus parfaites 
pour découvr i r l'existence d'une charge et pour vérifier l'exactitude 
de nos théorèmes ; mais, pour l'instant, nous admettrons que l 'épreuve 
se fasse en reliant le vase creux à un electroscope à feuilles d'or. 

C'est cette mé thode qui a servi à Faraday pour son admirable d é 
monstration des lois des phénomènes é lec t r iques ( ' ) . 

34. i° L'électr isat ion totale d'un corps ou d'un système de corps 
reste toujours la même , à moins qu ' i l ne reçoive de l 'électrici té ou 
qu ' i l n'en cède à d'autres corps. 

Dans toutes les expériences d 'électr ici té , on trouve que l 'électrisa
tion des corps est variable, mais toujours on reconnaî t que ces varia
tions sont dues à un défaut d'isolement; et à mesure que l 'on améliore 
les procédés d'isolement, la déperdi t ion diminue. On est donc en 
droit d'affirmer que l 'électrisation d'un corps placé dans un mil ieu 
parfaitement isolant resterait parfaitement constante. 

2° Quand un corps en électrisé un autre par conduction, la charge 
totale des deux corps reste constante, c'est-à-dire que, autant un 
des corps perd d 'électr ici té positive ou gagne d'électr ici té néga
tive, autant l'autre gagne d'électrici té positive ou perd d 'électr ici té 
négat ive. 

En effet, si les deux corps sont renfermés dans le vase creux, on 
n'observe aucun changement dans l 'électrisation totale. 

3° Quand on produit l 'électrisation par le frottement, ou par 
toute autre mé thode connue, i l se forme des quant i tés égales d 'é lec
tr ici té positive et d 'électr ici té négative ( 2 ) . 

(') On static electrical inductive action {Phil. Mag., 184-3), et Exp. Res., 
vol. II , p. 249. 

( 2 ) [L'expérience est extrêmement difficile à réaliser pour être concluante. (C.)] 



4з I 1 ' " P A R T I E . CHAP. I . — DESCRIPTION DES PHÉNOMÈNES. 

En effet, on peut examiner la charge totale du système au moyen 
du vase creux, ou effectuer à l ' in té r ieur du vase même les opérat ions 
qui produisent l ' é lec t r i sa t ion; si énerg ique que soit l 'électrisation des 
parties du système, la charge de l'ensemble, telle que l ' indique l 'élec-
troscope à feuilles d'or, est invariablement nulle. 

Donc l 'é lectr isat ion d'un corps est une quan t i t é physique suscep
tible de mesure, et l'on peut, en combinant expér imenta lement deux 
ou plusieurs electrisations, obtenir un résul ta t analogue à celui que 
donne l 'addition a lgébr ique de deux quan t i t é s . Nous sommes donc en 
droi t d'employer un langage qui , dans l 'électr isat ion, vise la quant i té 
aussi bien que la qual i té , et de parler d'un corps électrisé comme 
« d'un corps chargé d'une certaine quan t i t é d 'électr ici té positive ou 
négat ive ». 

3 5 . Lorsque nous accordons à l 'é lectr ici té, ainsi que nous venons de 
le faire, la qual i té de quan t i t é physique, nous devons ne pas admettre, 
d'une façon trop hâ t ive , qu'elle est ou qu'elle n'est pas une substance, 
qu'elle est ou qu'elle n'est pas une forme d 'énergie , ou qu'elle appar
tient à quelqu'une des espèces connues de quant i tés physiques. Tout 
ce que nous avons prouvé jusqu ' ic i est qu'on ne peut n i la créer ni la 
d é t r u i r e , et, par suite, que si la quant i té totale d 'électrici té comprise 
à l ' in té r ieur d'une surface augmente ou diminue, cette quant i té en 
plus ou en moins doit forcément avoir traversé la surface pour entrer 
ou pour sortir. 

C'est ce qui est également vrai pour la mat iè re , et s'exprime par 
l 'équat ion connue en Hydrodynamique sous le nom adéquation de con
tinuité. 

Ce n'est plus vrai pour la chaleur, car la chaleur contenue à l ' in té
rieur d'une surface fermée peut augmenter ou diminuer sans qu ' i l 
entre de la chaleur ou qu ' i l en sorte à travers la surface; i l peut y 
avoir transformation en chaleur de quelque autre forme d 'énergie , ou 
de chaleur en énergie . 

Ce n'est même pas vrai de l 'énergie en général , si nous admettons 
l'action directe des corps à distance; car alors un corps extér ieur à la 
surface fermée peut échanger de l 'énergie avec le corps compris dans 
la surface. A u contraire, si tout ce qui para î t une action à distance 
résul te d'une action entre les parties d'un mil ieu in te rmédia i re , et si 
nous comprenons clairement la nature de cette action entre les parties 
du mi l ieu , on conçoit que, dans tous les cas ou l 'énergie augmente ou 
diminue à l ' in tér ieur d'une surface fermée, nous pourrons saisir au 
passage l 'énergie qui entre dans la surface ou en sort. 
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I l y a encore une autre raison qui nous permet d'affirmer que l 'é 
lectr ic i té , considérée comme quant i t é physique, et synonyme de charge 
totale du corps, n'est pas comme la chaleur, une forme d 'énerg ie . U n 
système électrisé possède une certaine énerg ie ; cette énergie peut se 
calculer en mult ipl iant la quan t i t é d 'électr ici té qu i se trouve sur 
chaque partie du système par une autre quan t i t é physique, le poten
tiel de cette partie du système ( ' ) , et en prenant la moi t ié de la somme 
de ces produits. Les quan t i t és électricité et potentiel, mul t ip l iées 
l'une par l'autre, produisent la quan t i t é énergie. I l est donc impos
sible que Y électricité et V énergie soient des quant i tés de même espèce, 
X1 électricité n ' é tan t qu'un des facteurs de Vénergie, dont l'autre fac
teur est le potentiel. 

L'énergie , qui est le produit de ces deux facteurs, peut aussi ê t re 
considérée comme le produit de divers autres groupes de deux fac
teurs ; ainsi : 

Une force x une distance le long de laquelle agit la force. 
Une masse x la gravité agissant sur un certain parcours vertical. 
Une masse x la moitié du carré de sa vitesse. 
Une pression x un volume de fluide introduit dans le vase à cette 

pression. 
Une affinité chimique x un changement chimique mesuré par Je nombre 

d'équivalents électrochimiques qui entrent 
en combinaison. 

Si nous arrivons à nous faire des idées mécaniques distinctes sur la 
nature du potentiel é lec t r ique , nous pourrons, en les combinant à 
l'idée d 'énergie , dé te rminer la catégorie physique dans laquelle doit 
être classée l 'électricité. 

36. Dans la plupart des théories sur ce sujet, on traite l 'électricité 
comme une substance; mais, comme i l y a deux espèces d 'électrisat ion, 
qu i , combinées ensemble, s'annulent l'une l'autre, et comme nous ne 
concevons pas deux substances qui s'annulent l'une l'autre, on a établi 
une distinction entre l 'électricité l ibre et l 'électricité combinée . 

Théorie des deux fluides. 

Dans la théor ie dite des deux ßuides, on suppose que tous les corps 

( l ) [ I l se présente ici un défaut d'ordre dans cette exposition: le potentiel 
électrique ne sera défini que plus loin, et le lecteur ne comprendra ce passage 
qu'après avoir pris connaissance de ce qui suit. (C.)] 
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qui ne sont pas electrises sont chargés de quant i tés égales d 'é lec t r i 
cité positive et d 'électricité négat ive. On admet que ces quant i tés sont 
si grandes que, par aucun procédé cl 'électrisation, on ne puisse enlever 
à un corps toute son électrici té de l'une ou l'autre espèce. Dans cette 
théor ie , l 'opérat ion qui constitue l 'électrisation consiste à prendre à 
un corps A une certaine quant i té P d 'électr ici té positive pour la 
donner à un corps B , ou bien à prendre à В une quant i té N d 'é lect r i 
cité négative que l 'on donne à A , ou à combiner de quelque manière 
ces deux opéra t ions . 

Le résul ta t sera que A aura P + N unités d 'é lectr ici té négative en 
sus de son électricité positive restante, laquelle est supposée combinée 
à une quant i té égale d 'électricité négat ive. Cette quant i té P -h N est 
ce qu'on appelle l'électricité libre, le reste est ce qu'on appelle Y élec
tricité combinée, latente ou fixée. 

En exposant cette théor ie , on a généra lement appelé les deux élec
tr ici tés des fluides, parce qu'elles sont susceptibles de se trans
porter d'un corps sur un autre et qu'elles sont très mobiles dans les 
corps conducteurs. Les autres propr ié tés des fluides, inertie, poids, 
élasticité, ne leur ont pas été a t t r ibuées par les auteurs qui n'ont fait 
usage de cette théorie qu'en vue de recherches m a t h é m a t i q u e s ; mais 
l 'emploi de ce mot de fluide a été de nature à induire en erreur le vul
gaire, et avec l u i bien des savants qui n 'étaient pas des physiciens, et 
qui se sont saisis de ce mot de fluide, le seul terme qui leur parut i n 
telligible dans l 'exposé de la théor ie . 

Nous verrons que le développement de la théor ie ma thémat ique est 
dû dans une large mesure à des auteurs qui s'exprimaient dans le lan
gage de la théor ie des deux fluides. Mais leurs résultats ont été déduits 
en t iè rement de données que l'on peut établir par l 'expérience, et qui 
par suite sont forcément vraies, que nous adoptions ou non la théorie 
des deux fluides. Et par conséquent la vérification expér imenta le de 
ces résul tats ma thémat iques ne prouve rien, ni pour ni contre les 
doctrines par t icul ières de cette théorie . 

La considérat ion de deux fluides nous permet d'envisager l 'électr i
sation négative de A et l 'électrisation positive de В comme l'effet d'une 
quelconque de trois opérat ions différentes conduisant au m ê m e résul
tat. Nous avons déjà supposé qu'elle "est due au transport de P unités 
d 'électr ici té positive de A sur B, et de N unités d 'électr ici té négative 
de В sur A . Mais si P + N uni tés d 'électrici té positive avaient été 
t ranspor tées de В sur A , ou si P H- N unités d'électricité négative 
avaient été t ransportées de В sur A , le résul tat serait le même que pré
cédemment pour ce qui est de l 'électricité l ibre sur A ou sur B ; mais 
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la quant i té d 'électr ici té combinée laissée sur A serait moindre dans le 
second cas, et plus grande dans le t rois ième qu'elle n 'étai t dans le 
premier. 

I l résul tera i t donc de cette théor ie que l 'on peut a l térer , non seule
ment la quant i té d 'électr ici té l ibre d'un corps, mais encore sa quan t i t é 
d 'électrici té combinée . Or, on n'a jamais observé sur les corps é lec
trisés aucun phénomène que l'on puisse attribuer à une variation d e l à 
quan t i t é d 'électr ici té combinée . Donc, ou bien les électrici tés combi
nées n'ont pas de propr ié tés que l'on puisse observer, ou bien i l n'y a 
pas de variation possible de la quant i té d 'é lectr ic i té combinée . La 
première de ces hypothèses ne présente point de difficultés au point 
de vue purement m a t h é m a t i q u e , car n'attribuant aux fluides d'autres 
propr ié tés que celles d'attraction et de répuls ion, au regard desquelles 
les deux fluides s'annulent l 'un l'autre purement et simplement, l'effet 
de ces fluides combinés est vraiment et identiquement nul . Mais, pour 
ceux qui n-e peuvent employer le mot fluide sans avoir l ' idée d'une 
substance, i l est difficile de concevoir que la combinaison des deux 
fluides n'ait pas de propr ié tés du tout, que l 'addition sur un corps de 
quant i tés plus ou moins grandes de cette combinaison n'ait aucun 
effet sur ce corps, qu'elle n'augmente n i sa masse n i son poids, n i ne 
change aucune de ses propr ié tés . Certaines personnes ont été ainsi 
amenées à supposer que chaque fois qu ' i l y a electrisation, des quan
tités exactement égales de chaque fluide sont t ransportées dans des 
directions opposées, en sorte que la quant i té totale des deux fluides 
pris ensemble reste toujours la même sur tous les corps. Par cette 
nouvelle l o i , ils tâchent de sauver les apparences, oubliant que l'on 
n'a nullement besoin de leur l o i , si ce n'est pour accorder la théor ie 
des deux fluides avec l 'expérience, et pour l ' empêcher de préd i re des 
phénomènes qui ne se produisent pas. 

Théorie d'un seul fluide. 

37. Dans la théor ie d'un seul fluide, tout est semblable à la théorie 
des deux fluides, sauf qu'au l ieu de supposer deux substances égales 
et opposées à tous égards , i l y en a une, généralement le fluide néga
tif, à laquelle on attribue les propr ié tés et le nom de la mat iè re o rd i 
naire, gardant pour l'autre le nom de fluide électrique. On suppose 
que les molécules du fluide se repoussent les unes les autres suivant 
la lo i de l'inverse carré des distances, et qu'elles attirent les molécules 
matériel les suivant la même l o i . Si la quant i té de fluide électr ique 
contenue dans un corps est telle que, pour une molécule de fluide élec-
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t r ique ex té r i eure au corps, la répulsion due au fluide électr ique du 
corps soit égale à l 'attraction due à sa masse matér ie l le , on di t que 
le corps est sa turé . Si la quan t i t é de fluide du corps est plus grande 
que celle qui dé te rmine la saturation, l 'excès est appelé fluide excé
dant, et l 'on di t que le corps est su rchargé . Si la quan t i t é de fluide 
est moindre qu ' i l ne convient pour la saturation, on d i t que le corps 
est souschargé , et l 'on appelle quelquefois fluide déficient la quan t i t é 
du fluide qui serait nécessaire pour le saturer. Le nombre d 'unités 
d 'é lectr ici té nécessaire pour saturer is" de mat ière ordinaire doit être 
très grand; en effet, is 1 'd 'or peut être battu jusqu ' à présenter une 
surface de і ш ч , et sous cette forme peut prendre une charge négative 
d'au moins 60000 uni tés d 'é lectr ic i té . Pour saturer la feuille d'or, i l 
faut l u i donner cette quan t i t é du fluide é lec t r ique; en sorte que la 
quan t i t é totale nécessaire pour la saturer doit être plus grande encore. 
On suppose qu'entre deux corps saturés , l 'attraction qui s'exerce entre 
la ma t i è re et le fluide est un peu plus grande que la répulsion qui 
agit entre les deux parties de fluide et les deux parties de ma t i è r e ; et 
l 'on suppose que cette force résiduelle rend compte de l'attraction de 
gravitation. 

Cette théor ie n'a pas le tort d'expliquer trop, comme celle des deux 
fluides; et cependant elle exige que nous admettions que la masse du 
fluide é lec t r ique est si faible, qu'aucune des electrisations positive ou 
négat ive que nous sommes capables de produire ne puisse accroî t re 
ou diminuer d'une maniè re appréc iable ni la masse n i le poids d'un 
corps (*) ; et, de plus, elle n'a pu jusqu ' à présent donner de raisons 
valables de supposer que l 'électrisation vi t rée p lu tô t que l 'é lectr isa
tion rés ineuse soit due à un excès d 'é lectr ic i té . 

Une objection a été quelquefois opposée à cette théor ie , par des 
hommes qui auraient dû mieux raisonner. On a di t que l 'hypothèse 
d'une répulsion entre les particules de mat iè re non combinées à de 
l 'é lectr ici té est en contradiction formelle avec ce fait bien établi que, 
dans tout l 'univers, toutes les particules de mat ière s'attirent mutuel
lement. Si la théor ie d'un seul fluide étai t vraie, les corps célestes 
devraient se repousser Fun l'autre. 

( ! ) [ I l n'est pas inutile de faire remarquer de combien de difficultés serait en
tourée la pesée exacte d'un corps fortement électrisé. 

L'affirmation n'est même pas correcte en ce qui concerne la définition théorique 
du poids, qui est l'attraction terrestre : l'induction sur la terre modifie l'action 
réciproque. Quant à la détermination de la masse du corps électrisé, aucune ex
périence connue ne permet de vérifier ce postulation qu'on admet dans le calcul 
du mouvement des corps électrisés. ( С ) ] 
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Mais i l est bien évident que, dans cette théor ie , si les corps célestes 
é ta ient formés de mat iè re non combinée à de l 'é lectr ici té , ils seraient 
à l 'état le plus élevé d 'électr isat ion négat ive et se repousseraient l 'un 
l'autre. Or nous n'avons aucune raison de croire qu'ils soient n i qu'ils 
puissent se maintenir dans cet état d 'électrisation élevée. La terre et 
tous les corps dont nous avons observé l 'attraction sont bien p lu tô t 
dans un éta t de non-élect r isa t ion, c 'es t -à-dire que ces corps ont leur 
charge normale d 'é lectr ic i té , et que la seule action qui s'exerce entre 
eux est la force résiduelle dont i l a été par lé plus haut. En fait, la fa
çon artificielle dont cette force résiduelle est introduite constitue une 
objection bien autrement sérieuse contre la théor ie . 

Dans cet Ouvrage et à différents points de notre é tude , je me pro
pose de mettre à l 'épreuve les différentes théor ies , en m'éc la i rant de 
certains phénomènes d'une autre nature. Pour ma part, je cherche 
à m'écla i rer sur la nature de l 'électrici té en é tud ian t ce qui se passe 
dans l'espace qui sépare les corps électrisés. C'est là le caractère essen
tiel de la mé thode de recherche suivie par Faraday dans ses Experi
mental Researches : à mesure que nous avancerons, je me propose 
de présenter , en les reliant sous une forme m a t h é m a t i q u e , les résul ta ts 
obtenus par Faraday, ЛѴ. Thomson, etc.; nous pourrons voir ainsi 
quels phénomènes sont également bien expliqués par toutes les t h é o 
ries, et quels autres révèlent les difficultés propres à chaque h y 
pothèse . 

Mesure de la force qui s'exerce entre les corps électrisés. 

38. Les forces peuvent se mesurer de différentes maniè res . Ains i , 
on peut suspendre un des corps à l 'un des bras d'une balance sensible, 
et des poids à l'autre bras, ju squ ' à ce que le corps soit en équ i l ib re , 
quand i l n'est pas électrisé. L'autre corps est ensuite placé sous le pre
mier à une distance connue, de façon que l 'attraction ou la répulsion 
des deux corps, lorsqu'ils sont électrisés, augmente ou diminue le 
poids apparent du premier corps. Le poids qu ' i l faut ajouter sur l'autre 
bras ou en retirer, expr imé en mesure dynamique, mesure la force 
qui agit entre les corps. Cette disposition a été employée par Sir Snow 
Harris, et c'est celle qui a été adoptée dans Félec t romètre absolu de 
Sir W . Thomson (voir § 217). 

I l est quelquefois plus commode d'employer une balance de torsion : 
une tige horizontale est suspendue à un f i l fin de métal ou de soie, et 
peut osciller autour de ce fil vertical comme axe. Le corps est a t taché 
à un bout de cette tige et la force agit sur l u i dans une direction tan-
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gentielle, de manière à faire tourner la tige autour de son axe ver t i 
cal et à tordre d'un certain angle le f i l de suspension. On dé te rmine 
la résis tance du f i l à la torsion, en observant la durée des oscillations 
de la tige, dont on connaî t d'ailleurs le moment d'inertie. De l'angle 
de torsion et de la résistance du fil on peut dédu i re la force d'attrac
t ion ou de répuls ion. La balance de torsion a été imaginée par Michell 
pour dé t e rmine r la force de gravitation qui s'exerce entre des corps 
de petite dimension, et elle a été util isée clans ce but par Cavendish. 
Coulomb, travaillant i ndépendamment de ces deux physiciens, l ' i n 
venta de son côté, et l'appliqua très heureusement à la recherche de la 
lo i des forces électr ique et magné t ique (*) : depuis, la balance de tor
sion a toujours été employée dans les recherches où l'on a à mesurer 
des forces faibles (voir § 215). 

39. Supposons que, par l'une ou l'autre de ces méthodes , nous 
puissions mesurer la force qui s'exerce entre deux corps électrisés. 
Nous admettrons que les dimensions des corps soient petites relative
ment à la distance qui les sépare, de façon que le résul ta t ne puisse 
ê t re modifié beaucoup par des inégali tés possibles dans la distribution 
de l 'électrisation sur ces corps ; nous supposerons aussi que ces corps 
soient suspendus dans l 'air à une distance considérable de tout autre 
corps sur lequel ils pourraient induire une charge. 

Nous trouvons alors que les corps, é tan t placés à une distance fixe 
l 'un de l'autre et é tant chargés respectivement de e et e' de nos unités 
provisoires d 'é lectr ici té , se repoussent l 'un l'autre avec une force pro
portionnelle au produit de e et e'. Si e ou e' est négatif, la force de
vient une attraction; si e et e' sont tous deux négatifs, la force est de 
nouveau une répuls ion. 

Nous pouvons supposer que le premier corps A soit chargé de m 
unités d 'électr ici té vitrée et de n unités d 'électricité négative, et l'on 
peut concevoir que les deux sortes d'électricité soient placées en des 
points différents du corps, comme dans l 'Expérience V . 

Supposons que le second corps В soit chargé de m' unités d 'é lectr i 
cité positive et de n' unités d 'électr ici té négat ive. 

Alors, chacune des m unités positives de A repoussera chacune des 
m' unités positives de В avec une force / , ce qui produira un effet to
tal égal à mm'/. 

(') [Les premières publications relatives à la balance de torsion sont celles de 
Coulomb (1777-1784)- Viennent ensuite celles de Cavendish (1798), où se trouvent 
mentionnés l'idée et les premiers essais inédits de Michell. ( C ) ] 



DÉFINITION DK L'UNITÉ ÉLECTROSTATIQUE D'ÉLECTRICITÉ. 4p 

Puisque l'effet de l 'électrici té négat ive est exactement égal et con
traire à celui de l 'électricité positive, chacune des m unités positives 
de A attirera chacune des n' unités négatives de В avec une force / , 
produisant un effet total égal à mn'f. 

De m ê m e , les n uni tés négat ives de A attireront les m' unités posi
tives de В avec une force nm'f, et repousseront les n' unités négatives 
de В avec une force nn'f. 

La répulsion totale sera donc (mm1-+- nn')f, et l 'attraction totale 
(mn1 H - nm')f. 

La répulsion résul tante sera 

(mm'-\- un'—mn.'—nm')f ou (ni— n)(ni — n')/. 

Or (m — n) = e est la valeur a lgébr ique de la charge de A , et 
(m'— n') —e' est la charge de B , de façon que la répuls ion résu l 
tante peut s 'écrire ее'f, étant toujours bien entendu que les quant i tés 
e et e' sont prises avec leur signe propre. 

Variation de la force avec la distance. 

W . Après avoir établi la lo i de la force à distance constante, nous 
pouvons mesurer la force qui s'exerce entre des corps chargés d'une 
manière constante et placés à différentes distances. On trouve, par 
des mesures directes, que la force, attraction ou répuls ion, varie en 
raison inverse du carré de la distance; en sorte que, si / e s t la r é p u l 
sion entre deux unités à l 'uni té de distance, la répuls ion à la distance 
r se ra / / ' - 2 , et l'expression générale de la répulsion entre eet erunités 
à la distance r sera 

fee',-*. 

Définition de l'unité électrostatique d'électricité. 

kl. Jusqu'ici nous avons employé comme unité d 'électricité un éta
lon absolument arbitraire, à savoir, l 'électrisation d'un certain mor
ceau de verre, telle qu'elle se trouvait être au début de nos expériences. 
Nous sommes maintenant en mesure de choisir une uni té d 'après un 
principe arrêté , et, pour que cette unité puisse appartenir à un système 
général , nous la définirons de façon que / s o i t égal à l 'un i té ; en d'au
tres termes : 

L'unité électrostatique d'électricité est la quantité d'électricité 
qui, placée à l'unité de distance d'une quantité égale, la repousse 
avec l'unité de force. 

Гг. d'Elect, et de Magn., ï. 'л 
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Cette uni té est appelée électrostatique, pour la distinguer de l 'unité 
électromagnétique, qui sera définie plus tard. 

Nous pouvons maintenant écr i re la loi générale des actions élec
triques sous la forme simple 

F = ее' г-*, 

o u : La répulsion qui s'exerce entre deux corps de petites dimen
sions chargés respectivement de e et e1 unités d'électricité est numé
riquement égale au produit des charges divisé par le carré de la 
distance. 

Dimensions de l'unité électrostatique de quantité. 

42. Si [ Q ] est l 'uni té é lectrostat ique de quant i té prise en elle-même ; 
si e et e' sont les valeurs numér iques de quant i tés par t icul ières , /• la 
valeur n u m é r i q u e de la distance, et F la valeur numér ique de la force, 
l 'équat ion devient 

F [ F J = * C C ' / - s [ Q s J [ b - 2 ] , 
d'où 

l Q J = [ L ] [ l ^ j = i r i T - i M h . 

Cette uni té est appelée Vunité électrostatique d'électricité. On. peut 
employer d'autres unités dans les applications pratiques ou dans d'au
tres branches de la science é lec t r ique ; mais,dans les équations de l 'é
lectrostatique, i l est entendu que les quant i tés d'électricité sont éva
luées en unités électrostat iques ; de même , en Astronomie physique, on 
emploie une uni té de masse fondée sur les phénomènes de la gravita
t ion, et différente des unités de masse habituellement en usage. 

Démonstration de la loi de la force électrique. 

43. On peut considérer la lo i de la force électr ique comme établie 
dans de certaines limites d'exactitude par les expériences de Coulomb 
au moyen de la balance de torsion, mais des expériences de cette na
ture sont rendues difficiles, et, jusqu ' à un certain point, incertaines 
par différentes causes d'erreur dont i l faut se bien rendre compte pour 
faire les corrections nécessaires. 

En premier l ieu, pour ê t re capables de recevoir des charges qui suf
fisent à produire des effets mesurables, les corps doivent avoir des di
mensions appréciables relativement à leur distance. Par suite, l'action 
de chaque corps produit un certain effet sur la distribution de l 'élec
tr ici té de Fautre corps, et l 'on ne peut plus considérer les charges 
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comme également d is t r ibuées sur la surface, ou rassemblées à son 
centre de gravi té ; mais i l faut calculer leur effet par une étude com
pl iquée . C'est ce qui a été fait par Poisson, dans le cas de deux, sphères , 
de la façon la plus heureuse, et celte é tude a été grandement s impl i 
fiée par la Théorie des Images électriques de Sir W . Thomson (voir 
§ 172-174). 

Une autre difficulté tient à l'action de l 'électricité induite sui
tes parois de la cage qui contient l ' instrument. Si l'on a soin de faire 
l ' in tér ieur de cette cage exactement cylindrique, et de le recouvrir de 
métal , cet eilet peut être défini et mesuré . 

Une difficulté d'une autre nature est l'isolement imparfait des 
corps, d'où résulte que leur charge diminue constamment. Coulomb a 
étudié la lo i de la déperd i t ion , et corr igé ses expériences de cette 
erreur. 

Depuis le temps de Coulomb, les procédés pour isoler les corps 
élecli'isés ou pour mesurer les effets électr iques ont été bien perfec
tionnés, surtout par Sir W . Thomson : cependant ce ne sont point des 
expér iences , n i des mesures directes, qui ont établi la parfaite exacti
tude de la lo i de Coulomb, dont elles sont p lu tô t des exemples numé
riques, mais bien l 'é lude ma théma t ique des phénomènes décri ts dans 
l 'Expérience V i l , à savoir qu'un corps conducteur électrisé B, après 
avoir louché l ' intér ieur d'un conducteur creux fermé C, et avoir été 
tiré sans toucher C, se trouve complè tement déchargé , quelle que soit 
l 'électrisation extér ieure de C. Au moyen d'un electroscope sensible, 
i l est aisé de montrer qu ' i l ne reste point d 'électr ici té sur В après 
cette opéra t ion ; et, d 'après la théorie ma théma t ique qui sera donnée 
au § 74, i l ne peut en être ainsi que si la force varie en raison inverse 
du car ré de la distance : pour toute autre forme de la l o i , В aurait 
été électr isé. 

Le champ électrique. 

k'v. Le champ électr ique estla portion de l'espace voisine des corps 
électrisés, considérée au point de vue des phénomènes électr iques . I l 
peut être occupé par de l 'air ou par d'autres corps, ou bien peut être 
ce que nous appelons vide, c'est-à-dire un espace d'où nous avons re
tiré toutes les substances sur lesquelles nous pouvons agir par les 
moyens mis à notre disposition. 

Si un corps électrisé est introdui t en un point d'un champ électr ique, 
en général i l dé te rminera un changement dans la distribution de 
l 'électrisation à la surface des autres corps. 

Mais, si le corps est très petit et si sa charge est également petite, 
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l 'é lectr isat ion des autres corps ne sera pas sensiblement modifiée, et 
nous pourrons considérer le corps comme définissant, par son centre 
de gravi té , un certain point de l'espace. La force qui agit sur le corps 
est alors proportionnelle à sa charge et change de signe quand la 
charge change de signe. 

Soient e la charge du corps, F la force qui agit sur l u i dans une 
certaine direction. Si e est très petit, F est proportionnel à e ou 

F = eu, 

R étant une quan t i t é qui dépend de la distribution de l 'électricité 
sur les autres corps du champ. Si nous pouvions faire la charge e égale 
à l 'un i té , sans troubler l 'état é lectr ique des autres corps, nous aurions 
F = R. 

Nous appellerons R la force é lect r ique résul tante au point considéré 
du champ, et quand nous voudrons exprimer le fait que celte quan
tité est un vecteur, nous le désignerons par la lettre gothique (Ê. 

Force électromotrice et potentiel. 

4 5 . Si le petit corps qui porte la petite charge e est déplacé depuis 
un point A j u s q u ' à un point B, suivant un chemin donné, i l sera sou
mis en chaque point de son trajet à une force l\e, où R varie d'un 
point à l'autre du trajet. Désignons par Е е le travail total effectué sur 
le corps par ces forces électr iques : E est alors appelé la force élec
tromotrice totale suivant le chemin A B . Si le chemin forme un cir
cuit fermé, et si la force électroniotr ice totale le long de ce circuit 
n'est pas nulle, l 'électricité ne peut être en équi l ibre , et i l se produit 
un courant. Donc, en Electrostatique, la force é lect romotr ice totale 
le long d'un circui t fermé quelconque doit être nulle; et si A et В 
sont deux points du circui t , la force électromotr ice de A en В est la 
même, le long des deux parties en lesquelles peut être par tagé le cir
cu i t ; et, puisque chacune de ces parties peut être modifiée indépen
damment de l'autre, la force électroniotr ice totale de A. en В est Ja 
même pour tous les chemins qui vont de A à B . 

Si l 'on prend В comme point de rejpère par rapport à tous les autres 
points, la force électromotr ice totale de A à В est appelée le potentiel 
de A ( ' ) ; i l ne dépend que de la position de A . Dans les recherches ma-

(') [L'excès du potentiel de A sur le potentiel en un autre point A' est la force 
clectromotrice totale de A en A'; ou, si A et A' sont infiniment voisins, le pro
duit de AA' par la composante de 11 suivant AA'. (f-)l 
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thémat iques , on prend généralement В à une distance infinie des corps 
électrisés 

Un corps électrisé positivement tend à se mouvoir des points où le 
potentiel positif est plus élevé vers les points où le potentiel posit if 
est moins élevé, ou vers les points où le potentiel est négatif ; un corps 
chargé d 'électr ici té négat ive tend à se mouvoir dans la direction 
opposée. 

Sur un conducteur, l 'électrici té se meut librement relativement au 
conducteur. Si donc deux parties d'un conducteur sont à des poten
tiels différents, l 'électrici té positive se portera de la partie ayant le 
potentiel le plus élevé à la partie ayant le potentiel le moins élevé, 
et cela, tant que subsistera la différence. Un conducteur ne peut donc 
être en équi l ibre é lect r ique que si le potentiel est le même en chacun 
de ses points. Ce potentiel est appelé le potentiel du conducteur. 

Surfaces équipotentielles. 

46. Si une surface est décr i te , ou supposée décr i te , dans le champ 
élect r ique , de façon que le potentiel é lect r ique soit le même en 
tous les points de cette surface, elle est appelée surface äquipoten
tielle. 

Un point électrisé, assujetti à rester sur une telle surface, n'aura au
cune tendance à se mouvoir d'une partie à une autre de cette surface, 
puisque le potentiel est le même en tous les points. Une surface équi-
potentielle est donc une surface d 'équi l ibre ou une surface de 
niveau. 

La force résul tante en un point de cette surface est d i r igée suivant 
la normale à la surface, et la grandeur de cette force est telle que le 
travail effectué pendant le passage de l 'uni té d 'électr ici té de la surface 
V à la surface V est V — V . 

Deux surfaces équipotent iel les à des potentiels différents ne peu
vent se couper, puisqu'un point ne peut avoir qu'un seul potentiel: 

( l ) [Nous voyons ici un exemple des inconvénients que présente l'emploi d'une 
méthode artificielle d'exposition des phénomènes. Cette définition si importante 
de la force électromotrice ou du potentiel, qu'il serait si nécessaire d'amener 
d'une manière en quelque sorte naturelle par la logique des faits, arrive ici, 
pour ainsi dire subrepticement, par des considérations qu'un lecteur peu versé 
déjà dans l'étude de l'électricité ne peut manquer de trouver absolument arbi
traires. Tout ce paragraphe doit être considéré comme insuffisant, eu égard à 
l'importance des définitions posées et des conséquences déduites. (Voir Journal 
de Physique, t. I, i " série, Sur les unités électrostatiques.) ( C ) ] 
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mais une surface équipolent ie l le peut se couper el le-même, et c'est ce 
qu i a l ieu en tous les points et pour toutes les lignes d 'équi l ibre (*). 

La surface d'un conducteur en équi l ibre é lect r ique est forcément 
une surface équipotent ie l le . Si l 'électrisation est positive sur toute 
cette surface, le potentiel diminuera à mesure que nous nous écar te 
rons de la surface dans tous les sens, et le conducteur sera entouré 
par une série de surfaces à potentiel plus bas. 

Mais, si, par l'action de corps électrisés ex tér ieurs , certaines ré 
gions du conducteur sont éleclrisées positivement, et d'autres néga
tivement, la surface équipolent ie l le complète se composera de la sur
face du conducteur lu i -même , en môme temps que d'un système 
d'autres surfaces coupant la surface du conducteur suivant les lignes 
qui séparent les régions positives des régions négat ives. Ces lignes 
seront des lignes d 'équi l ibre , en sorte qu'un point é lectr isé placé sur 
l'une de ces lignes ne sera soumis à aucune force dans aucune direc
tion. 

Si la surface d'un conducteur est électrisée positivement en cer
taines parties et négat ivement en d'autres, i l faut qu ' i l y a i l forcé
ment avec l u i dans le champ quelque autre corps électrisé. En effet, 
considérons un point électrisé positivement, qui part d'une partie 
électrisée positivement du conducteur, et laissons-le se mouvoir con
stamment dans la direction de la force résul tante qui agit sur l u i : le 
potentiel en ce point diminuera constamment, ju squ ' à ce que ce point 
ou bien atteigne une surface électrisée négat ivement à un potentiel 
inférieur à celui du premier conducteur, ou bien s'éloigne à l ' in f in i . 
Et, puisque le potentiel à l ' inf ini est zéro, ce dernier cas ne peut se 
p résen te r que si le potentiel du conducteur est positif ( 2 ) . 

De même , un point électrisé négat ivement , partant d'une région 
électrisée négat ivement de la surface, doit ou bien atteindre une sur
face électrisée positivement, ou bien s'éloigner à l ' inf in i , et ce dernier 
cas ne peut se présenter que si le potentiel du conducteur est né
gatif. 

Par suite, si les deux électricités positive et négative existent à la 
surface d'un conducteur, i l faut qu ' i l y ait dans le champ un autre corps 
électr isé, dont le potentiel soit de nrême signe que celui du corps et 
de valeur numér ique plus élevée; et si un conducteur cle forme quel-

(') [En effet, si deux nappes d'une surface équipotentielle se coupent, la force 
qui devrait être normale à chacune des deux nappes est forcément nulle en tous 
les points de la courbe d'intersection. (P-)] 

( 2 ) [Mêmes remarques que ci-dessus. ( C ) ] 
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conque est seul clans le champ, la charge en chacun de ses points est 
du môme signe que le potentiel du conducteur. 

La surface in té r ieure d'un vase conducteur creux, qui ne renferme 
point de corps électrisé, est en t iè rement exempte de charge. Car, si 
une partie de cette surface avait une charge positive, une molécule 
d 'électr ici té positive, se mouvant dans la direction de la force qui agit 
sur elle, devrait atteindre une surface à charge négative et à potentiel 
moins élevé. Or, toute la surface in té r ieure a le même potentiel : elle 
ne peut donc avoir de charge ( ' ) . 

Un conducteur placé à l ' in tér ieur du vase et communiquant avec 
lu i peut être considéré comme l imité par la surface in tér ieure . Un 
lel conducteur ne peut donc avoir de charge. 

Lignes de force. 

47. La ligne décr i te par un point qui se meut toujours dans la d i 
rection de la force résul tante est appelée ligne de force. Elle coupe à 
angle droit les surfaces équipotent ie l les . Plus lo in , on exposera plus 
complè tement les propr ié tés des lignes de force, Faraday ayant ex
pr imé un grand nombre des lois de l'action é lec t r ique , au moyen de 
sa conception de lignes de force tracées dans le champ élect r ique et 
représentant en chacun de ses points la grandeur de la force aussi 
bien que sa direction. 

Tension électrique. 

48. Puisque la surface du conducteur est une surface é q u i p o t e n -
tielle, la force résul tante est normale à cette surface, et, ainsi qu'on 
le verra au § 78, elle est proportionnelle à la densi té superficielle de 
l 'électrisation. Par suite, l 'électrici té, répandue sur une petite aire prise 
sur la surface, sera soumise à l'action d'une force tendant à l 'éloigner 
du conducteur et proportionnelle au produit de la force résul tante et 
de la densi té , c 'es t -à-dire au carré de la force résul tante . 

Cette force, cpii agit sur chaque partie du conducteur comme une 
tension dir igée vers le dehors, est appelée tension électrique. On la 
mesure, comme une tension mécanique ordinaire, par la force exercée 
sur l 'uni té de surface. 

(') [Tout ce paragraphe manque de rigueur. On suppose démontré: i° qu'au
tour d'un conducteur le potentiel croît ou décroit suivant le signe de sa charge, 
ce qui sera établi § 80; 2° qu'il n'y a pas, dans l'intérieur d'un conducteur creux, 
un point où le potentiel passe par un maximum ou un minimum. (P.)] 
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Le mot de tension a été employé par des électriciens dans plusieurs 
sens mal définis; on a essayé de l'employer dans le langage m a t h é m a 
tique comme synonyme de potentiel; mais, après avoir examiné les 
cas dans lesquels on a employé ce mot, je crois qu ' i l est plus conforme 
à l'usage et aux analogies mécaniques d'entendre par tension une force 
de traction s 'exerçant à raison de tant de livres par pouce carré sur 
la surface du conducteur, ou en tout autre endroit. Nous verrons que 
l ' idée émise par Faraday, que cette tension existe non seulement à la 
surface du conducteur, mais aussi tout le long des lignes de force, 
nous amène à concevoir l 'action é lec t r ique comme un phénomène de 
déformat ion d'un mi l ieu . 

Force électromotrice. 

4 9 . Lorsque deux conducteurs à des potentiels différents sont re
liés par un fil conducteur fin, la tendance de l 'électricité à s'écouler le 
long du fil a pour mesure la différence des potentiels des deux corps. 
Pour cette raison, on appelle force électromolrice entre deux points 
la différence des potentiels en ces points. 

La force électromotr ice ne peut pas toujours être expr imée sous 
forme d'une différence de potentiels, mais nous ne traitons pas de ces 
cas particuliers en électricité statique. Nous les examinerons quand 
nous en viendrons aux circuits hétérogènes , aux actions chimiques, 
aux mouvements des aimants, aux inégalités de tempéra ture , etc. 

Capacité d'un conducteur. 

50. Si un conducteur est isolé, tandis que l'on maintient tous les 
conducteurs voisins au potentiel zéro en les mettant en communica
tion avec la Terre, et si ce conducteur, chargé de la quant i té E d'élec
t r ic i té , prend le potentiel V, le rapport de E à V est appelé capacité 
du conducteur. Si le conducteur est ent ièrement renfermé dans un 
vase conducteur qu ' i l ne touche pas, sa charge est égale et opposée à 
celle de la face interne du conducteur extér ieur , et égale à sa capacité 
mult ipl iée par la différence des potentiels des deux conducteurs. 

Accumulateurs électriques. 

U n système formé de deux conducteurs, dont les surfaces en regard 
sont séparées par une couche mince d'un milieu isolant, est appelé un 
accumulateur électrique. On appelle électrodes les deux conducteurs, 
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et diélectrique le mil ieu isolant. Sa capacité est proportionnelle à 
l'aire des surfaces en regard, et inversement proportionnelle à l 'épais
seur de la couche qui les sépare. Une bouteille de Leyde est un accu
mulateur dans lequel le verre sert de mil ieu isolant. Les accumula
teurs sont quelquefois appelés condensateurs ; mais je préfère réserver 
le terme de condensateur pour un instrument servant, non pas à con
tenir de l 'électricité, mais à accroître sa densité superficielle. 

P R O P R I É T É S DES CORPS R E L A T I V E M E N T A L ' É L E C T R I C I T É 

S T A T I Q U E . 

Résistance au passage de l'électricité à travers un corps. 

51. Lorsqu'une charge d'électricité est commun iquée à une partie 
d'une masse de métal , l 'électricité se répand rapidement des points où 
le potentiel est élevé aux points où le potentiel est bas, et cela, jusqu 'à 
ce que le potentiel soit devenu le même dans toute la masse. Dans le cas 
des morceaux de métal qui servent dans les expériences ordinaires, 
cette opérat ion est te rminée dans un temps trop court pour qu'on 
puisse l'observer; mais, dans le cas de fds très longs et minces, comme 
ceux qui servent dans les té légraphes , le potentiel ne devient uniforme 
qu'au bout d'un temps appréciable , à cause de la résistance que le fil 
oppose au passage de l 'électrici té. 

La résistance au passage de l 'électricité est ex t rêmement différente 
pour les diverses substances, ainsi qu'on peut le voir par les Tables 
des § 362, 366, 369, qui seront expliquées lorsqu'on traitera des Cou
rants électriques. 

Tous les métaux sont bons conducteurs; cependant la résistance du 
plomb est douze fois celle du cuivre ou de l'argent, celle du fer six 
fois, celle du mercure soixante fois celle du cuivre. La résis tance de 
tous les métaux croît lorsque leur t empéra ture s'élève. 

Un grand nombre de liquides conduisent l 'é lectr ici té par electro
lyse. Ce mode de conduction sera é tudié dans la deuxième Partie. 
Pour l'instant, nous pouvons considérer tous les liquides contenant 
de l'eau, et tous les corps humides, comme des conducteurs, bien infé
rieurs aux mé taux , mais incapables cependant de tenir une charge 
d'électrici té isolée pendant un temps appréciable . 

D'autre part, les gaz pris à la pression a tmosphér ique , secs ou hu
mides, sont, pour de faibles tensions é lec t r iques , des isolants si v o i 
sins de la perfection, que l 'on n'a rien pu observer jusqu'ici qui i n 
dique que l 'électricité puisse les traverser par voie de conduction 
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ordinaire. La perle graduelle de la charge des corps électrisés peut, 
dans tous les cas, ê t re a t t r ibuée à un isolement imparfait par les sup
ports, soit que l 'é lectr ici té traverse la substance du support, soit 
qu'elle fuie le long de la surface. Par suite, si deux corps électrisés 
sont suspendus l 'un près de l 'autre, ils devront garder leurs charges 
plus longtemps s'ils sont électrisés en sens inverses que s'ils ont des 
charges de m ê m e nature. En effet, quoique la force é leet romotr ice qui 
tend à faire passer l 'électr ici té d'un corps sur l'autre à travers l 'air 
soit bien plus grande quand les charges sont contraires, i l ne se pro
duit point dans ce cas de perte appréc iab le . La perte se produit par 
les supports, et la force é lec t romotr ice qui pousse l 'électricité à 
travers les supports est plus grande, quand les charges sont de 
même nature; et ce résul ta t ne para î t anormal que si l'on attribue 
la perte au passage de l 'électrici té à travers l 'air qui sépare les 
corps. 

Le passage de l 'électrici té à travers les gaz se produit d'ordinaire 
par voie de décharge disruptive, et ne commence pas avant que la 
force é lec t romotr ice ait atteint une certaine valeur. La valeur de la 
force é lec t romotr ice qui peut ê l re développée dans un diélectr ique, 
sans qu ' i l se produise de décharge , est appelée force électrique du 
diélectrique. La force électr ique de l'air diminue à mesure que la 
pression diminue, depuis la pression a tmosphér ique jusqu 'à environ 
3 m m de mercure. Si l'on continue de diminuer la pression, la force 
é lec t r ique augmente rapidement; et si la raréfaction est poussée jus
qu'aux dernières limites que nous sachions atteindre jusqu ' à ce jour , 
la force électromotr ice nécessaire pour donner une étincelle d'un 
quart de pouce est plus grande que celle qui donnerait une étincelle 
de 8 pouces dans l 'air, à la pression ordinaire. 

Ains i donc le vide, c'est-à-dire ce qui reste dans un vase après que 
nous en avons enlevé tout ce que nous pouvons retirer, constitue un 
isolant de très grande force é lect r ique. 

La force é lec t r ique de l 'hydrogène est bien moindre que celle de 
l 'air. 

Certaines sortes de verre sont, à froid, des isolants d'une merveilleuse 
perfection : Sir W . Thomson a pu . garder pendant des années des 
charges d'électrici té dans des ampoules he rmé t iquemen t closes. Le 
même verre devient conducteur à une t empéra tu re inférieure à celle 
de l'eau bouillante. 

La gutta-percha, le caoutchouc, la vulcanite, la paraffine, les r é 
sines sont de bons isolants : la résistance de la gutta-percha à yS 0 F. 
est d'environ 6 x i o 1 9 fois celle du cuivre. 
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La glace, les cristaux, les electrolytes solidifiées sont aussi des iso
lants. 

Certains liquides, comme le pétrole , la t é rében th ine , quelques huiles, 
sont aussi des isolants, mais infér ieurs à la plupart des isolants so
lides. 

D I É L E C T R I Q U E S . 

Pouvoir inducteur spécifique. 

52. Faraday a appelé diélectriques tous les corps dont le pouvoir 
isolant est tel que, si on les place entre deux conducteurs à des poten
tiels différents, la force é lec t romotr ice qui agit sur ces conducteurs 
ne distribue pas immédia temen t leurs électr ici tés , de façon à ramener 
le potentiel à la même valeur. 

I l résulte des recherches encore inédites de Cavendish (*) que, an
té r ieurement à 1 77З , i l avait mesuré la capaci té de plateaux de verre, 
de résine, de cire et de gomme-laque, et qu ' i l avait dé te rminé dans 
quel rapport ces capacités sont plus grandes que celles de lames d'air 
de mêmes dimensions. 

Faraday, à qui ces travaux éta ient inconnus, a découver t que la 
capaci té d'un accumulateur dépend de la nature du mil ieu isolant 
placé entre les deux conducteurs, aussi bien que des dimensions et de 
la position relative des conducteurs eux-mêmes. En substituant à l 'air 
d'autres substances comme diélectr iques d'un accumulateur qu'on ne 
changeait en aucun autre point, i l a t rouvé que la capacité de l'accu
mulateur reste la même quand on prend pour mil ieu isolant l 'air 
ou un autre gaz, mais que cette capacité augmente dans un rapport 
différent pour chaque substance, lorsque l'on substitue à l 'air de la 
gomme-laque, du soufre, du verre, etc. 

Grâce à une méthode de mesure plus sensible, Boltzmann a réussi 
à observer la variation du pouvoir inducteur spécifique des gaz à dif
férentes pressions. 

Cette propr ié té des dié lect r iques , que Faraday appelait pouvoir 
inducteur spécifique, est aussi désignée sous le nom de constante 
diélectrique de la substance. Par définition, c'est le rapport des capa
cités d'un accumulateur, quand i l a pour dié lectr ique la substance 
donnée ou le vide. 

Si le dié lect r ique n'est pas un bon isolant, i l est difficile de mesurer 

(') [Ces recherches ont été publiées depuis par Maxwell, sous le titre de : The 
electrical Researches of the honourable Henry Cavendish. ] 
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sa capaci té inductive spécifique, parce que l'accumulateur ne garde 
pas sa charge assez longtemps pour qu'on puisse la mesurer; mais i l 
est certain que la capaci té inductive n'est pas une propr ié té spéciale 
aux bons isolants, et i l est probable qu'elle existe chez tous les corps. 

Absorption de l'électricité. 

53. Dans des accumulateurs formés de certains dié lect r iques , on a 
observé les phénomènes suivants : 

U n accumulateur qu i , après avoir été électrisé pendant quelque 
temps, est déchargé brusquement, puis isolé de nouveau, manifeste 
une charge de même sens que la p remiè re , mais moins éne rg ique ; en 
sorte que l 'on peut en tirer encore plusieurs décharges successives qui 
vont toujours en diminuant. Ce phénomène est appelé décharge rési
duelle. 

La décharge ins tantanée para î t ê tre toujours proportionnelle à In 
différence des potentiels des armatures au moment de la décharge , et 
le rapport de ces quant i tés est la capacité vraie de l'accumulateur; 
mais si l 'on prolonge le contact de l'excitateur assez longtemps pour 
englober une partie de la décharge résiduelle , la capacité apparente 
de l'accumulateur, calculée d 'après la décharge ainsi observée, sera 
trop grande. 

L'accumulateur qui a été c h a r g é , puis isolé , para î t perdre sa 
charge par conduction ; mais on trouve que cette déperdi t ion est 
en proportion bien plus forte au commencement que plus tard, 
et que, par suite, une mesure de la conduct ib i l i té dédui te de ce qui se 
produit dans les premiers moments serait bien trop forte. Ainsi , 
quand on fait l'essai d'isolement d'un câble sous-marin, l'isolement 
semble s ' amél io re ra mesure que l 'électrisation se prolonge. 

Des phénomènes thermiques, qui paraissent analogues à première 
vue, se produisent, dans le cas de la propagation de la chaleur, à tra
vers un corps dont les côtés opposés sont maintenus à des tempéra
tures différentes. Dans le cas de la chaleur, nous savons que ces p h é 
nomènes sont dus à la chaleur absorbée et cédée par le corps lu i -même. 
On a donc supposé, dans le cas des phénomènes é lect r iques , que 
l 'électr ici té est absorbée et res t i tuée par les parties du corps. Nous 
verrons toutefois, au § 329, que ces phénomènes peuvent s'expliquer 
sans l 'hypothèse de l'absorption de l 'électrici té, si l 'on suppose que 
le d ié lec t r ique ne soit pas ent iè rement homogène . 

Ce phénomène , que l'on appelle Vabsorption électrique, n'est pas 
une absorption effective d'électrici té par le corps : on peut le faire voir 
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en chargeant le corps d'une maniè re quelconque, pendant qu ' i l est 
renfermé dans un vase méta l l ique fermé et isolé. Si, lorsque le corps 
a été chargé et isolé, le vase est déchargé pendant un instant, puis 
isolé de nouveau, i l ne reçoit plus aucune charge pendant que se dis
sipe graduellement l 'é lectr isat ion du corps chargé qu ' i l renferme. 

5 4 . C'est ce fait qu'exprime cet énoncé de Faraday : i l est impos
sible de communiquer à la mat iè re une charge absolue et indépen
dante cfune seule espèce d 'électr ici té (*). 

En fait, de toutes les expériences qui ont été tentées, i l ressort que, 
quelles que soient les actions électr iques qui se produisent dans un 

.système de corps entourés d'un vase méta l l ique , la charge sur la 
surface ex té r ieure du vase ne change pas. 

Or, si une quant i té d 'é lectr ici té , quelle qu'elle soit, pouvait péné
trer dans le corps et être absorbée par l u i , ou y devenir latente, ou y 
exister à un éta t quelconque, sans être reliée par des lignes d'induc
tion à une quant i té égale d 'électr ici té contraire; ou si, après avoir été 
absorbée , elle pouvait revenir à la surface et retourner à son mode 
d'action ordinaire, nous trouverions des changements dans l 'é lectr isa
tion du vase ex tér ieur . 

Et puisque jamais on ne trouve rien de pareil, Faraday conclut qu ' i l 
est impossible de communiquer à de la mat iè re une charge absolue, 
et que jamais aucun changement d 'état ne peut, dans aucune portion 
de mat iè re , produire ou dissimuler l'une ou l'autre espèce d 'é lect r ic i té . 
Par suite, i l regardait l ' induction « comme la fonction essentielle et 
pour la production initiale de l 'électrici té, et pour les phénomènes 
u l t é r i eu r s» . Pour l u i , « l ' i nduc t ion» est (1298) un éta t de polarisation 
des molécules du dié lec t r ique , dans lequel chaque molécule est posi
tive d'un côté et négative de l'autre, les electrisations positive et né
gative étant toujours exactement égales sur chaque molécule. 

Décharge disruptive ( 2 ) . 

55. Si la force électromotr ice qui agit en un point d'un diélectr ique 
croî t graduellement, elle atteint finalement une l imite pour laquelle i l 
se produit à travers le dié lectr ique une décharge é lectr ique brusque, 
généra lement accompagnée de lumière et de bru i t , ainsi que d'une 
rupture temporaire ou permanente du dié lect r ique. 

(') Exp. Res., vol. I, série XI, § II (On the absolute charge of matter); 
et i a 4 4 -

('-') Voir FAKADAY, Exp. Res., vol. I, series X l l et XMf. 
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L' intensi té de la force é lec t romotr ice pour laquelle cette décharge 
se produit est la mesure de ce que nous pouvons appeler la force 
électrique du diélectrique. Elle dépend de la nature du d ié lec t r ique ; 
elle est plus grande pour l 'air dense que pour l 'air raréfié, plus grande 
pour le verre que pour l 'a i r ; mais, dans tous les cas, si la force électro
motrice devient suffisamment grande, le d ié lec t r ique cède, et son 
pouvoir isolant est dé t ru i t , en sorte qu ' i l est t raversé par un courant 
d 'é lectr ic i té . C'est pour cela que des distributions d 'électr ici té qui 
donneraient en un point quelconque une force résul tante infinie ne 
peuvent exister dans la nature. 

L'effluve électrique. 

Par exemple, si l 'on électrisé un conducteur présentant une pointe 
a iguë , la théor ie , fondée sur l 'hypothèse que le conducteur garde sa 
charge, nous amène à cette conclusion cpie, à mesure qu'on approche 
de la pointe, la densi té superficielle de l 'électrici té va croissant sans 
l imi te , et qu 'à la pointe elle-même la densité superficielle et, par 
suite, la force électr ique résul tante deviennent infinies. Si l 'air, ou 
tout autre mil ieu environnant le corps, avait un pouvoir isolant 
absolu, ce résul ta t se présentera i t effectivement; mais, en réa l i té , 
dès que la force résul tante a atteint une certaine l imite dans le v o i 
sinage de la pointe, le pouvoir isolant de l 'air devient insuffisant, c l 
l 'air devient conducteur aux environs de la pointe. A une certaine 
distance de la pointe, la force résul tante n'est plus suffisante pour 
vaincre la résistance de l 'air : le courant é lectr ique est alors ar rê té , 
et l 'électrici té s'accumule dans l 'air autour de la pointe. 

Cette pointe est donc environnée de molécules d'air chargées de la 
même espèce d 'électr ici té qu 'e l le-même. L'effet de cet air chargé en
tourant la pointe est de soulager l 'air, qui est à la pointe même , d'une 
partie de cette force é lec t romotr ice énorme à laquelle i l serait soumis 
si le conducteur seul étai t électr isé. En fait, la surface du corps élec
tr isé n'est plus pointue; car la pointe est entourée d'une masse arron
die d'air électr isé, dont la surface, p lu tô t que celle du conducteur 
solide, peut être regardée comme formant la surface extér ieure du 
conducteur. 

Si cette portion d'air électrisé pouvait ê t re maintenue au repos, le 
corps électrisé conserverait sa charge, sinon sur lu i -même , du moins 
dans son voisinage. Mais les molécules d'air électrisé, libres de se mou
voir sous Faction de la force é lec t r ique , tendent à s 'éloigner du corps 
électr isé, puisqu' i l est chargé d'électricité de même espèce. Les molé-
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cules d'air électrisé tendent donc à s 'éloigner suivant la direction des 
lignes de force, et à s'approcher des corps environnants qui sont char
gés d 'é lectr ic i té de nom contraire. Quand elles sont parties, d'autres 
molécules d'air non électrisées prennent leur place autour de la pointe ; 
et, puisque celles-ci ne peuvent plus garantir celles qui sont placées à 
la pointe même d'une tension é lec t r ique excessive, une nouvelle d é 
charge se produit , après laquelle les molécules qui viennent d 'ê t re 
électrisées s 'é loignent ; et ainsi de suite, tant que le corps reste élec
tr isé . 

De cette façon, i l se produit les phénomènes suivants : 
A la pointe et à côté d'elle, i l y a une effluve permanente due 

aux décharges continuelles qui se produisent entre la pointe et l 'air qui 
est dans son voisinage immédia t . 

Les molécules d'air électrisé, tendant à s 'éloigner dans la même d i 
rection générale, produisent un courant d'air partant de la pointe, 
formé par les molécules d'air électr isé, et probablement par d'autres 
encore entra înées par les premières . En favorisant, par un moyen ar
tificiel, ce courant d'air, nous pouvons augmenter l'effluve; nous-
l 'empêcherons de continuer, si nous faisons obstacle à la formation 
du courant ( ' ) . 

Le vent é lect r ique est quelquefois très rapide dans le voisinage de 
la pointe, mais i l perd b ien tô t sa vitesse, et l 'air avec ses molécules 
électris'ées est entra îné dans les mouvements généraux de l ' a tmosphère , 
formant un nuage électr ique invisible. Quand les molécules chargées 
arrivent près d'une surface conductrice, un mur par exemple, elles 
induisent sur cette surface une charge opposée à la leur et sont alors 
att irées vers le mur ; mais, comme la force é lec t romotr ice est faible, 
elles peuvent rester longtemps sans être at t i rées ju squ ' à sa surface et 
sans être déchargées . Elles forment ainsi une a tmosphère é lec t r ique 
adhéren te au conducteur, dont la présence peut quelquefois ê t re re
connue au moyen de l 'é lectromètre . Les forces électr iques qui agissent 
entre de grandes masses d'air électrisé et les autres corps sont extrê
mement faibles en comparaison des forces qui produisent les vents en 
raison des inégali tés de densi té dues aux différences de t empéra tu res ; 
i l est donc très peu probable qu'une partie appréc iable des mouve
ments des nuages orageux ordinaires soit due à des causes élec
triques. 

(') Voir PRIESTLEY, Histoire de l'Électricité, p. 117 et 5oi; et CAVE.NDISII, Elec
trical researches (Phil. Trans., 1771, § 4); ou Réimpression des Œuvres de 
Cavendish, § 125. 
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Le transport de l 'é lectr ici té d'un point à un autre, par le mouve
ment des molécules électrisées, est appelé la convection électrique ou 
la décharge convective. 

L'effluve é lect r ique est donc produite par un passage continu d'élec
tr ici té à travers une petite quan t i t é d'air dans laquelle la tension est 
t rès é levée; les molécules d'air environnantes sont ainsi chargées 
et ent ra înées par le vent é lec t r ique , qui est un élément essentiel du 
phénomène . 

L'effluve s 'établit plus aisément dans l 'air raréfié que dans l 'air 
dense, avec une pointe positive qu'avec une pointe négat ive. Cette 
différence et plusieurs autres, entre l 'électrici té positive et l 'électricité 
négat ive , doivent ê t re é tudiées par ceux qui désirent découvri r quelque 
chose relativement à la nature de l 'é lectr ici té . On ne les a point en
core ramenées d'une façon satisfaisante à aucune des théories exis
tantes. 

L'aigrette électrique. 

56. L'aigrette é lec t r ique est un phénomène que l'on peut produire 
en électr isant une pointe mousse, ou une petite boule, de manière à 
produire un champ élect r ique dans lequel la tension diminue quand 
on s'éloigne de la surface, mais d'une façon moins rapide que dans le 
cas précédent . Elle consiste en une succession de décharges , qui vont 
en se ramifiant et en divergeant de la boule dans l 'air, et qui se ter
minent soit en chargeant certaines parties de l 'air, soit en atteignant 
un autre conducteur. Elle est accompagnée d'un son, dont la hauteur 
dépend des intervalles qui séparent les décharges successives, et i l 
n'y a pas de courant d'air comme dans le cas de la lueur. 

L'étincelle électrique. 

57. Si la tension est considérable , dans tout l'espace qui sépare 
deux conducteurs, par exemple dans le cas de deux boules dont la 
distance n'est pas grande en comparaison de leurs rayons, la décharge , 
quand elle se produit, prend ordinairement la forme d'une étincelle, 
par laquelle presque toute l 'électrisation se décharge d'un coup. 

Dans ce cas, si une partie du dié lect r ique vient à céder, les parties 
qui sont, de part et d'autre, dans la direction de la force électr ique, 
sont el les-mêmes mises dans un éta t de tension plus grande et cèdent 
également , et la décharge chemine tout d ro i te travers le d ié lec t r ique ; 
de même , si l 'on fait une petite entaille sur le bord d'une feuille de 
papier, et que l'on applique ensuite une tension dans la direction du 
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bord du papier, celui-ci se déchire et la déch i ru re , commençant à Геп-
taille, s'infléchit en suivant les points faibles du papier. C'est ainsi que 
l 'étincelle é lec t r ique commence au premier point où la tension élec
trique triomphe de la résistance du mil ieu isolant, puis s'avance sui
vant un chemin i r r égu l i e r en apparence, qui , en fait, comprend les 
autres points faibles, tels que les grains de poussière flottant dans l 'air . 

Tous ces phénomènes diffèrent cons idérablement dans les divers 
gaz, et dans un même gaz à différentes densi tés. Quelques formes de 
décharge dans des gaz raréfiés sont tout à fait remarquables. Dans 
certains cas, i l y a des alternances régul ières de stries noires et l u m i 
neuses; ainsi, par exemple, lorsque de l 'électricité passe le long d'un 
tube contenant très peu de gaz, on voit disposée, suivant l'axe du tube, 
à des intervalles à peu près égaux, une série de. disques lumineux sépa
rés par des stries obscures. Si l'on augmente la force du courant, i l se 
produit un nouveau disque; et celui-là et les anciens se disposent en 
un ordre plus serré. Dans un tube décr i t par M . Gassiot t ( 1 ) , la lumière 
de chaque disque est b leuâ t re du côté négatif, rougeâ t re du côté po
sitif, et d'un rouge v i f dans la partie centrale. 

Ces phénomènes , et bien d'autres encore relatifs à la décharge élec
trique, sont ex t rêmement importants : lorsqu'ils seront mieux com
pris, ils jetteront sans doute une vive lumière sur la nature de l ' é 
lectr ici té , ainsi que sur la nature des gaz et du mil ieu qui remplit 
l'espace. Mais, pour l'instant, i l faut les regarder comme étant en 
dehors du domaine de la théorie ma théma t ique de l 'é lectr ici té . 

Phénomènes électriques de la tourmaline. 

58. Certains cristaux de tourmaline et d'autres miné raux possèdent 
ce que l'on appelle la polarité électrique. Supposons un cristal de tour
maline à une t empéra tu re uniforme, et paraissant l ibre de toute élec
tr ici té à sa surface. Élevons maintenant la t empéra tu re , en laissant le 
cristal isolé. Nous trouvons qu'un des bouts du cristal prend une elec
trisation positive, et l'autre une electrisation négat ive. Enlevons de sa 
surface cette electrisation apparente au moyen d'une flamme ou de 
quelque autre manière : si l 'on chauffe le cristal encore davantage, i l 
appara î t une electrisation de même nature que la précédente ; si on le 
refroidit, le côté q u i étai t positif quand on échauffait le cristal de
vient négatif. 

Ces electrisations s'observent aux extrémités de Taxe cristallogra-

(') Intellectual Observer, mars 1866. 
Tr. d'Èlect. et de Magn., I. 
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phique. Quelques cristaux sont terminés d'un bout par une pyramide 
à six faces, et de l'autre bout par une pyramide à trois faces. Dans ces 
cristaux, c'est le bout où est la pyramide à six faces qui devient po
si t i f quand on échauffe le cristal. 

Sir W . Thomson suppose que chaque partie de ce cristal et de tout 
autre cristal hémiédr ique a une polar i té é lectr ique définie, dont l ' i n 
tensité dépend de la t empéra tu re . Quand on passe la surface dans une 
flamme, chacune de ses parties s'électrise juste assez pour neutraliser 
en tous les points extér ieurs les effets de la polar i té interne. Alors le 
cristal n'a pas d'action électr ique extér ieure , ni de tendance à changer 
l 'état de son electrisation. Mais, si on le chauffe ou si on le refroidit, 
la polar i té in tér ieure de chaque molécule du cristal est altérée et ne 
peut plus ê t re équi l ibrée par l 'électrisation superficielle : i l y a donc 
une action extér ieure résu l tan te . 

P L A N DE CET OUVRAGE. 

5 9 . Dans cet Ouvrage, je me propose d'exposer la théorie ordinaire 
des actions é lect r iques , théorie qui les considère comme ne dépendant 
que des corps électrisés et des positions respectives de ces corps, et 
qui ne fait pas entrer en compte les phénomènes qui peuvent se pro
duire dans le mil ieu environnant. Nous établ i rons ainsi la lo i de l ' i n 
verse du car ré des distances, la théorie du potentiel et les équat ions 
de Laplace et de Poisson. Nous considérerons ensuite les charges et 
les potentiels d'un système de corps électr isés; et, des équations 
qui les lient, équat ions dont on peut toujours supposer que les coef
ficients aient été dé terminés par expérience dans les cas où les m é 
thodes mathémat iques actuelles ne sont pas applicables, nous dédui 
rons les forces mécaniques qui agissent entre les différents corps 
électr isés. 

Nous é tudierons ensuite certains théorèmes généraux, au moyen 
desquels Green, Gauss et Thomson ont mont ré comment on peut r é 
soudre les p rob lèmes de distribution é lect r ique. Un des résul tats de 
ces théorèmes est que, si l 'équat ion de Poisson est satisfaite par une 
certaine fonction qui , à la surface de chacun des conducteurs, a pour 
valeur la valeur du potentiel de ce conducteur, cette fonction repré
sente en tout point le potentiel du système. Nous en déduirons aussi 
une méthode pour résoudre les problèmes susceptibles d'une solution 
exacte. 

Dans le théorème de Thomson, l 'énergie totale d'un système s'ex
prime par l ' in tégrale d'une certaine quant i té prise dans tout l'espace 
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compris entre les corps électr isés, ou par une autre intégrale qui ne 
s 'étend qu'aux surfaces électr isées. L'égalité de ces deux quant i tés 
peut recevoir l ' in te rpré ta t ion physique suivante : On peut concevoir 
la relation physique qui existe entre les corps électrisés, soit comme 
effet de l 'état dans lequel se trouve le milieu qui sépare les corps, 
soit comme résul ta t d'une action directe s 'exerçant à distance entre 
les corps. Si nous adoptons cette dernière idée, nous pouvons d é 
terminer la lo i de l 'action, mais nous ne pouvons pousser plus loin 
nos spéculat ions sur la cause de cette action. Si, au contraire, nous 
acceptons l ' idée d'une action s 'exerçant par l'entremise d'un mil ieu, 
nous sommes conduits à rechercher la nature de cette action en chaque 
point du mi l i eu . 

I l ressort de ce théorème que, si nous voulons voir le siège de l'ac
tion é lect r ique clans les différentes parties du milieu dié lect r ique, 
l 'énergie d'une petite partie de ce mil ieu doit dépendre du produit du 
carré de l ' in tensi té de la force é lect romotr ice résul tante en ce point 
mult ipl ié par un coefficient que l'on appelle pouvoir inducteur spéci
fique du milieu. 

Cependant, considérant la théor ie des diélectr iques au point de vue 
le plus général , i l vaut mieux faire une distinction entre l ' intensité 
é lect romotr ice en un point et la polarisation électr ique du milieu 
en ce point : en effet, clans certaines substances solides, ces deux 
quant i tés dir igées, quoique liées l'une à l'autre, n'ont pas la même 
direction. L'expression la plus générale de l 'énergie é lec t r ique pour 
l 'uni té de volume du mil ieu est le demi-produit de l ' intensité é lectro
motrice et de la polarisation électr ique par le cosinus de l'angle com
pris entre leurs directions. 

Dans tous les diélectr iques fluides, l ' intensité é lect romotr ice et la 
polarisation électr ique sont dans la même direction et dans un rapport 
constant. 

Si nous calculons, dans cette hypothèse , l 'énergie totale du mil ieu, 
nous la trouvons égale à l 'énergie qui serait due à l 'électrisation des 
conducteurs dans l 'hypothèse d'une action directe à distance. Donc, 
au point de vue ma thémat ique , les deux hypothèses sont équiva
lentes. 

Si nous examinons alors l 'état mécanique du mil ieu, dans l'hypo
thèse que l'action mécanique observée entre les corps électrisés s'exerce 
au travers et par l'entremise d'un milieu ; comme dans les exemples 
familiers où un corps agit sur un autre par l ' in termédiaire d'une corde 
tendue, ou d'une tige comprimée, nous trouvons que le milieu doit 
être dans un état de déformation mécanique . 
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Ainsi que Га ind iqué Faraday ( ' ) , cette déformation consiste en une 
extension dir igée suivant les lignes de force, combinée à une compres
sion égale suivant toutes les directions perpendiculaires à ces lignes. 
La grandeur de ces déformations est proportionnelle à l 'énergie de 
l 'électrisation par uni té de volume, ou, en d'autres termes, au carré de 
la force é lect romotr ice résul tante mul t ip l ié par la capacité inductive 
spécifique du mil ieu . 

Cette dis tr ibut ion de pressions et de tensions est la seule qui s'ac
corde avec les actions mécaniques observées entre les corps électrisés, 
et avec l ' équi l ibre que l 'on observe également dans le fluide dié lec
trique qu i entoure les corps électrisés. J'ai donc pensé que les règles 
de la recherche scientifique m'autorisaient à faire ce pas, à admettre 
l'existence effective de cet é ta t de déformation, et à suivre cette hypo
thèse dans ses conséquences . Trouvant que le mot de tension élec
trique a été employé dans plusieurs sens mal définis, j ' a i essayé de le 
réserver exclusivement pour cette conception que je crois avoir été 
dans l ' idée de plusieurs de ceux qui ont fait usage de ce terme, pour 
cet é ta t de déformation du mil ieu dié lectr ique qui produit le mouve
ment des corps électrisés, et qu i , constamment accru, conduit à la 
décharge disruptive. Dans ce sens, la tension électr ique est une ten
sion de nature absolument semblable à la tension d'une corde et peut 
se mesurer de la même façon; et, le mil ieu diélectr ique pouvant sup
porter une certaine tension, mais non une plus considérable , on peut 
dire qu ' i l a une certaine force, exactement dans le même sens où l'on 
d i t qu'une corde a une certaine force. Ains i , par exemple, Thomson a 
t rouvé qu 'à la t empéra tu re et à la pression ordinaire l 'air peut sup
porter une tension électr ique de 9600 grains par pied carré avant de 
laisser passer une étincelle ( 2 ) . 

60. De l 'hypothèse que l'action électr ique n'est pas une action d i 
recte s 'exerçant à distance entre les corps, mais qu'elle s'exerce par 
l ' in termédiaire du mil ieu qui est entre les corps, nous avons déduit 
que ce milieu devait être dans un état de déformation. Nous avons 
aussi déterminé la nature de cette déformation, et nous l'avons com
parée à celles qui peuvent se présenter dans des corps solides. Le long 
des lignes de force, i l y a une tension; perpendiculairement à ces 

(') Exp. fies., série XI , 1297. 
( 2 ) [Le grain valant 0,06479895 grammes et le pied 3o,479449 centimètres, la 

tension de 9600 grains par pied carré correspond à 0,669615 grammes ou 667 dynes 
par centimètre carré.] 
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lignes, i l y a une pression; les valeurs numér iques de ces deux forces 
sont égales, et chacune d'elles est proportionnelle au ca r ré de la force 
résul tante au point considéré . Après avoir établi ces résul ta ts , nous 
sommes préparés pour faire un nouveau pas, et nous former une idée, 
de la nature de la polarisation électr ique dans le mil ieu dié lec t r ique. 

On peut dire qu'un élément d'un corps est polarisé, quand i l acquiert 
des propr ié tés égales et contraires sur deux faces opposées. La notion 
de polar i té interne peut être étudiée avec grand avantage dans 
l'exemple que nous fournissent les aimants permanents ; nous l ' expl i 
querons plus au long quand nous en viendrons à traiter du Magné
tisme. 

La polarisation électr ique du diélectr ique est un état de déformation 
dans lequel le corps est je té par l'action de la force électromotrice, et 
qui disparaî t en même temps que cette force même. Nous pouvons 
concevoir qu ' i l consiste en ce que l'on peut appeler un déplacement 
électr ique produit par l ' intensité électromotr ice. Lorsqu'une force élec
tromotrice agit sur un mil ieu conducteur, elle y produit un courant ; 
mais si le mil ieu est un non-conducteur ou dié lect r ique, le courant ne 
peut s 'établir à travers le milieu : l 'électricité néanmoins est déplacée 
dans le mil ieu, dans la direction de la force électromotrice, et l 'éten
due de ce déplacement dépend de la grandeur de la force é lect romo
trice; en sorte que, si la force électromotrice augmente ou diminue, 
le déplacement électr ique augmente ou diminue dans le même rap
port. 

La grandeur du déplacement a pour mesure la quant i té d 'électrici té 
qui traverse l 'unité de surface, pendant que le déplacement croî t de 
zéro à sa valeur maximum. Telle est, par suite, la mesure de la pola
risation électr ique. 

L'analogie entre l'action d'une force électromotrice qui produit un 
déplacement électr ique et celle d'une force mécanique ordinaire qui 
déplace un corps élastique est si évidente, que je me suis r i squé à ap
peler coefficient d'élasticité électrique du milieu le rapport de la 
force électromotrice au déplacement électr ique correspondant. Ce 
coefficient est différent pour les différents milieux, et varie en raison 
inverse du pouvoir inducteur spécifique de chaque mil ieu. 

Les variations de déplacement électr ique produisent évidemment 
des courants électr iques. Mais ces courants ne peuvent exister que pen
dant que le déplacement varie, et, par suite, le déplacement ne pou
vant dépasser une certaine valeur sans produire une décharge dis
ruptive, ils ne peuvent continuer indéfiniment dans la même direction, 
comme font les courants dans les conducteurs. 
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I l est probable qu ' i l existe dans la tourmaline et les autres cristaux 
pyro-électr iques un état de polarisation élect r ique, qui dépend de la 
t empéra tu re et qui ne demande pas pour se produire une force élec
tromotrice extér ieure . Si l ' in tér ieur d'un corps est dans un état de 
polarisation électr ique permanent, l 'extér ieur devra peu à peu se 
charger de manière à neutraliser sur tous les points extér ieurs au corps 
l'action de l 'électrisation in té r ieure . Cette charge extér ieure super
ficielle ne pourra être décelée par aucune des épreuves ordinaires, 
n i être enlevée par aucun des moyens qui servent habituellement à 
enlever une charge surperficielle. La polarisation in tér ieure du corps 
ne pourra donc être découverte que par un moyen, un changement de 
tempéra tu re par exemple, qui permette d'augmenter ou de diminuer 
la polarisation in té r ieure . Alors l 'électrisation superficielle ne suffira 
plus à neutraliser au dehors l'action de la polarisation in tér ieure , et 
l 'on observera une electrisation apparente, comme dans le cas de la 
tourmaline. 

Si une charge e est uni formément répar t ie sur la surface d'une sphère, 
la force résul tante en un point quelconque du mil ieu qui entoure la 
sphère est numér iquemen t égale à la charge e divisée par le carré de 
la distance du point au centre de la sphère . D'après notre théor ie , 
cette force résul tante donne lieu à un déplacement d'électricité dans 
une direction s 'éloignant de la sphère . 

Traçons maintenant une surface sphér ique concentrique de rayon / ' ; 
le déplacement total E à travers cette surface sera proportionnel à la 
force résul tante mult ipl iée par l'aire de la surface sphér ique . Mais la 
force résul tante est proportionnelle à la charge e, et inversement j)ro-
portionnelle au carré du rayon, tandis que l'aire est proportionnelle 
au car ré du rayon. 

Donc le déplacement total E est proportionnel à la charge e, et indé
pendant du rayon. 

Pour dé te rminer le rapport de la charge e et de la quanti té d 'élec
t r ic i té E déplacée à travers la surface sphér ique vers le dehors d'une 
surface sphér ique , considérons le travail effectué dans le mil ieu, dans 
la région comprise entre deux surfaces sphér iques concentriques, pen
dant que le déplacement augmente de E à E H - SE. Si V t et V 2 dési
gnent respectivement les potentiels de la surface in tér ieure et de la 
surface extér ieure , la force électromotrice qui produit le déplacement 
additionnel est ( Ѵ г — V 2 ) , en sorte que le travail dépensé pour aug
menter le déplacement est ( V t — V 2 ) 8 E . 

Si maintenant nousf aisons coïncider la surface de la sphère in té 
rieure avec celle de la sphère électrisée, et si nous faisons le rayon de 
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l'autre inf ini , V! devient V, le potentiel de la sphère , et V 2 devient nul : 
le travail total effectué dans le milieu est donc V SE. 

Mais, d 'après la théor ie ordinaire, le travail effectué pour augmenter 
la charge est Y Se; et si, comme nous le supposons, i l est dépensé à 
augmenter le déplacement , SE —. be, et, puisque E et e s'annulent à la 
fois, E •=. e, c 'est-à-dire que 

Le déplacement vers l'extérieur à travers une surface sphérique 
quelconque concentrique à la sphère électrisée est égal à la charge 
de cette sphère. 

Pour fixer nos idées sur le déplacement é lect r ique, considérons un 
accumulateur formé de deux plateaux conducteurs À e t B , séparés par 
une couche de diélectr ique C. Soit W un fil conducteur joignant A et 
B, et supposons que, par l'action d'une force électromotr ice , une 
quant i té Q d'électricité positive soit t ranspor tée de В vers A . L'élec
trisation positive de A et l 'électrisation négative de В produisent une 
certaine force électromotrice agissant de A vers В dans la couche dié
lectrique, et cette force électromotrice produit un déplacement é lec
trique de A vers В dans le d ié lec t r ique . La grandeur de ce déplace
ment, mesurée par la quant i té d 'électricité chassée à travers une 
section idéale qui partagerait le dié lect r ique en deux couches, sera, 
d 'après notre théor ie , exactement égale à Q. ( Voir § 75, 76 et 111.) 

On voit donc que, en même temps qu'une quant i té d 'électricité Q est 
t ransportée par la force électromotrice le long du fil de В en A , en 
traversant toutes les sections du fil, une quant i té égale d 'électrici té 
traverse toutes les sections du diélectr ique de A vers B , en vertu du 
déplacement é lectr ique. 

Les mouvements d'électricité inverse se produiront pendant la d é 
charge de l'accumulateur. Dans le fil, la décharge est Q de A vers B ; 
dans le diélectr ique, le déplacement s 'arrête, et une quant i té Q tra
verse toutes les sections de В vers A . 

Tous les cas d'électrisation et de décharge peuvent donc être consi
dérés comme des mouvements s 'exécutant dans un circuit fermé tel, 
qu'au même instant, i l passe dans chaque section la même quanti té 
d 'é lectr ic i té ; i l en est ainsi, non seulement dans le circuit voltaïque, 
pour lequel la chose avait toujours été reconnue, mais aussi dans les 
cas où l 'on supposait généralement que l 'électricité s'accumulait en 
certains points. 

61 . Nous sommes ainsi conduits à une conséquence très remar
quable de la théor ie que nous examinons ; à savoir que les mouvements 
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de l 'électricité sont semblables à ceux d'un fluide incompressible, en 
sorte que la quant i té totale contenue à l ' in tér ieur d'une surface fermée 
fictive dé terminée reste toujours la même. Ce résul ta t para î t , à pre
mière vue, en contradiction directe avec ce fait que l'on peut charger 
un conducteur, puis l ' introduire dans un espace clos et changer ainsi 
la quan t i t é d 'é lectr ici té contenue dans cet espace. Mais nous devons 
nous rappeler que la théor ie ordinaire ne tient pas compte du d é 
placement é lectr ique à travers les substances diélectr iques, et qu'elle 
borne son attention à l 'électrisation des surfaces qui séparent les 
conducteurs et les dié lect r iques . Dans le cas d'un conducteur chargé , 
supposons la charge positive; alors, si le diélectr ique environnant 
s 'étend de toutes parts autour de la surface fermée, Л y aura polari
sation électr ique et déplacement du dedans vers le dehors sur toute 
l 'é tendue de la surface fe rmée ; et l ' intégrale du déplacement , prise 
sur toute la surface, est égale à la charge du conducteur renfermé 
dans la surface. 

Ains i , quand le conducteur chargé est introduit dans l'espace 
clos, i l y a aussi tôt déplacement du dedans vers le dehors à travers 
la surface, d'une quant i té d 'électricité égale à la charge, en sorte 
que la quant i té totale d'électricité contenue dans la surface reste la 
même. 

La théor ie de la polarisation électr ique sera discutée plus longue
ment au Chapitre V , et l'on en donnera au § 3 3 4 une représentation 
m é c a n i q u e ; mais son importance ne pourra être bien comprise que 
quand nous en viendrons à l 'é tude des phénomènes é lec t romagné
tiques. 

6 2 . Les traits particuliers de la théorie que nous venons de déve
lopper sont les suivants : 

L 'énergie de l 'électrisation réside dans le milieu dié lect r ique, que 
ce mil ieu soit solide, liquide ou gazeux, dense, rare ou même ent iè 
rement pr ivé de mat ière pondérable , pourvu qu ' i l soit toujours sus
ceptible de transmettre l'action é lect r ique. 

L 'énergie est emmagasinée en chaque point du milieu sous la forme 
d'un é ta t de déformation appelé polarisation électrique, dont la gran
deur dépend de la force élect romotr icé résu l tan te en ce point. 

La force électromotr ice agissant sur un dié lect r ique produit ce que 
nous avons appelé déplacement électrique; la relation entre la force 
et le déplacement , dans le cas le plus général , sera étudiée plus loin 
en traitant de la conduction; mais, dans les cas les plus importants, 
le déplacement est dans la même direction que la force, et, n u m é r i -
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quement, est égal à l ' intensi té mult ipl iée par K , où К est le pou

voir inducteur spécifique du d ié lec t r ique . 
L 'énergie due à la polai'isation électr ique est égale, pour l 'uni té de 

volume du dié lec t r ique, à la moi t ié du produit de l ' intensi té é lec t ro
motrice par le déplacement é lec t r ique , et, s'il y a l ieu , par le cosinus 
de l'angle de leurs directions. 

Dans les dié lectr iques fluides, la polarisation électr ique est accom
pagnée d'une tension suivant la direction des lignes d'induction, et 
d'une pression égale suivant toutes les directions perpendiculaires aux 
lignes d'induction, la grandeur de cette tension ou pression rappor tée 
à l 'uni té de surface é tant n u m é r i q u e m e n t égale à l 'énergie par uni té 
de volume, au même point. 

Si nous supposons le volume du dié lec t r ique divisé en parties élé
mentaires, nous devons concevoir les surfaces de ces éléments comme 
électrisées, de telle manière que la densité superficielle en un point 
quelconque de la surface soit égale en grandeur au déplacement qui 
se produit en ce point à travers la surface, ce déplacement compté 
vers Vintérieur; c 'est-à-dire que, si le déplacement a l ieu dans la direc
tion positive, la surface de l 'élément doit être électrisée négat ivement 
du côté positif, et positivement du côté négatif. Ces charges super
ficielles se dé t ru isent en général l'une l'autre lorsque l'on considère 
des éléments consécutifs, sauf aux points où le dié lect r ique a une 
charge interne, ou à la surface du dié lec t r ique . 

Quelle que soit la nature de l 'é lectr ici té , et quoi que nous enten
dions par mouvement d 'électr ici té , le phénomène que nous avons ap
pelé déplacement électrique est un mouvement d 'é lectr ic i té , dans le 
même sens que le transport d'une quan t i t é dé terminée d 'électr ici té à 
travers un fil est un mouvement d 'électr ici té . La seule différence est 
que dans le dié lect r ique i l y a une force, que nous avons appelée élas
ticité électrique, qui s'oppose au déplacement é lectr ique et qui ra
mène l 'électr ici té en arr ière aussi tôt que la force électi^omotrice est 
suppr imée ; au contraire, dans un fil conducteur, l 'élasticité é lec
trique est constamment surmontée , en sorte qu ' i l s 'é tabli t un courant 
de conduction proprement d i t , et que la résistance dépend, non de la 
quan t i t é totale d 'électr ici té déplacée de sa position d 'équi l ibre , mais de 
la quant i té qui traverse une section du conducteur dans un temps donné. 

Dans tous les cas, le mouvement de l 'électr ici té est soumis à la 
même condition que celui d'un fluide incompressible, c'est-à-dire qu 'à 
chaque instant i l doit entrer clans un espace fermé quelconque autant 
d 'électr ici té qu ' i l en sort. 
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11 résul te de là que tout courant é lect r ique doit former un circui t 
fermé. On verra l'importance de ce résul ta t quand nous é tudierons les 
lois de l ' é lec t romagnét isme. 

Puisque, comme nous l'avons vu , la théor ie de l 'action directe a 
distance est, au point de vue m a t h é m a t i q u e , identique à la théorie 
d'une action s'exereant par l ' in te rmédia i re d'un mil ieu, les p h é n o 
mènes que l'on rencontre peuvent s'expliquer par une théorie aussi 
bien que par l 'autre, à condition d' introduire des hypothèses conve
nables, quand on rencont ré des difficultés. Ains i , Mossotti a dédui t la 
théor ie m a t h é m a t i q u e des dié lect r iques de la théor ie ordinaire de 
l 'attraction, simplement en donnant une in te rpré ta t ion é lectr ique au 
l ieu d'une in te rpré ta t ion magné t ique , aux symboles dont Poisson 
s'est servi pour dédu i re la théor ie de l ' induction magné t ique de la 
théor ie des fluides magné t iques . I l admet qu ' i l existe dans le diélec
trique de petits éléments conducteurs, susceptibles d'avoir leurs extré
mi tés électrisées en sens inverses par induction, mais incapables de 
gagner ou de perdre une quan t i t é quelconque d 'électr ici té , parce 
qu'ils sont isolés les vins des autres par un mil ieu non conducteur. 
Cette théor ie des dié lectr iques cadre avec les lois de l ' é lec t r ic i té ; elle 
peut ê t re effectivement vraie. Si elle est vraie, le pouvoir inducteur 
spécifique d'un mil ieu peut être plus grand, mais jamais plus petit 
que celui de l 'air ou du vide. Jusqu ' à présent , on n'a pas t rouvé 
d'exemple de d ié lec t r ique ayant un pouvoir inducteur plus faible que 
celui de l 'a i r ; si l 'on en trouve un, i l faudra abandonner la théor ie 
de Mossotti, mais ses formules resteront toutes exactes, et nous n'au
rons à y changer que le signe d'un coefficient. 

Dans la théor ie que je me propose de développer, les méthodes ma
thémat iques sont fondées sur le plus petit nombre possible d'hypo
thèses ; on trouve ainsi que des équat ions de même forme s'appliquent 
à des phénomènes qui sont certainement de nature bien différente : par 
exemple, l ' induction é lect r ique à travers les dié lectr iques , la conduc
tion dans les conducteurs et l ' induction magnét ique . Dans tous ces 
cas, la relation entre la force et l'effet qu'elle produit s'exprime par 
une série d 'équat ions de même espèce; de sorte, que si un prob lème 
est résolu pour un de ces sujets, le p rob lème et sa solution peuvent 
être traduits dans le langage des autres sujets, et les résul ta ts , sous 
leur nouvelle forme, seront encore vrais. 
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C H A P I T R E I I . 

T H É O R I E M A T H É M A T I Q U E É L É M E N T A I R E DE L ' É L E C T R I C I T É 

S T A T I Q U E . 

Définition de l'électricité considérée comme quantité mathématique. 

63. ' Nous avons vu que les propr ié tés des corps électrisés sont telles 
que la charge d4m corps peut être égale à celle d'un autre, ou à la 
somme des charges de deux autres corps ; que, lorsqu'on place en même 
temps à l ' in té r ieur d'un vase conducteur fermé et isolé deux, corps 
électrisés également et en sens contraires, ces corps n'ont point d'effet 
électr ique sur les corps extér ieurs . Tous ces résultats peuvent s'expri
mer à la fois sous une forme concise, en disant qu'un corps électrisé 
est chargé d'une certaine quantité d'électricité que l'on peut dési
gner par e. Si la charge est positive, c'est-à-dire vi trée, suivant la con
vention habituelle, e sera une quant i té positive. Si la charge est néga
tive ou résineuse, e sera une quant i té négative, et la quant i té — e peut 
s ' interpréter soit comme une quant i té négative d'électricité vi trée, soit 
comme une quant i té positive d 'électr ici té résineuse. 

L'addition de deux charges d'électrici té égales et contraires, -+- e et 
— e, a pour effet de produire un état de non-électr isat ion représenté 
par zéro. Nous pouvons donc regarder un corps non électrisé comme 
virtuellement chargé de charges égales et opposées, de grandeur indé
finie; et un corps électrisé, comme virtuellement chargé de quant i tés 
inégales d 'électr ici té positive et d 'électr ici té négat ive, la somme algé
brique de ces charges constituant l 'électrisation observée. Mais i l est 
clair que cette manière d'envisager un corps électrisé est ent ièrement 
artificielle, et qu'elle peut se comparer à la façon dont nous considé
rons la vitesse d'un corps comme résul tante de deux ou plusieurs v i 
tesses différentes, dont aucune n'est la vitesse effective du corps. 

D E N S I T É É L E C T R I Q U E . 

Distribution dans l'espace. 

64. Définition. — La densité é lect r ique rappor tée au volume, ou 
densité de volume, en un point donné de l'espace, est la l imite du 
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rapport de la quant i té d 'électr ici té contenue à l ' in tér ieur d'une sphère 
ayant le point pour centre ; au volume de cette sphère , quand le rayon 
de la sphère décroî t indéfiniment. 

Nous désignerons ce rapport par le symbole p, qu i peut être positif 
ou négatif. 

Distribution sur une surface. 

C'est un résul ta t de la théor ie aussi bien que de l 'expérience que, 
dans certains cas, la charge d'un corps est tout entière à sa surface. La 
densi té en un point de la surface, définie d 'après la méthode précé
dente, serait infinie. Nous devons donc employer un autre procédé 
pour mesurer la densi té rappor tée à la surface. 

Définition. — La densité é lectr ique en un point donné d'une surface, 
ou densi té superficielle, est la l imite du rapport de la quant i té d'élec
tr ici té contenue clans une sphère , ayant ce point pour centre, à l'aire 
de la surface comprise à l ' in tér ieur de la sphère , lorsque le rayon dé
croî t indéfiniment. 

Nous désignerons par le symbole a la densité rappor tée à la surface. 
Les auteurs qui ont considéré l 'électricité comme un fluide matér ie l , 

ou comme un assemblage de molécules, ont été obligés, dans le cas 
actuel, de supposer que l 'électricité se distribue sur la surface sous 
foimie de couche d'une certaine épaisseur 6 et d'une densité p 0, p 0 étant 
la valeur que prendrait p, si les molécules avaient entre elles le con
tact le plus étroi t qui soit possible. I l est clair que dans cette théorie 

Poô = <5. 

Dans cette théor ie , quand a est négatif, une certaine couche d'é
paisseur Ѳ est laissée ent ièrement dépourvue d'électricité positive, et 
en t iè rement remplie d'électricité négative, ou, dans l 'hypothèse d'un 
sevd fluide, de mat iè re ordinaire. 

Mais l 'expérience n'indique pas, ni que la couche électr ique ait 
une épaisseur quelconque, n i que l 'électricité soit un fluide ou un 
assemblage de molécules . Nous préférons donc ne point introduire de 
symbole pour l 'épaisseur de la couche, et employer un symbole spé
cial pour la densité rappor tée à la surface.-

Distribution sur une ligne. 

I l est quelquefois avantageux de supposer l 'électricité dis t r ibuée sur 
une ligne, c'est-à-dire sur un corps long et mince, dont on néglige l 'é-
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paisseur. On peut alors définir la densité rappor tée à la longueur, ou 
densité l inéaire en un point, comme la l imite du rapport de la charge 
dis t r ibuée sur un élément de la ligne à la longueur de cet é lément , 
quand cet é lément décroî t indéfiniment. 

Si 1 représente la densi té l inéaire , la quant i té totale d 'é lectr ic i té , ré
pandue sur la courbe sera 

= Ç X ds, 

où ds est l 'é lément de courbe. 
De même , si a est la densité superficielle, la quant i té totale d'élec

tricité répandue sur la surface sera 

où dS est l 'élément de surface. 
Et si p est la densité de volume en un point de l'espace, la quant i té 

totale d 'électr ici té comprise dans un certain volume est 

= j^J'j'p dx dy dz, 

où dxdydz est l 'é lément de volume. Dans ces trois cas, les limites 
des intégrat ions sont celles de la ligne, de la surface, du volume con
sidéré. 

I l est clair que e, \, a et p sont des quant i tés d'espèces différentes, 
chacune d'elles ayant de moins que la précédente une dimension l i 
néa i re ; en sorte que, si / est une ligne, les quant i tés e, 11, et / З р 
sont toutes de même nature; et si [ L ] est l 'uni té de longueur, et [ X ] , 
[<r], [ p ] les unités des différentes espèces de densi té , [ e ] , [ L X ] , [ L 2 a ] , 
[ L 3 p ] représenteront toutes une uni té d 'é lectr ici té . 

Définition de l'unité d'électricité. 

65. Soient A et В deux points dont la distance est égale à l 'uni té de 
longueur. Soient deux corps, de dimensions petites en comparaison 
de la distance A B , chargés de quant i tés égales d 'électr ici té positive, 
et placés respectivement en A et en В , et supposons que leurs charges 
soient telles que la force avec laquelle ils se repoussent l 'un l'autre 
soit l 'uni té de force mesurée comme au § 6. On d i t alors que la charge 
de chacun des corps est une uni té d 'é lectr ici té . 

Si la charge du corps placé en В étai t une unité d 'électricité néga
tive, l 'action qui s'exei^ce entre les corps changerait de sens, et nous 



78 I г о P A R T I E , CHAP. I I . — THÉORIE MATHÉMATIQUE, E T C . 

aurions une attraction égale à l 'uni té de force. Si la charge de A éta i t 
aussi négat ive, et égale à l 'un i té , la force serait répuls ive et égale à 
l ' un i t é . 

Puisque l'action qui s'exerce entre deux quant i tés d 'électr ici té n'est 
pas modifiée par la présence d'autres quan t i t é s , la répulsion entre 
e uni tés d 'é lectr ic i té placées en A et é placées en A B sera ее' , la dis
tance A B é tan t l 'uni té (voir § 39). 

Loi de la force agissant entre les corps électrisés. 

C 6 . Coulomb a mont ré par l 'expérience que la force qui agit entre 
des corps dont les dimensions sont petites en comparaison de leur 
éca r tement varie en raison inverse du car ré de la distance. La répul
sion entre deux pareils corps chargés des quant i tés e et e' et placés à 
la distance /• est donc 

Nous montrerons au § 7 4 que cette lo i est la seule qui soit compa
tible avec ce fait d'observation qu'un corps conducteur, placé à l ' inté
r ieur d'un conducteur creux et fermé, et mis en contact avec l u i , perd 
toute charge d 'é lect r ic i té . Et, si nous sommes convaincus que la lo i de 
l'inverse car ré des distances est exacte, c'est sur des expériences de ce 
genre p lu tô t que sur les mesures directes de Coulomb que repose 
notre conviction. 

Force résultante entre deux corps. 

6 7 . Pour calculer la force résul tante qui agit entre deux corps, nous 
pouvons diviser chacun d'eux en éléments de volume et considérer 
les répuls ions qui agissent entre l 'électricité de chacun des éléments 
du premier corps et l 'électricité de chacun des éléments du second. 
Nous aurons ainsi un système de forces, dont le nombre est égal au 
produit des nombres des éléments en lesquels nous avons divisé chacun 
des deux corps, et nous devrons composer les effets de ces forces d'a
près les règles ordinaires de la Statique. Ainsi , pour trouver la com
posante dans la direction des x, nous devrons trouver la valeur de 
l ' intégrale sextuple 

" pp'(.r — x') dx dy dz dx dr' dz' 
: ^ - , 

[(x - x'f-+- (y —ff+(z-

où x, y, z sont les coordonnées d'un point du premier corps où la 

S 
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densi té est p, et x', y', z', p' les quant i tés correspondantes pour le 
second corps, et où l ' in tégrat ion doit être é tendue d'abord à un des 
corps et ensuite à l'autre. 

Intensité résultante en un point. 

C 8 . Pour simplifier les opérat ions ma thémat iques , i l convient de 
considérer l'action d'un corps électr isé, non pas sur un autre corps de 
forme quelconque, mais sur un corps infiniment petit , chargé d'une 
quant i té infiniment petite d 'é lectr ic i té , et placé en un quelconque des 
points de l'espace auxquels s 'étend l'action é lect r ique. En prenant la 
charge de ce corps infiniment petite, nous rendons insensible son ac
tion perturbatrice sur la charge du premier corps. 

Soit e la charge du petit corps, et soit Re la force qui agit sur l u i 
lorsqu'i l est placé au point (x, y,z) \ soient m, n les cosinus direc
teurs de la force; on peut alors appeler R l ' intensi té é lectr ique résul
tante au point (x, y, z). 

Désignons par X , Y, Z les composantes de R : alors 

X = R / , Y = R m , Z = R n . 

Lorsque nous parlons de l ' intensité é lectr ique résul tante en un point, 
nous n'entendons pas dire par là qu'en ce point s'exerce actuellement 
aucune force ; nous disons seulement que, si un corps ayant une charge e 
d'électr ici té étai t placé en ce point, i l serait soumis à l'action d'une' 
force R e ( ' ) . 

Définition. — L' intensi té é lectr ique résul tante en un point est la 
force qui agirait sur un petit corps chargé de l 'uni té d 'électr ici té po
sitive, s'il étai t placé en ce point sans troubler la distr ibution actuelle 
de l 'électr ici té. 

Cette force tend, non seulement à mouvoir un objet chargé d'élec
tr ici té , mais encore à déplacer l 'électricité dans ce corps de façon que 
l 'électricité positive tende à se mouvoir dans la direction de R, et l'é
lectr ici té négative dans la direction opposée. C'est pourquoi l'on ap
pelle la quant i té R intensité électromotrice au point (x, y, z). 

Quand nous voudrons exprimer ce fait, que l ' intensi té résul tante est 
un vecteur, nous la désignerons par la lettre gothique (ß. D'après la 

(') Les intensités électrique et magnétique correspondent, en électricité et en 
magnétisme, à l'intensité de la pesanteur, communément désignée par g, dans la 
théorie des corps pesants. 
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théor ie adoptée dans cet Ouvrage, si le corps est un dié lec t r ique , l'é
lec t r ic i té y est déplacée, et la quan t i t é d 'é lectr ici té qui est chassée 
dans la direction de (ß à travers l 'uni té de surface comptée normale
ment à (Ê est 

4 I Ï 

où В est le déplacement , (Ê l ' intensité résul tante et К le pouvoir in
ducteur spécifique du dié lect r ique. 

Si le corps est conducteur, l 'é tat de déformation ne peut se mainte
ni r un instant, et un courant de conduction s 'établi t et se maintient 
aussi longtemps que (Ê continue d'agir sur le mil ieu. 

Intégrale de l'intensité électrique, ou force électromotrice 
suivant un arc de courbe. 

6 9 . La force é lect romotr ice le long d'un arc de courbe donné AP 
a pour mesure numér ique le travail de la force électr ique, pendant que 
l 'uni té d 'électr ici té positive se déplace du commencement A au bout I* 
de l'arc. 

Si s est la longueur de l'arc mesurée à part i r de A , et si l ' intensité 
résul tante R en chaque point de la courbe fait un angle s avec la tan
gente menée en ce point dans la direction positive, le travail effectué 
pour déplacer l 'uni té d 'électr ici té le long d'un élément ds de la courbe 
sera 

Ii. cos г ds, 

et la force é lect romotr ice totale E sera 

E = / H cos z ds, 
1 о 

l ' in tégrat ion s 'é tendant d'un bout à l'autre de l'arc. 
Si nous nous servons des composantes de l'inte usité, l'expression 

devient 

Si X , Y , Z sont tels que XÖÜ? -Ç- Y dy -t- rLdz soit lu différentielle 
totale d'une fonction — V de x, y, z, on aura 

E = f (Xdœ-i-Y dy-hZdz) = — f rfV = Y A - - V | . , 

l ' in tégrat ion é tant effectuée d'une manière quelconque du point A au 
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point P , suivant la courbe donnée ou suivant toute autre ligne allant 
de A à P . 

Dans ce cas, V est une fonction scalaire de la position d'un point de 
l'espace, c 'est-à-dire que, si l 'on connaît les coordonnées du point, la 
valeur de V est dé te rminée et indépendante de la position et de la d i 
l u t i o n des axes (voir § 16). 

Des fonctions de la position d'un point. 

Lorsque, dans ce qui suit, nous définirons une quant i té comme fonc
tion de la position d'un point, nous entendrons par là que, pour cha
que position du point, la fonction a une valeur dé terminée . Cela ne 
veut pas dire que cette valeur puisse toujours être expr imée p a r l a 
même formule pour tous les points de l'espace; car elle peut fort bien 
êt re expr imée par une formule d'un côté d'une surface donnée , et par 
une autre formule de l'autre côté . 

Des fonctions potentielles. 

70. La quant i té X.dx -h Ydy + Zdz est une différentielle exacte, 
toutes les fois que la force est due à des attractions ou à des répulsions 
dont l ' intensité est une fonction des distances d'un nombre quelconque 
de points. 

Soit en effet rt la distance d'un des points au point (x, f, z), et 
soit R t la répulsion : alors 

X I = R 1 £ = f l = R 1 ^ l . 
Гі ox 

On a pour Y t et Z t des expressions analogues, en sorte que 

X! dx л- Yi dy -+- Zi dz = Ri dr ; 

et puisque R, est fonction de rl seulement, V^idrt est la différen
tielle exacte d'une certaine fonction de rl} soit.— V t . 

De même, pour une autre force R 2 agissant à part ir d'un centre 
situé à la distance r2, 

X 2 dx - ь Y 2 dy -+- Z 2 dz = R 2 dr2 = — dV2, 

mais X — X t H- X 2 -h . . . et Y et Z sont composés de la même façon ; . 
par suite, 

Xdx^-Y dy^-Zdz •= — ( r f V i - H r f V j - H . . . ) = — dV. 

L'intégrale de cette quan t i t é , qui satisfait à la condition de s'annuler 
à une distance infinie, est appelée la fonction potentielle. 

Tr. d'Élect. et de Magn., I . G 
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L'usage de cette fonction dans la théor ie des attractions a été in t ro
dui t par Laplace, pour calculer l 'attraction de la Terre. Green, dans 
son « Applicat ion de l'Analyse ma théma t ique à la théor ie de l 'électri
ci té », l u i a donné le nom de fonction potentielle. Gauss, dans des 
travaux indépendants de ceux de Green, a aussi employé le mot de 
potentiel. Clausius et d'autres ont appl iqué ce terme de potentiel 
au travail qui serait effectué, si l'on écar ta i t l 'un de l'autre deux 
corps ou systèmes de corps à une distance infinie. Nous emploierons 
ce mot dans le sens des Ouvrages anglais récents , et, pour éviter 
toute ambigu ï t é , nous adopterons la définition suivante due à Sir 
W . Thomson. 

Définition du potentiel. — Le potentiel en un point est le travail 
qui serait effectué si, l 'uni té d 'é lectr ici té positive ayant été placée en 
ce point sans troubler la distr ibution électr ique actuelle, les forces 
é lect r iques agissaient sur elle et la transportaient de ce point jusqu ' à 
une distance infinie ; ou, ce qui revient au même , le travail que doit 
accomplir un agent ex té r ieur pour amener une uni té d 'électrici té po
sitive de l ' in f in i , ou de tout point où le potentiel est zéro, jusqu'au 
point considéré . 

Expression de l'intensité résultante et de ses composantes, en fonction 
du potentiel. 

71 . Puisque la force é lect romotr ice totale le long d'un arc A B 
quelconque est 

E 4 B = V A — V „ , 

en prenant ds pour cet arc A B , nous aurons pour composante de la 
force dans la direction de ds 

К c o s г — - > 
ds 

d'où, en prenant ds parallèle à chacun des axes successivement, 

Nous désignerons l ' intensité même, dont la grandeur est R et dont les 
composantes sont X , Y, Z, par la lettre gothique (£, comme au § 68. 



L E P O T E N T I E L E S T L E MÊME EN TOUS L E S POINTS SITUÉS, E T C . 83 

Le potentiel est le même en tous les points situés à l'intérieur 
d'un conducteur. 

72. U n conducteur est un corps dans lequel l 'é lectr ici té qui y est 
renfermée est l ibre de se mouvoir d'un point à un autre, lorsqu'elle 
est soumise à l'action d'une force é lec t romotr ice . Si l 'é lectr ici té est en 
équi l ib re , i l ne peut exister de force électromotr ice agissant à l ' i n 
tér ieur du conducteur; par suite, R : = o dans tout l'espace occupé par 
le conducteur. De là, i l résul te que 

dV ôV dV • - = o, — =.o, —- — o, 
dx ùy dz 

et qu'en chaque point du conducteur 

V = G , 

G étant une quan t i t é constante. 
Puisque le potentiel de tous les points compris à l ' in tér ieur du con

ducteur est С la quan t i t é G est appelée le potentiel du conducteur. 
On peut définir С : le travail que devrait accomplir un agent ex té 
rieur pour amener une uni té d 'électr ici té depuis l ' inf ini jusque sur le 
conducteur, en supposant que la présence de cette uni té ne trouble 
pas la distr ibution actuelle de l 'é lectr ici té . 

On verra au § 246 qu'en général , lorsque deux corps d'espèces d i f 
férentes sont mis en contact, une force électromotr ice agit de l 'un vers 
l'autre à travers la surface de contact; en sorte que, à l 'é tat d ' équ i 
l ibre, le potentiel de l 'un est plus élevé que celui de l'autre. Mais, 
pour l'instant, nous supposerons que tous nos conducteurs soient faits 
d'un même méta l et tenus à la même t empéra tu re . 

Si les potentiels des conducteurs A et В sont respectivement Ѵд et 
V B , la force électromotr ice qui agit le long d'un f i l méta l l ique j o i 
gnant A et В sera 

V A - V B , 

dans la direction A B , c'est-à-dire que l 'électrici té positive tendra à pas
ser du conducteur où le potentiel est le plus élevé au conducteur où 
le potentiel est le moins élevé. 

En é lec t ros ta t ique , i l existe entre le potentiel et l 'électricité 
le m ê m e rapport qu ' i l y a en Hydrostatique entre la pression et le 
lluide, et en Thermodynamique entre la t empéra tu re et la chaleur. 
L'électricité, le fluide, la chaleur tendent à passer d'un endroit à un 
autre, si le potentiel, la pression, la t empéra tu re sont plus élevés au 
premier point qu'au second. Un fluide est certainement une substance, 
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et certainement aussi la chaleur n'est pas une substance : donc, si 
nous pouvons t irer profit d'analogies de ce genre, pour nous faire 
une idée nette des relations qui existent entre les quant i tés élec
triques, nous devons bien prendre garde que l'une ou l'autre de ces 
analogies ne nous induise à croire que l 'électricité est une substance 
comme l'eau, ou un éta t de mouvement comme la chaleur. 

Potentiel dû à un système électrique quelconque. 

7 3 . Soit un point isolé chargé d'une quan t i t é e d 'é lectr ici té , et situé 
à une distance r du point (x'', y1', s'); alors 

Supposons qu ' i l y ait un nombre quelconque de points électrisés, 
dont les coordonnées soient (х\,ух,г^), (x2,yi}z2), . . . ; les charges e n 

e 2 , . . . ; et les distances au point (x',y',z')} rt, r 2 , . . . . Le potentiel du 
système en x'^y'^z' sera 

v - . ( ï ) . 

Soit p la densi té électr ique en un point (x, y, z) s i tué à l ' in tér ieur 
d'un corps électrisé : le potentiel dû à ce corps sera 

V = Jjj?-dxdydz, 
où 

r = [ О -x')*- -+- (y—f )»-t- (z - *')*]», 

et où l ' in tégrat ion est é tendue à tout le volume du corps. 

Sur la démonstration de la loi de l'inverse du carré des distances. 

7 4 a. On peut admettre que les expériences directes faites par 
Coulomb, au moyen de la balance de torsion, ont é tabl i que la force 
agissant entre les corps électrisés est en raison inverse du carré de la 
distance. Toutefois les résul ta ts que l 'on dédui t de pareilles expé
riences doivent ê t re regardés comme affectés d'une erreur qui dépend 
de l 'erreur probable de chaque expérience : or, à moins que l 'habileté 
de ' l ' opé ra t eu r ne soit très grande, l'erreur probable d'une expérience 
faite avec la balance de torsion est considérable . 

Un.e vérification bien plus rigoureuse de la lo i des forces électr iques 
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peut ê t re t i rée d'une expér ience semblable à celle qui a été décr i te 
au § 3 2 (Exp. VII). 

Cavendish, dans son Ouvrage encore inédi t ( ' ) sur l 'é lectr ic i té , fait 
dépendre d'une expérience de cette nature la démons t ra t ion de la l o i 
des forces électinques. 

I l fixait une boule sur un support isolant, attachait par des manches 
de verre deux hémisphères à deux cadres de bois mobiles autour d'un 
axe : lorsque l'on rapprochait les cadres, les hémisphères formaient, 
concentriquement à la boule, une enveloppe sphér ique isolée. 

On pouvait ensuite faire communiquer la boule avec les h é m i 
sphères au moyen d'un court fil de méta l , qu i é ta i t a t taché lu i -même 
à une corde de soie, de façon à pouvoir être ensuite re t i ré sans d é 
charger l'appareil. 

La boule é tant en communication avec les hémisphères , Cavendish 
chargeait les hémisphères avec une bouteille de Leyde, dont i l avait 
préa lablement mesuré le potentiel au moyen d'un é lec t romèt re ; aus
sitôt après , i l ret irai t par sa corde de soie le fil de communication, 
écar ta i t les hémisphères , les déchargeai t et examinait l 'é tat é lec t r ique 
de la boule, au moyen de l 'é lectromètre à balle de sureau. 

Jamais l 'é lect romètre à balle de sureau, qui , à cette époque (177З), 
passait pour l 'électroscope le plus sensible, ne put déceler aucune 
trace d 'électr isat ion. 

Ensuite, Cavendish conimuniquait à la boule une fraction connue 
de la charge primitivement donnée aux hémisphères , puis examinait 
de nouveau la boule au moyen de son é lec t romètre . 

I l trouva ainsi que, dans la p remière expér ience, la charge de la 
boule avait dû être inférieure à de la charge totale de l'appareil, 
car, si elle eû t été plus grande, elle aurait été signalée par l 'électro
mèt re . 

I l calcula ensuite le rapport de la charge de la boule à celle des 
hémisphères , dans l 'hypothèse que la répulsion étai t en raison inverse 
d'une puissance de la distance différant légèrement de 2 ; i l trouva 
ainsi que, si la différence avait été de -^ , la charge de la boule aurait été 
de Yn de la charge des hémisphères et, par suite, aurait pu êt re décou
verte au moyen de l 'é lectromètre . 

74 b. L 'expérience a été répétée récemment au laboratoire Caven
dish sous une forme un peu différente. 

(') [Publié depuis par Maxwell, sous le titre : The electrical Researches of 
the honourable Henry Cavendish, F. R. S.] 
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Les hémisphères étaient montés sur un support isolant, et la boule 
fixée à l ' in té r ieur dans la position voulue, au moyen d'un anneau d 'ébo-
nite. Grâce à cette disposition, le support isolant de la boule n 'é ta i t 
jamais soumis à l 'action d'aucune force é lect romotr ice appréciable 
et, par suite, ne se chargeait; jamais et l'influence perturbatrice de 
l 'é lectr ic i té , suintant le long des isolants, se trouvait complè tement 
é l iminée. 

A u l ieu d'enlever les hémisphères avant d'examiner le potentiel de 
la boule, on les laissait en place et on les déchargeai t en les mettant à 
la terre. L'effet d'une charge donnée restant sur la boule n 'é ta i t pas 
aussi grand que si les hémisphères avaient été enlevées, mais ce désa
vantage étai t plus que compensé par la protection absolue que le vase 
conducteur assurait contre toutes les influences perturbatrices exté
rieures. 

Le f i l méta l l ique court, qui établ issai t la communication entre la 
boule et son enveloppe, é ta i t fixé à un petit disque de métal , qui for
mait comme le couvercle d'un petit t rou p ra t iqué dans l'enveloppe : 
quand le fil et le couvercle avaient été enlevés au moyen d'une corde 
de soie, on pouvait passer par le t rou l 'électrode d'un électromètre et 
la faire reposer sur la boule in té r ieure . 

L 'é lec t romètre étai t l ' é lect romètre à quadrants de Thomson, qui est 
décr i t au § 219. La cage de l 'é lectromètre et une de ses électrodes 
é ta ient constamment reliées à la terre; l 'électrode dont on se servait 
pour l 'expérience restait à la teri'e, j u squ ' à ce que l'enveloppe sphé-
rique fût déchargée . 

Pour évaluer la charge initiale de cette enveloppe, une petite boule 
de cuivre étai t placée sur un support isolant, à une distance considé
rable de l'enveloppe. 

Les oj)érations é ta ient menées comme i l suit : 
L'enveloppe était chargée en la mettant en communication avec une 

bouteille de Leyde. 
La petite balle é ta i t mise à la terre, pour l u i donner par induction 

une charge néga t ive ; puis elle étai t laissée isolée. 
Le fil de communication de la boule à l'enveloppe était re t i ré au 

moyen d'un cordon de soie. 
L'enveloppe étai t déchargée et laissée en communication avec la 

terre. 
L 'é lec t rode d 'expérience était détachée de la terre, passée à travers 

le t rou de l'enveloppe et mise en contact avec la boule. 
On ne put observer le moindre effet sur l 'é lect romètre . 
Pour éprouver la sensibilité de l'appareil, on détachai t de la terre 
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l'enveloppe sphér ique et on déchargeai t à la terre la petite boule. On 
observait alors à l ' é lec t romètre une déviation positive D . 

Or la charge négative de la boule était d'environ de la charge 
initiale de l'enveloppe sphér ique ; et la charge positive induite par la 
boule sur l'enveloppe mise à la terre éta i t d'environ | de la charge de 
cette boule. 

Donc, lorsque la petite boule é ta i t mise à la terre, le potentiel de 
l'enveloppe étai t à peu près -щ^ de son potentiel in i t i a l . 

Or, si la répulsion étai t proportionnelle à r ? - 2 , le potentiel de la 
boule in tér ieure aurait été, d 'après l 'équat ion (22), $7kd, — 0,1478*7 
de celui de l'enveloppe. 

Donc, si z t d est la plus grande déviat ion de l 'é lectromètre qui 
puisse échapper à l'observation, q ne peut ê t re supér ieur à 

, I d 
72 D * 

Or, même dans une expérience grossière, D étai t supér ieur à bood\ 
q ne pouvait donc dépasser 

21600 

Théorie de cette expérience. 

1k c. Trouver en un point quelconque le potentiel dû à une couche 
sphérique uniforme, la répulsion, entre deux unités de matière, 
étant une fonction donnée de la distance. 

Soit <p(/") la répulsion entre deux uni tés de mat iè re si tuées à la dis
tance r, et soit f(r) tel que 

(!) £ ^ Г = / ( г ) ] = г f\(r)dr. 

Soient a le rayon de la couche sphér ique et a sa densi té superficielle ; 
si a désigne la masse totale de là couche, 

(2) a = 4 ̂  a s 
soient b la distance du point donné au centre de la couche, et r sa 
distance à un point quelconque de la couche. 

Si nous rapportons ce point de la couche à un système de coor
données sphér iques dont le pôle est au centre de la sphère et dont 
l'axe est la ligne droite menée par le point donné , 

(3) r2 = аГ-->-№— zabcosb. 
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La masse d'un élément de la couche est 

(4) <ja*sinbdb dtf, 

et le potentiel dû à cet é lément au point donné est 

(5) va* sin6 dbdy; 

expression qui doit ê t re in tégrée en «p depuis <p = о ju squ ' à <p = 2тс, 
ce qui donne 

(6) оліѵа* fill s inôdô, 

que l 'on doit in tégrer en Ѳ depuis 0 = о jusqu ' à Ѳ — TZ. 
En différentiant (3 ) , on trouve 

(7) /' dr — ab sinô db. 

Substituant dans (6) la valeur de с?Ѳ, nous avons 

(8) *n*Zf'r)dr, 

dont l ' in tégrale est 

(9) V = a « a j [ / ( r , ) - / ( r , ) ] , 

où r t est la plus grande valeur de r , qui est toujours a •+- b, et i\ sa 
plus petite valeur, qui est b — a si le point est ex té r ieur , et a — b 
s'il est in té r ieur à l'enveloppe. 

Si nous représentons par a la charge totale de l'enveloppe et par V 
son potentiel au point donné , nous aurons, pour un point ex tér ieur à 
l'enveloppe, 

(10) V = 

pour un point si tué sur l'enveloppe même, 

(»> v = ^ / < 2 a > ; 

et pour un point in té r i eur à l'enveloppe^ 

( іа ) V = I ^ [ / ( a + è ) - / ( « - 6 ) ] . 

Nous avons maintenant à dé terminer les potentiels de deux couches 
sphér iques concentriques, dont les rayons sont a pour la couche ex té 
rieure et b pour l ' in tér ieure , et dont les charges sont a et ß. 
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Appelant A le potentiel de la couche ex té r ieure et В celui de la 
couche in té r ieure , nous avons, d 'après ce qui précède , 

(13) А=^/(аа) + ^[/(а+.*)-/(а-е)]. . 

( 1 4 ) В = ^ f ( i b ) + ^ [ / ( « + 4 ) - / ( f l - ô ) ] . 

Dans la p remière partie de l 'expérience, les deux enveloppes sont 
mises en communication par le f i l court et sont portées toutes deux à 
un même potentiel V . 

En posant A — В =r= V et en résolvant- les équat ions ( i 3 ) et (1/4) 
par rapport à ß, nous trouvons la charge de l'enveloppe in tér ieure 

ti4\ fi _ . . Л / , bf(4.a) — a\f(a+-b)—f(a — b)] 

Dans l 'expérience de Cavendish, les deux hémisphères formant l'en
veloppe extér ieure étaient écartés à une distance que nous pouvons 
supposer infinie et déchargés . Le potentiel de la couche in té r i eure , 
ou de la boule, devenait alors 

(•6) B ^ ± / ( 2 b ) . 

Dans la forme sous laquelle l 'expérience a été répétée au laboratoire 
Cavendish, l'enveloppe extér ieure était laissée en place, mais reliée à 
la terre, en sorte que A = o. Dans ce cas, nous trouvons que le po
tentiel de la boule in tér ieure a pour expression en fonction de V 

74 d. Supposons maintenant, avec Cavendish, que la force varie 
en raison inverse d'une certaine puissance de la distance, peu différente 
de la deuxième, et posons 

(18) <t(r) = ri-4 

alors 

(19) f(r)= 

et si nous supposons que g est petit, nous pouvons développer cette 
formule, d 'après la propr ié té des exponentielles, sous la forme 

( 2 0 ) f(r) = r ^ i + ^ l o g r - b ^ ( ? l o g r ) 2 + . . . ] ; 
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et, si nous négligeons les termes qui renferment q*, les équat ions (16) 
et (17) deviennent 

( i l ) В І = r \ q log—; 7 7 — x l o § 7 • ) * 
4 7 2 a — b * \ 0 a'- — Ьг b * a — b j 

d'où l 'on peut t i rer q au moyen des données fournies par l 'expérience. 

74 e. C'est Laplace qui a démont ré le premier qu ' i l n'y a point 
d'autre fonction de la distance que l'inverse du car ré , pour laquelle soit 
satisfaite la condition qu'une couche sphér ique uniforme n'exerce au
cune action sur un point in té r i eur à cette couche (*) . 

Si nous supposons que, dans l ' équat ion ( i 5 ) , ß soit toujours nul , 
nous pouvons appliquer la mé thode de Laplace à la dé terminat ion de 
la foi^me de f(r). Nous avons, par l 'équat ion ( i 5 ) , 

bf(ia) — af(a-\-b)-v-af(a — b j = o. 

En différentiant deux fois, par rapport à b, et divisant par a, nous 
trouvons 

f{a + b)=f(a-b)\ 

si cette équat ion est vraie en général , c'est que 

f"(r) = Go, une constante, 
d 'où 

Л г ) = С 0 / ч - Ci 
et par (1) 

Nous pouvons remarquer que l 'hypothèse de Cavendish, qui suppose 
une force variant comme une certaine puissance de la distance, peut 
pa ra î t r e moins générale que celle de Laplace, qui suppose seulement 
la force fonction de la distance; mais que cette hypothèse est la 
seule compatible avec ce fait que des figures semblables peuvent être 
électrisées de façon à avoir des propr ié tés électr iques semblables ( 2 ) . 

(') Méc. cel., t. I, p. 2. 
( г ) [I l n'est pas inutile de faire remarquer combien il serait difficile de donner 

une démonstration expérimentale rigoureuse du fait qui paraît être considéré ici 
comme incontestable. (C) ] 
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Car, si la force étai t une fonction de la distance autre qu'une puis
sance, le rapport des forces à deux distances différentes ne serait plus 
une fonction du rapport des distances, mais dépendra i t de la valeur 
absolue de ces distances ; et, par suite, i l impliquerait le rapport de ces 
distances à une certaine longueur absolue. 

Cavendish lui-même fait remarquer que, dans son hypothèse sur 
la constitution du fluide é lec t r ique , i l est impossible que la distr ibution 
électr ique soit exactement la même sur deux corps géomét r iquement 
semblables, si les charges ne sont pas proportionnelles aux volumes. 
Car i l suppose que les 'molécules du fluide é lectr ique sont très é t ro i 
tement rapprochées , aux environs de la surface du corps, ce qui re
vient à supposer que la lo i de la répulsion n'est plus celle de l'inverse 
car ré , mais que, dès l'instant où les molécules arrivent en contact, 
leurs répulsions croissent bien plus vite que leurs distances ne di 
minuent. 

Intégrale de l'induction électrique, et déplacement électrique 
à travers une surface. 

75. Soit R l ' intensi té résu l tan te en vin point de la surface ; soit s 
l'angle que fait R avec la normale menée du côté positif de la surface; 
Rcoss est la composante de l ' intensi té , suivant la normale à la sur
face, et, si d$> est l 'é lément de surface, le déplacement é lectr ique à 
travers dS sera ( § 6 8 ) , 

- ~ KR cos г dS 

et, puisque nous ne considérons pour l'instant d'autre d ié lec t r ique que 
l 'air , К = i . 

Nous pouvons toutefois éviter d'introduire dès maintenant la théor ie 
du déplacement é lect r ique, en appelant Rcossc/S l ' induction (*) à 
travers l 'é lément dS. Cette quant i té est bien connue en Physique 
ma thémat ique , mais le nom d'induction est emprun té à Faraday. L ' i n 
tégrale de surface de l ' induction est 

j'R cos s dS, 

et, d 'après le § 21 , on voit que, si X , Y et Z sont les composantes de 

(') [Pour bien comprendre le mot induction, le lecteur doit être familiarisé 
avec tous les phénomènes physiques auxquels il est appliqué. Les considérations 
qui amènent ici l'auteur à définir mathématiquement celte expression sont évi
demment insuffisantes et présentées d'une manière artificielle. (C)] 
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R, et si ces quant i tés sont continues dans une région l imitée par une 
surface fermée S, l ' induction, comptée de dedans vers le dehors, est 

ff* coss dS =fff(% + f - ь g ) d* dy dz, 

l ' in tégrat ion é tan t é tendue à tout le volume compris à l ' in tér ieur de la 
surface. 

Induction à travers une surface fermée due à un seul centre de force. 

76. Soit e une quan t i t é d 'é lectr ici té , que l'on suppose placée en un 
point O, et soit P un point quelconque à une distance r de O, : la 
force au point P sera er~2, et sera dir igée suivant OP. 

Menons par O, j u squ ' à une distance infinie, une ligne de direction 
quelconque. Si О est extér ieur à la surface fermée, cette ligne ou 
bien ne rencontrera pas du tout la surface, ou y pénét rera et en sor
tira un même nombre de fois. Si О est in té r ieur à la surface, la ligne 
doit d'abord sortir de la surface, puis elle peut y péné t re r et en sortir 
alternativement un nombre de fois quelconque, et finit par en sortir. 

Soit e l'angle de OP et de la normale extér ieure à la surface, aux 
points où OP rencontre cette surface : toutes les fois que OP sort de 
la surface, cose est positif; et i l est négatif, toutes les fois que OP pé
nèt re dans la surface. 

Décrivons une sphère de centre О et de rayon égal à l 'uni té , et fai
sons décr i re à la ligne OP une surface conique de petite ouverture et 
de sommet O. 

Ce cône découpera un petit é lément du> sur la surface de la sphère, 
et d'autres éléments dSi} c?S2, . . . sur la surface fermée aux diffé
rents points où elle est rencont rée par la ligne OP. 

Or, puisque chacun de ses éléments coupe le cône à une distance r 
du sommet et sous un angle e, 

dS = r% séc e dw ; 

et, puisque R = er~-, nous aurons 

R cos zdS —± e du>, 

le signe H - é tant pris quand r sort de*la surface, et le signe — quand 
i l y pénè t re . 

Si le point О est extér ieur à la surface fermée, les valeurs positives 
sont en nombre égal aux valeurs négatives, de sorte que, pour une d i 
rection quelconque de /*, 

2 R coss dS = о 
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et, par suite, 

j^J*^-cos £ = o, 

l ' in tégrat ion é tant é tendue à toute la surface fermée. 
Si le point О est in té r ieur à la surface fermée, le rayon vecteur OP 

sort d'abord de la surface, donnant une valeur positive pour e doi, puis i l 
présente un nombre égal d 'entrées et de sorties, de sorte que dans ce cas 

S R cos s dS = e du>. 

En é tendant l ' in tégrat ion sur toute la surface fermée, nous com
prendrons toute la surface sphér ique dont l'aire est 4 ^ ; de sorte que 

J'J"R cos s d$> = 4 1 ï e " 

De là nous concluons que l ' induction totale produite du dedans au 
dehors d'une surface fermée, par l'action d'un centre de force e placé en 
un point O, est nulle si le point О est extér ieur à la sm^face et égale 
à l\ire si le point est in té r ieur . 

Puisque, dans l 'air, le déplacement est égal à l ' induction divisée 
par 4тг, le déplacement à travers une surface fermée, compté du dedans 
au dehors, est égal à la quan t i t é d 'électr ici té comprise dans cette surface. 

COROLLAIRE. — I l résul te aussi de là que, si la surface n'est pas 
fermée, mais l imitée par une courbe fermée donnée , l ' induction totale 
à travers cette surface est и е , ш étant l'angle solide sous-tendu en О 
par la courbe donnée. Cette quant i té ne dépend donc que de la courbe 
fermée, et la forme de la surface dont cette courbe est la l imi te pourra 
êt re changée d'une manière quelconque, pourvu qu'elle ne passe pas 
d'un côté à l'autre du centre de force. 

Des équations de Laplace et de Poisson. 

77. Puisque la valeur de l ' induction totale produite par un seul 
centre de force à travers une surface fermée ne dépend que de ce seul 
point, à savoir si le centre de force est in té r ieur ou ex té r ieur à la 
surface, et ne dépend pas autrement de la position de ce point ; si 
nous avons un nombre quelconque de pareils centres e1} e2, . . . inté
rieurs à la surface, e[, e'2, . . . ex tér ieurs à la surface, nous aurons 

J'J'R c o s & dS = ^тіе, 

e désignant la somme algébr ique de toutes les quant i tés d 'électrici té 
placées aux différents centres de forces in tér ieurs à la surface fermée, 
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c'est-à-dire la quan t i t é totale d 'é lectr ici té comprise dans cette surface, 
l 'électricité résineuse é tant comptée avec le signe —. 

Si l 'é lectr ici té est d i s t r ibuée à l ' in tér ieur de la surface, de façon que 
la densi té ne soit nulle part infinie, nous aurons, par le § 64, 

4Tie — \tzJ J"J*pdx dy dz, 
et par le § 75, 

Si nous prenons pour surface fermée la surface de l 'é lément de vo
lume dos, dy, dz, nous aurons, en égalant ces expressions, 

dX dY dZ 
-t 1- 1- y- = 4 up , 
дх ду dz 

et, s'il existe un potentiel V , nous trouvons (§ 71) 
д*У д*Ѵ d*V 
-à^^-dyï^-dJï^^^0-

Cette équat ion , dans le cas où la densi té est égale à zéro, est appelée 
équation de Laplace. Elle a été donnée pour la p remière fois par 
Poisson, sous sa forme plus générale. Elle nous permet de dé te rminer 
la distinbution de l 'é lectr ici té , quand nous connaissons le potentiel en 
chaque point. 

Comme au § 26, nous désignerons par V 2 V la quan t i t é 

~д~х~* ~dy* _ r " ds2 ' 

et nous pouvons énoncer l 'équat ion de Poisson en disant que la den
sité é lec t r ique , mul t ip l iée par 4^, est égale à la concentration du po
tentiel. Quand i l n'y a pas electrisation, le potentiel n'a pas de con
centration, et telle est l ' in terprétat ion de l 'équat ion de Laplace. 

D 'après le § 72, V est constant à l ' in tér ieur d'un conducteur; donc, 
à l ' in té r ieur d'un conducteur,, la densi té de volume est égale à zéro, et 
toute la charge doit être à la surface. 

Si nous supposons que, dans les distributions superficielles ou l i 
néa i res , la densi té de volume p de l 'électricité reste finie et que l'élec
t r ic i té soit sous la forme d'une couche mince ou d'un fil ténu, en fa i 
sant croî t re p et en diminuant l 'épaisseur de la couche ou la section 
du fil, nous tendrons vers la distr ibution superficielle ou la distribu
t ion l inéai re vraies comme limites; et l 'équat ion, restant vraie pendant 
toute l 'opérat ion, restera vraie à la l imi te , pourvu qu'on l ' interprète 
convenablement selon les circonstances. 
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Variation du potentiel sur une surface chargée. 

78 a. La fonction V doit ê t re physiquement continue, au sens dé
fini dans le § 7, sauf à la surface de séparat ion de deux mil ieux diffé
rents; dans ce cas, ainsi que nous le verrons au § 246, i l peut y avoir 
une différence de potentiel entre les deux substances, et l 'é lectr ici té 
sera en équi l ibre lorsque le potentiel en un point de l'une des sub
stances excédera le potentiel en un point voisin de l'autre substance, 
d'une quant i té constante G, dépendant de la nature des deux substances 
et de leurs t empéra tu res . 

Mais les dérivées premières de V par rapport à x, y et z peuvent 
être discontinues, et, par le § 8, les points où cette discont inui té se 
produit doivent ê t re sur une surface dont l 'équat ion peut ê t re mise 
sous la forme 

( î ) tf = <!>{X, J , = o. 

Cette surface sépare la région où tp est négatif de celle où i l est positif. 
Soient V t le potentiel en un point donné de la région négat ive , V 2 l e 

potentiel en un point donné de la région positive; en un point quel
conque de la surface pour laquelle <p = o, et que l 'on peut regarder 
comme appartenant aux deux régions, 

( 2 ) V T 4 - G = V 2 , 

où С est, le cas échéant , l 'excès constant du potentiel de la substance 
placée du côté positif de la surface. 

Soient l, m, n les cosinus directeurs de la normale v 2 menée en- un 
point donné de la surface de séparat ion, dans la région positive. Les 
cosinus directeurs de la normale Vj menée au même point de la sur
face, dans la région négative, seront — l, — m et — n. 

Les accroissements de V suivant les normales seront 

Traçons sur la surface de séparation une ligne quelconque, et soit s 
sa longueur mesurée à partir d'un point fixe sur cette ligne : en tout 
point de la surface et, par suite, en tout point de la ligne, 

V 2 — V i = G. 
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En différentiant cette équat ion par rapport à s, nous avons 

^ \ дх дх ) ds \ày ду / ds \ dz dz / ds ~~ 

et, puisque la normale est perpendiculaire à cette ligne, 

* n \ j dx dy dz 
(6) с —,—h m —~- -h n ~r- = 0 . 

as ds ds 

De (3'), (4), ( 5 ) et ( 6 ) , nous tirons ( ' ) 

(7) 

( 8 ) 

( 9 ) 

Si nous considérons la variation de l ' intensité électromotrice en 
un point , au moment où ce point traverse la surface, nous voyons que, 
des composantes de l ' intensi té , celle qui est normale à la surface peut 
subir un changement brusque à la surface, mais que les deux autres 
composantes parallèles au plan tangent restent continues quand on 
traverse la surface. 

78 b. Pour dé te rminer la charge de la surface, considérons une 
surface fermée, si tuée en partie dans la région positive, en partie dans 
la région négat ive, et renfermant par suite une partie de la surface de 
discont inui té . 

L ' in tégrale 

SI R cos s dS, 

étendue à cette surface, est égale à ^ite, e é tant la quant i té d'électri
ci té comprise dans cette surface fermée. 

P rocédan t comme au § 21 , nous trouvons 

(') [En identifiant (5) et (6), puisque la ligne est de direction arbitraire, et 
que de plus l2 + т ! + я ! = і . (C.)] 



VARIATION DU P O T E N T I E L SUR UNE SURFACE CHARGÉE. 97 

où l ' intégrale triple est é tendue à tout le volume compris dans la 
surface fermée, et l ' intégrale double à la seule surface de disconti
nui té . 

En substituant aux termes de cette équat ion leurs valeurs t irées des 
équat ions (7), (8) et (9) , 

( , , ) ^=fff^d*d*d*-ff(iiï + % ) d S -
Mais, d 'après les définitions de la densi té du volume p et de la den

sité superficielle u, 

(12) 4 тс e = 4 тс JJJ pdxdydz-\-^n JJ <J«?S; 

d'où, en comparant les derniers termes de ces deux équat ions , on 
tire 

dVx d \ t , 
(13) —j—- ~\ ~ - i - 4 T : J = o. 
4 ' avi av 2 

Cette équat ion est appelée M équation caractéristique de V sur une 
surface électrisée où la densi té superficielle est a. 

78 c. Si, dans toute l 'é tendue d'une région continue de l'espace, V 
est une fonction de x, y, z satisfaisant à l 'équat ion de Laplace 

дР-Ѵ <?»V д*Ѵ _ 
дх* ду* ~^ dz* ~ °' 

et si, dans une portion finie de cette région, V est constant et égal à C, 
V doit être constant et égal à С dans toute la région pour laquelle l'é
quation de Laplace est satisfaite. 

Si V n'est pas constant dans toute la région, soit S la surface qui 
l imite la portion finie dans laquelle V = C. 

Sur la surface S, V = C. 
Soit V une normale menée extéiûeurement à la surface S. Puisque S 

est la l imite de la région continue dans laquelle V = C, la valeur de V 
commence à différer de С à l'instant où nous franchissons la surface S 
en cheminant sur la normale v. Donc, immédia tement en dehors de S, 
dV 
-^- peut être positif ou négatif, mais ne peut être nul , sauf pour les 
normales menées le long de la ligne qui sépare une aire positive d'une 
aire négat ive . 

Mais, si v' est la normale menée vers l ' in tér ieur de la surface S, V'=r= С 

et —ГТ — o. 

Tr. d'Êlect. et de Magn., I . 7 
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Donc, en chaque point de la surface, excepté sur certaines lignes 
formant l imi te , 

dV dV', ' . 

est une quan t i t é finie, positive ou néga t ive ; et, par suite, sur la sur
face S, i l y a une distribution d 'électr ici té qui est continue en tous les 
points, excepté sur certaines lignes qui séparent les aires chargées po
sitivement des aires chargées néga t ivement . 

L 'équat ion de Laplace n'est satisfaite sur la surface que pour les 
points situés sur certaines lignes de la surface. Par suite, la surface S, 
à l ' in tér ieur de laquelle G est constant, doit comprendre toute l 'éten
due de la région dans laquelle l ' équat ion de Laplace est satisfaite. 

Force agissant sur une surface électrisée. 

79. L'expression générale des composantes de la force qui agit sur 
un corps électr isé, paral lè lement aux trois axes, est de la forme 

(14) A = JJJpXdxdydz; 

on a des expressions analogues pour les composantes В et G parallèles 
à Oy et О z. 

Mais, sur une surface électrisée, p est infini , et X est discontinu : 
nous ne pouvons donc calculer la force directement au moyen d'ex
pressions de cette forme. 

Mais nous avons fait voir que la discontinui té ne porte que sur la 
composante de l ' intensité qui est normale à la surface électrisée et que 
les deux autres composantes sont continues. 

Supposons donc que l 'on prenne l'axe des x normal à la surface en 
un point donné ; supposons aussi, au moins pour la première partie 
de cette é tude , que X ne soit pas vér i tablement discontinu, mais qu ' i l 
varie continuellement de X j à X 2 quand x varie de xl à x%. Si le résul
tat de notre calcul conduit à une valeur déterminée de la force comme 
l imi te lorsque x2 — xt décroît indéfiniment, nous pourrons considérer 
ce résul ta t comme exact pour x2 — Xi, et pour une surface électrisée 
sans épaisseur. 

Substituant à p sa valeur t rouvée au § 77, nous avons 

In tégran t cette expression par rapport à x depuis x — xt j u squ ' à 
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x — X<L , elle devient 

(,6)' A=â/7[ï ( 3 4- x , ) +А^^к) х л]*' А-
Telle est la valeur de A pour une couche parallèle au plan de yz et 

d 'épaisseur x% — xt. 

Puisque Y et Z sont continus, ^ - H — est fini, et, puisque X est 

également fini, 

où G est la plus grande valeur que prenne -t- X de x — xx à 

x •=• x2. 
Donc, quand décroît au delà de toute l imi te , ce terme tend 

vers zéro, et i l reste 

(17)
 А=УУ ^(n-^)dydz, 

où X t est la valeur de X du côté négatif, et X 2 du côté positif de la 
surface. 

Mais, d 'après le n °78 , 

(18) X 2 - X 1 = = - ^ - ^ = 4 ™ , 

de sorte que nous pouvons écrire 

(19) A — J J ~ ( X s + X i ) ( 7 « ? 7 e?̂ . 

I c i t / / ßfe est l 'é lément de surface, и la densi té superficielle, et 
j ( X 2 -+- X t ) est la moyenne a r i thmé t ique des intensités é lectromotr ices 
des deux côtés de la surface. 

Donc, un élément d'une surface électrisée est soumis à l'action d'une 
force dont la composante normale à la surface est égale au produit de 
la charge de l 'é lément par la moyenne a r i thmét ique des intensités 
é lectromotr ices normales, de chaque côté de la surface. 

Puisque les deux autres composantes de l ' intensité électromotrice 
ne sont pas discontinues, i l ne peut y avoir de doute dans l 'évalua
t ion des composantes correspondantes de la force qui agit sur la sur
face. 

Nous pouvons maintenant supposer que la normale à la surface ait 
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une direction quelconque par rapport aux axes : l'expression géné
rale des composantes de la force qui agit sur un élément dS s 'écrira 
alors 

A = 2

L ( X i + X 2 ) a r f S , 

В = 7(Y|-+- Y2)<rrfS, 

G = i ( Z 1 - b Z 2 ) f f ^ S . 

Surface électrisée d'un conducteur. 

80. Nous avons déjà mont ré que, dans tout l ' in tér ieur d'un con
ducteur en équi l ibre é lectr ique, X = Y = Z = о, et que, par suite, 
V est constant. 

Donc 
dX àY dZ 
d^ + oy~h^= | 7 ÎP = ° ' 

et par suite p doit ê t re nul dans tout l ' in tér ieur du conducteur; ou 
bien, i l n'y a pas d 'électr ici té à l ' in tér ieur .du conducteur. 

Donc une distr ibution superficielle d 'électr ici té est la seule pos
sible sur un conducteur en équi l ibre . 

Une distr ibution s 'é tendant à toute la masse du corps ne peut exister 
que si le corps est un non-conducteur. 

Puisque l ' intensité résul tante à l ' in tér ieur du conducteur est zéro, 
l ' intensi té résu l tan te , immédia tement en dehors du conducteur, doit 
ê t re dir igée suivant la normale, égale à 1\TZC, en la comptant du dedans 
vers le dehors du conducteur. 

Cette relation entre la densi té superficielle et l ' intensité résul tante 
près de la surface d'un conducteur est connue sous le nom de loi de 
Coulomb, Coulomb ayant établi par expérience que l ' intensité de la 
force é lec t r ique , près d'un point donné sur la surface d'un conducteur, 
est normale à la surface et proportionnelle à la densité superficielle 
au point donné . La relation numér ique 

R = 4 1 T < y 

a été établie par Poisson. 
La force qui agit sur un élément dS de la surface électrisée d'un 

conducteur est, d 'après le § 79 (puisque l ' intensité est nulle sur le 
cô té in té r ieur de la surface), 

- Rcr dS = aits* dS = Л R 2 dS. 

Cette force est dir igée vers l 'extér ieur du conducteur, que la charge 
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soit positive ou négat ive ; sa valeur, en dynes par cent imèt re carré , est 

2 8lT 

et elle agit comme une pression appl iquée la surface du conduc
teur et dir igée vers l 'extér ieur . 

81- Si maintenant nous supposons que l'on électrisé un corps de 
forme allongée, nous pouvons, en faisant décroî t re ses dimensions la
térales , arriver à concevoir une ligne électrisée. 

Soient ds la longueur d'une partie de ce corps allongé, с sa circon
férence, a la densité superficielle de l 'électricité à sa surface; alors, si 
X est la charge par uni té de longueur, X = c<7, et l ' intensité é lec
trique résul tante près de la surface est 

/Lira = дтс — • 
с 

Si с décroî t indéfiniment, tandis que X reste fini, l ' intensité à la 
surface augmente indéfiniment. Or, pour tout dié lect r ique, i l y a une 
l imite au delà de laquelle l ' intensité ne peut plus être augmentée 
sans qu ' i l y ait décharge disruptive; une distribution dans laquelle 
une quant i té finie d 'électrici té serait placée sur une portion finie 
d'une ligne est donc incompatible avec l 'état des choses dans la 
nature. 

Lors même que l 'on trouverait un isolant à travers lequel une force 
infinie ne ferait point passer une décharge , i l serait impossible de 
charger un conducteur l inéaire d'une quant i té finie d 'é lec t r ic i té ; car 
i l faudrait une force é lect romotr ice infinie pour amener l 'électricité 
sur le conducteur l inéaire . 

De la même maniè re , on peut montrer qu'un point chargé d'une 
quant i t é finie d 'électrici té ne saurait exister dans la nature. I l est 
avantageux, cependant, de parler dans certains cas de lignes et de 
points électrisés, et nous pouvons supposer que ces lignes et ces points 
soient figurés par des fils électrisés ou par de petits corps dont les 
dimensions soient négligeables à côté des distances principales que 
l'on considère. 

Puisque la quant i té d 'électricité répar t ie sur une longueur donnée 
d'un fil à un potentiel donné décroît indéfiniment quand le diamètre 
du fil décroî t indéfiniment, la distribution de l 'électricité sur des corps 
de dimensions considérables ne sera pas sensiblement altérée si l'on 
introdui t dans le champ des fils métal l iques très fins, tels que ceux 
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qui servent à é tabl i r les communications électr iques entre ces corps 
et la terre, une machine é lect r ique ou un é lec t romètre . 

Des lignes de force. 

^ 82. Si nous menons une ligne dont la direction coïncide en chaque 
point avec celle de la force résul tante en ce point, cette ligne est 
appelée ligne de force. 

En tous les points de son parcours, une ligne de force va des points 
où le potentiel est le plus haut à ceux où i l est le plus bas. 

Une ligne de force ne peut donc être fermée sur elle-même, mais 
elle a forcément une origine et une fin. Le commencement d'une 
ligne de force doit ê t re sur une surface électrisée positivement, la fin 
sur une surface électrisée négat ivement . 

Le point in i t i a l et le point terminal de la ligne sont appelés des 
points correspondants sur la surface positive et la surface néga
t ive. 

Si la ligne de force se meut de manière que son ji>oint in i t i a l d é 
crive une courbe fermée sur la surface positive, son point terminal 
tracera une courbe fermée correspondante sur la surface négat ive, et 
la ligne de force e l le-même engendrera une surface tubulaire, que l'on 
appelle un tube d'induction ou un solénoïde 

Puisque, en un point quelconque de la surface tubulaire, la force résul
tante est comprise dans le plan tangent, i l n'y a pas induction à travers 
la surface. Donc, si le tube ne renferme pas de corps électrisé, la valeur 
totale de l ' induction à travers la surface fermée que forment la surface 
tubulaire et ses deux extrémités sera nulle, d 'après le § 77, et les va
leurs de J'j" Rcos EÖ?S pour les deux extrémités doivent être égales et 

de signes contraires. 
Si ces surfaces sont des surfaces de conducteurs, s = o e t R = — ̂ ъа 

et J'J* R cos г dS devient -—• 4 ̂ J J <*dS, c 'es t -à-di re la charge de la 
surface mul t ip l iée par 4^-

Donc la charge positive, comprise dans la courbe fermée à un 
des bouts du tube, est numér iquement"éga le à la charge négative 
comprise dans la courbe fermée correspondante, à l'autre bout du 
tube. 

( 1 ) De столбу, tube. Faraday emploie dans le même sens le terme de sphondy-
loïde (З271). 
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Plusieurs résul ta ts importants peuvent se dédui re des propr ié tés des 
lignes de force. 

La surface in tér ieure d'un vase conducteur fermé est en t iè rement 
l ibre de toute charge, et le potentiel de tous les points in té r ieurs est 
le même que celui du conducteur, pourvu qu ' i l n'y ait point à l ' in té 
rieur du vase de corps électrisé isolé. 

En effet, une ligne de force doit commencer sur une surface chargée 
positivement et finir sur une surface chargée néga t ivement ; et, puis
qu ' i l n'y a pas de corps électrisé à l ' in té r ieur du vase, une ligne de 
force, s'il en existe à l ' in té r ieur du vase, ne peut que commencer et 
finir sur la surface in tér ieure du vase. 

Mais le potentiel doit ê t re plus élevé au commencement qu 'à la fin 
d'une ligne de force; d'autre part, le potentiel doit être le même en 
tous les points d'un conducteur en équi l ibre é lec t r ique . 

Donc i l ne peut exister aucune ligne de force dans l'espace com
pris à l ' in tér ieur d'un vase creux qui ne renferme aucun corps élec
trisé. * 

Si un conducteur, placé à l ' in tér ieur d'un vase clos, est mis en 
communication avec ce vase, son potentiel devient le même que celui 
du vase et sa surface devient le prolongement de la surface in tér ieure 
du vase. Le conducteur doit donc se décharger de toute electri
sation. 

Si nous supposons que la surface d'un corps électrisé soit divisée en 
parties élémentaires telles que la charge de chaque élément soit égale 
à l 'uni té , et si l 'on trace dans le champ de force des solénoïdes, ayant 
ces éléments pour bases, l ' intégrale prise sur une surface quelconque 
sera représentée par le nombre des solénoïdes que rencontre cette sur
face. C'est dans ce sens que Faraday utilise sa conception des lignes 
de force, pour représenter en chaque point du champ, non seulement 
la direction, mais aussi la grandeur de la force. 

Nous avons employé l'expression de lignes de force, parce que c'est 
celle dont se sont servis Faraday et d'autres. Mais, rigoureusement, ces 
lignes devraient être appelées lignes d'induction électrique. 

Dans les cas ordinaires, les lignes d'induction représentent en chaque 
point la direction et la grandeur de l ' intensi té é lect romotr ice résul
tante, parce que l ' intensité et l ' induction sont dans la même direction 
et dans un rapport constant. Mais i l y a d'autres cas où i l est impor
tant de se souvenir que ces lignes représentent seulement l ' induction, 
et que l ' intensité est dé terminée par les surfaces équipotentiel les , 
puisqu'elle est normale à ces surfaces et inversement proportionnelle 
à la distance de deux surfaces consécutives. 
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Du pouvoir inducteur spécifique. 

83 a. Dans l 'é tude des intégrales de surface qui précède, nous 
avons adopté la conception ordinaire d'une action directe à distance, 
et nous n'avons pas fait entrer en considérat ion les effets qui dé
pendent de la nature du dié lect r ique au sein duquel on observe les 
forces. 

Or Faraday a observé que la quan t i t é d 'é lectr ici té induite par une 
force é lec t romotr ice donnée sur la surface du conducteur qui l imite 
un d ié lec t r ique n'est pas la même pour tous les dié lect r iques . La quan
ti té d 'é lectr ic i té induite est plus considérable pour la plupart des dié
lectriques solides ou liquides que pour l 'air et les gaz. Aussi dit-on que 
ces corps ont un pouvoir inducteur spécifique supér ieur à celui de 
l 'a ir , qu i est pris comme mil ieu type. 

Nous po'uvons exprimer la théor ie de Faraday sous une forme ma
théma t ique en disant que, dans un mi l ieu d ié lec t r ique , l ' induction à 
travers une surface est égale au produit de la force électr ique normale 
par le coefficient de pouvoir inducteur spécifique du mil ieu. Si nous 
désignons ce coefficient par K , nous devrons, dans tout le cours de 
l ' é tude des in tégrales de surface, mult ipl ier X , Y et Z par K , en sorte 
que l 'équat ion de Poisson devient 

дх дх ду ду dz dz л^Р —• °-

A la surface de séparat ion de deux mil ieux dont les pouvoirs induc
teurs sont K. t et K 2 et les potentiels V t et V 2 , l 'équat ion caractér is
tique (*) s 'écrira 

(2) K t - 7 - ^ 4- K 2 -b 4TCIT = o, 

fltvj «v 2 

où Vj et v 2 sont les normales menées dans les deux milieux et <r la 
densi té superficielle vraie à la surface de séparat ion, c'est-à-dire la 
quan t i t é d 'é lectr ici té qui existe effectivement à la surface sous forme 
de charge, et qui ne peut être al térée que si l 'on apporte de l 'é lectr i 
ci té en ce point ou si l 'on en retire. 

Distribution apparente de l'électricité. 

83 b. Si , partant de la distribution effective du potentiel, nous en 

(') Voir § 78 b. 
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déduisons la densi té de volume p' et la densi té superficielle a', dans 
l 'hypothèse que К est toujours égal à l 'uni té , nous pouvons appeler p' 
la densi té de volume apparente et <J' la densi té superficielle appai^ente : 
car une distr ibution é lect r ique ainsi définie rendrait compte de la dis
t r ibut ion effective du potentiel, si l 'on suppose que la lo i des forces 
électr iques donnée au § 66 ne demande point à être modifiée, à raison 
des propr ié tés différentes des divers dié lect r iques . 

La charge apparente d 'électr ici té comprise dans une région donnée 
peut augmenter ou diminuer sans qu ' i l passe d 'électr ici té à travers la 
surface qui l imite la région. Nous devons donc la distinguer de la 
charge vraie qui satisfait à l 'équat ion de cont inu i té . 

Dans un mil ieu dié lect r ique hétérogène, où К varie d'une manière 
continue, si p' est la densi té de volume apparente, 

d*Y d*Y d*Y , , 
(3) ^ + 7 F ^ d ü - - M * P = o . 

Comparant cette équat ion à celle qui précède , nous trouvons 

дК дУ дК dY дК dY 
( 4 ) 4 * ( p _ p ) + + + о. 

L'électr isat ion vraie, représentée par p, produira, dans le diélec
trique dont le pouvoir inducteur variable est représenté par K , le 
même potentiel en chaque point, que donnerait la distr ibution appa
rente représentée par p' dans un dié lect r ique dont le pouvoir induc
teur serait partout égal à l 'uni té . 

La charge superficielle apparente a' se dédui t des forces é lec t r iques 
dans le voisinage de la surface, au moyen de l 'équat ion carac tér i s t ique 
ordinaire 

/ r \ dY\ dY% , , 
(5) -=-1 4- - j-= 4- 4 T O T ' = o. 

avj «v 2 

Si un dié lec t r ique solide de forme quelconque est un isolant par
fait, et si sa surface ne reçoit aucune charge, l 'électrisation vraie reste 
égale à zéro, quelles que soient les forces électr iques qui agissent sur 
l u i . 

Donc 
v dVt v dY, Ki -j- -+- K 2 — = o, av t av2 

dYi , , K 2 dY, , , Ki 
= 4TTŒ — , = 4 T O J 

d^i 4 Ki — K 2 ö?v2

 4 Ki — K 2 

La densité superficielle a' est celle de l 'électrisation apparente pro-
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cluite par induction à la surface du dié lec t r ique solide. Elle disparaî t 
en t i è rement lorsqu'on supprime la force inductrice; mais si, pendant 
que cette force inductrice agit, on décharge l 'électrisation apparente 
de la surface en passant une flamme sur cette surface, on fera appa
ra î t re une electrisation vraie opposée à a', auss i tô t que l 'on suppri
mera la force inductrice ( J ) . 

(') Voir FARADAY : Remarks on static Induction {Proceedings of the Royal 
Institution, T2 feb. i858), et le § 58 relatif à la tourmaline. 
„ [Maxwell passe ici brusquement d'une conception de l'électricité à l'autre. 
L'équation de Poisson est indépendante de la définition de l'induction, qui n'y 
entre pas; l'équation (i) ne peut être considérée comme une définition nouvelle 
de la quantité d'électricité; cette équation est en effet une simple équation de 
continuité, et résulte des définitions du § G2. Elle exprime que la quantité 
d'électricité p dx dy dz est la somme des déplacements électriques sur les faces 
du parallélépipède infiniment petit, et l'équation ( 2 ) du § 83 a est aussi une équa
tion de continuité relative à un petit cylindre normal à la surface des séparations 
des deux milieux. Cette définition de ce que Maxwell appelle la quantité vraie 
d'électricité coïncide avec celle de la quantité apparente d'électricité, c'est-
à-dire avec la définition du § 65, tirée des lois de Coulomb, quand le diélectrique 
est le vide. (P.)] 
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C H A P I T R E I I I . 

D U T R A V A I L ÉLECTRIQUE E T D E L'ÉNERGIE D'UN S Y S T E M E . 

D E C O N D U C T E U R S . 

Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour charger d'une 
manière donnée un système électrisé. 

84. Le travail dépensé pour apporter une quan t i t é 8e d 'électr ici té 
depuis l ' inf ini ou tout autre point où le potentiel est zéro jusqu'en un 
point donné du système où le potentiel est V , est, par la définition 
même du potentiel (voir § 70), 

VSe. 

L'effet de ce transport est d'augmenter de oe la charge en ce point 
donné du système, en sorte que, si la charge y é t a i t e, elle devient 
e -t- Se après l 'opérat ion. 

Nous pouvons donc exprimer le travail dépensé pour produire un 
changement donné dans la charge du système par l ' intégrale 

( i ) W = s(yVafe), 
où la sommation E s'étend à toutes les parties du système électr isé. 

De l'expression du potentiel donnée au § 73, i l ressort que le po
tentiel en un point peut être considéré comme la somme d'un nombre 
quelconque de parties, dont chacune est le potentiel dû à une portion 
correspondante de la charge du système. 

Si donc V est en un point donné le potentiel dû à un système de 
charges, que nous pouvons appeler 2 ( e ) , et si V est, au même point, 
le potentiel dû à un autre système de charges 2 ( e ' ) , le potentiel pro
duit en ce point par l'ensemble des deux systèmes de charges existant 
s imul tanément sera 

V + V . 

Par suite, si chacune des charges du système est al térée dans le 
rapport de n à i , le potentiel en un point quelconque du système est 
aussi modifié dans le rapport de и à i . 

Supposons donc que l 'opérat ion qui consiste à charger un conduc-
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duite par induction à la surface du dié lec t r ique solide. Elle disparaî t 
en t i è rement lorsqu'on supprime la force inductrice; mais si, pendant 
que cette force inductrice agit, on décharge l 'é lectr isat ion apparenté 
de la surface en passant une flamme sur cette surface, on fera appa
ra î t re une electrisation vraie opposée à a', auss i tô t que l'on suppri
mera la force inductrice (*). 

(') Voir FARADAY : Remarks on static Induction (Proceedings of the Royal 
Institution, T2 feb. i858), et le § 58 relatif à la tourmaline. 
„ [Maxwell passe ici brusquement d'une conception de l'électricité à l'autre. 

•L'équation de Poisson est indépendante de la définition de l'induction, qui n'y 
entre pas; l'équation (i) ne peut être considérée comme une définition nouvelle 
de la quantité d'électricité; cette équation est en effet une simple équation de 
continuité, et résulte des définitions du § 62. Elle exprime que la quantité 
d'électricité p dx dy dz est la somme des déplacements électriques sur les faces 
du parallélépipède infiniment petit, et l'équation ( 2 ) du § 83 a est aussi une équa
tion de continuité relative à un petit cylindre normal à la surface des séparations 
des deux milieux. Cette définition de ce que Maxwell appelle la quantité vraie 
d'électricité coïncide avec celle de la quantité apparente d'électricité, c'est-
à-dire avec la définition du § 65, tirée des lois de Coulomb, quand le diélectrique 
est le vide. (P.)] 
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C H A P I T R E I I I . 

DU TRAVAIL ÉLECTRIQUE ET DE L'ÉNERGIE D'UN SYSTEME . 
DE CONDUCTEURS. 

Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour charger d'une 
manière donnée un système électrisé. 

84. Le travail dépensé pour apporter une quan t i t é 8e d 'électr ici té 
depuis l ' inf ini ou tout autre point où le potentiel est zéro jusqu'en un 
point donné du système où le potentiel est V , est, par la définition 
même du potentiel (voir § 70), 

V 8e. 

L'effet de ce transport est d'augmenter de 8e la charge en ce point 
donné du système, en sorte que, si la charge y étai t-e, elle devient 
e H- 8e après l 'opérat ion. 

Nous pouvons donc exprimer le travail dépensé pour produire un 
changement donné dans la charge du système par l ' intégrale 

(1) W = z(^fYde 

où la sommation S s'étend à toutes les parties du système électr isé. 
De l'expression du potentiel donnée au § 73, i l ressort que le po

tentiel en un point peut être considéré comme la somme d'un nombre 
quelconque de parties, dont chacune est le potentiel dû à une portion 
correspondante de la charge du système. 

Si donc V est en un point donné le potentiel dû à un système de 
charges, que nous pouvons appeler 2 (e ) , et si V est, au même point, 
le potentiel dû à un autre système de charges S(e ' ) , le potentiel pro
duit en ce point par l'ensemble des deux systèmes de charges existant 
s imul tanément sera 

V + V . 

Par suite, si chacune des charges du système est altérée dans le 
rapport de я à 1, le potentiel en un point quelconque du système est 
aussi modifié dans le rapport de я à 1. 

Supposons donc que l 'opérat ion qui consiste à charger un conduc-
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teur soit menée de la maniè re suivante. Prenons d'abord le système 
l ibre de toute charge et au potentiel zéro, et chargeons-en s imul tané
ment les différentes parties, chacune proportionnellement à la charge 
qu'elle doit posséder finalement. 

Ains i , e é tan t la charge finale et V i e potentiel final que doit prendre 
un point quelconque du système, à un instant quelconque de l 'opération 
sa charge sera ne et son potentiel nY, et nous pourrons représenter 
toute l 'opérat ion de la charge, en supposant que n croisse d'une ma
nière continue de о à i . 

Pendant que n c ro î t de n à un point du système dont la 
charge finale doit ê t re e, et le potentiel final V , reçoit un accroisse
ment de charge ebn, et son potentiel est nY ; le travail effectué pen
dant cette opérat ion est donc 

eY nbn. 

Le travail total accompli pour charger le système est 

( a ) SeV f лАі = | 2 (еѴ ) , 
« Л 

c'est-à-dire la demi-somme des produits des charges des différents 
points du système par leurs potentiels respectifs. 

Tel est le travdil que doit accomplir un agent ex tér ieur pour char
ger le système de la façon ind iquée ; mais, puisque le système est un 
système conservatif, le travail nécessaire pour amener le système à ce 
m ê m e éta t par tout autre procédé sera forcément le même . 

Nous pouvons donc appeler 

(3) W = -JS(eV) 

Y énergie électrique du système, expr imée en fonction des charges des 
différentes parties et de leurs potentiels. 

85 a. Supposons maintenant que le système passe de l 'état ( e ,V) à 
l 'é tat ( e ' , V ) par une suite d 'opérat ions au cours desquelles les diffé
rentes charges croissent s imul tanément , et chacune proportionnelle
ment à son accroissement total e'— e. 

Si, à un instant quelconque, la charge d'une partie du système est 
e-hn(e'—e), son potentiel sera Y-\-n(Y'—V) et le travail néces
saire pour faire varier la charge de cette portion sera 

f (e'- e)[Y-h n(V — Y)]dn = \(e'— e ) ( V + V ) . 
«л» 
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Si donc nous représentons par W l 'énergie du système dans l 'état 
(e',V), 

(4) • W ' - W = i - £ ( e ' - e ) ( V H - V ) . 

Mais 

W = { S ( e V ) , W ' = j S ( e ' V ' ) . 

En substituant ces valeurs dans l 'équat ion (4), on trouve 
(5) 2 ( e V ' ) = S(e'V) ( i ) . 

Donc, dans un système invariable de conducteurs électrisés, si l 'on 
considère deux états d 'électr isat ion différents, la somme des produits 
des charges dans le premier état par les potentiels des mêmes points 
des conducteurs dans le second état est égale à la somme des pro
duits des charges dans le second état par les potentiels des mêmes 
points dans le premier é ta t . 

Ce résul ta t correspond, dans la théor ie é lémentai re de l 'é lectr ic i té , 
au théorème de Green dans la théor ie analytique. En choisissant con
venablement l 'état in i t i a l et l 'étal final du système, on peut en dédui re 
un grand nombre d'utiles résul ta ts . 

85 b. De (4) et (5 ) , nous tirons une autre expression de l'accroisse
ment d 'énergie , en fonction de l'accroissement des potentiels, 

(6) W — W = J S ( e 4 - e ' ) ( V ' — V ) . 

Si les accroissements sont infiniment petits, (4) et (6 ) pourront 
s'écrire 

d W = 2 ( V 8 e ) = S ( e 8 V ) , 

et si nous désignons par W e et W y les expressions de W en fonction 
des charges ou en fonction des potentiels, par A,, un conducteur par
ticulier du système, par e,. et V,. sa charge et son potentiel, 

(9 ) 

('•) [Si m et m' sont les deux masses, r leur distance, on a 

„ ее' I / Е е ' \ i „ , / Е е E — = - Se ( ) = - Se' — r 2 \ f J 2 \ r 

c'est-à-dire la |formule (5) démontrée indépendamment de toute considération 
mécanique : cette identité est indépendante de la loi de l'attraction, car on peut 
substituer à /• une fonction quelconque de /• sans la modifier. (P-)] 
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8 6 . Si, dans un système invariable de conducteurs, l 'un d'entre eux, 
que nous désignerons par A , , n'a de charge n i dans l 'état i n i t i a l , n i 
dans l 'é tat final, et et e't sont nuls pour ce conducteur, en sorte que les 
termes dépendan t de At s'annulent dans les deux membres de l ' équa
t ion (5 ) . 

Si un autre conducteur, Au, est au potentiel zéro dans les deux 
états du système, V „ = о et — o, et les termes dépendant de A„ 
disparaissent des deux membres de l 'équat ion ( 5 ) . 

Si donc tous les conducteurs du système, sauf deux, A,, et As, sont 
ou bien isolés et privés de charge, ou bien reliés à la Terre, l ' équa-
quation (5) se rédu i t à la forme 

( io) вгѵ;.ч-в,ѵ; = е ; ѵ , . - ь е ; ѵ , ; 

si dans l 'état in i t i a l 
er — I et es = o, 

et si dans l 'é ta t final. 
е/. = о et e's — i , 

l ' équat ion ( i o ) devient 

d o v ; = v „ 

c 'est-à-dire que, si une charge égale à l 'uni té , communiquée à A,., 
porte As au potentiel V , une charge égale à l 'uni té , communiquée à As, 
portera A,, au même potentiel, pourvu que chacun des autres conduc
teurs du système soit ou bien isolé et privé de charge, ou bien mis à 
la Terre de façon que son potentiel soit zéro . 

C'est le premier exemple que nous rencontrons en électrici té d'une 
relation de réciproci té De pareilles relations se trouvent dans 
toutes les branches de la Science et permettent souvent de dédui re 
la solution de problèmes nouveaux de problèmes plus simples et déjà 
résolus . 

Ains i , de ce fait qu'en un point extér ieur à une sphère conductrice 
dont la charge est i le potentiel est r - 1 , r é tant la distance du point 
au centre de la sphère , nous concluons qu'un petit corps ayant une 
charge i , et placé à une distance r du centre d'une sphère conductrice 
non chargée , porte le potentiel de cette sphère à la valeur r~l. 

Supposons maintenant que dans l 'état in i t i a l 

V,. = I et V., = o, 

(') Cette relation de réciprocité deviendra bien plus claire après la lecture du 
§87. (C.)] 
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et que clans l 'état final 
v ; = o et v ; = i , 

l 'équat ion (10) devient 

(12) es=e'r, 

c'est-à-dire que, si A,, por té au potentiel 1 indui t sur As une charge e, 
Âs por té au potentiel 1 induira sur A,, une charge égale e. 

Supposons, en t rois ième l ieu, que dans l 'état in i t i a l 

Y,. = 1 et e.s. = 0, 
et que dans l 'état final 

V,, = о et e'g = i ; 

l 'équat ion (10) deviendra dans ce cas 

(13) e,'. + V j = o . 

Donc, si, As n'ayant point de charge, le fait de porter A,, au poten
tiel i élève As au potentiel V , quand on maintiendra A,, au potentiel 
zéro, une charge égale à l 'uni té communiquée à A , induira sur A,, 
une charge négat ive dont la valeur numér ique est V . ' 

Dans tous les cas examinés , nous pouvons supposer que certains des 
conducteurs soient isolés et privés de charge, et que les autres soient 
reliés à la Terre. 

Le troisième cas est une forme élémentai re d'un des théorèmes de 
Green. Comme exemple de la façon de l'employer, supposons que nous 
ayons déterminé , pour les divers éléments d'un système conducteur 
maintenu au potentiel zéro, la distribution des charges é lect r iques 
induites par une charge égale à l 'uni té communiquée à un corps donné 
As du système. 

Soit 7),. la charge que prend A,, dans ces circonstances. Si mainte
nant nous supposons As pr ivé de charge, et les autres corps por tés 
chacun à un potentiel différent, le potentiel de As sera 

(14) V , = - S ( 7 ) , V , ) . 

Par exemple, si en un point donné d'un vase conducteur creux nous 
avons déterminé la densité superficielle de la charge induite par l ' u 
nité de charge placée en un point donné à l ' in tér ieur du vase, et si 
nous connaissons la valeur du potentiel en chaque point d'une surface 
de même forme et de mêmes dimensions que la surface in tér ieure du 
vase, nous pouiTons conclure le potentiel en un point in tér ieur occu
pant une position correspondant à celle de l 'uni té de charge. 

Donc, si l'on connaît le potentiel pour tous les points d'une surface 
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fermée, on peut le dé te rmine r pour tout point in té r ieur à la surface, 
pourvu qu'elle ne renferme pas de corps électr isé, et pour tout point 
ex té r ieur , pourvu qu ' i l n'y ait point de corps électrisé au dehors de 
la surface. 

Théorie d'un système de conducteurs. 

87. Soient A , , A 2 , . . . , А Д n conducteurs deforme quelconque; soient 
elt e 2 , . . . , etl leurs charges, et V j , V 2 , . . . ,V„ leurs potentiels. 

Supposons que le mil ieu d ié lec t r ique qui sépare les conducteurs 
reste le m ê m e et ne se charge point d 'électr ici té au cours des opéra
tions que nous avons à considérer . 

Nous avons mont ré au § 84 que le potentiel de chaque conducteur 
est une fonction l inéaire homogène des n charges. 

Donc, puisque l 'énergie é lec t r ique d'un système est la demi-somme 
du produit du potentiel de chaque conducteur par sa charge, l 'éner
gie é lec t r ique doit ê t re une fonction homogène du second degré des 
n charges, de la forme 

( i5) We=)ipiiel-^pnelei + jpiiel+plueiea-hjyMeie3-+-lp3ie%-+-... 

l 'indice e signifiant que W est expr imé en fonction des charges. Lors
qu'on écri t W sans indice, on a en vue l'expression (3) , où figurent les 
charges et les potentiels. 

On peut dédu i re de cette expression le potentiel d'un quelconque 
des conducteurs; car, puisque le potentiel est défini le travail qu ' i l faut 
accomplir pour amener l 'uni té d 'électrici té du potentiel zéro au po
tentiel donné , et puisque ce travail se dépense pour accroî t re W , nous 
n'avons qu 'à différentier W e par rapport à la charge d'un conducteur 
donné pour obtenir le potentiel de ce conducteur ( ' ) . Nous obtenons 

(') [On a en effet (§ 84) 

d'où, à la limite, 

lorsque la seule variable est la charge du conducteur. Le lecteur doit se familia
riser avec les différents points de vue suivartt lesquels on peut considérer le tra
vail des forces électriques : à chaque point de vue correspond une variable indé
pendante différente. La première fois (§ 70) que l'expression analytique du travail 
a été introduite, la variable indépendante était la distance; ici, c'est la charge; 
plus loin (équations i8, io et 21), c'est le potentiel. Les deux éléments e et V 
entrant symétriquement dans l'expression de l'énergie W = -^SeV, on est con
duit naturellement aux deux systèmes symétriques de relations (i5), (16) et 
I 18) , (21). ( C ) ] 

ÔW = V Se, 

de 
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système de n équat ions l inéaires qui expriment les n potentiels en 
fonctions des n charges. 

Les coefficients p,.s sont appelés coefficients de potentiel; chacun a 
deux indices correspondant, le premier à l ' indice de la charge, le se
cond à l 'indice du potentiel. 

Le coefficient prr, pour lequel les deux indices sont les mêmes , re
présente le potentiel de A,., quand sa charge est égale à l 'uni té et que 
celle des autres conducteurs est zéro. I l y a n coefficients de cette 
espèce, un pour chaque conducteur. 

Le coefficientp r s , dans lequel les deux indices sont différents, re
présente le potentiel de A^, quand A ; . reçoi t une charge égale à l ' u 
n i té , la charge de tous les autres conducteurs, sauf A,., é tant nulle. 

Nous avons déjà mont ré , au § 86, que prs — pSn mais nous pouvons 
le prouver d'une façon plus rapide, en remarquant que 

P r s de,. ~ der "àes ~ des der ~ des 

Le nombre des coefficients à deux indices différents distincts les uns 
des autres est donc \ n(n — i ) , puisqu'i l y a un de ces coefficients par 
couple de conducteurs. 

En résolvant les équat ions (16) par rapport à eif e2, ..., nous avons 
n équat ions donnant les charges en fonction des potentiels 

On a aussi, dans ce cas, qrs — qsr, car 

_ dlL - JL !™1 - J L _ àes _ 

(19) q r s - ws - d Y s d Y r - d Y r à y s - dyr - Vf. 
En substituant ces valeurs des charges dans l 'équat ion de l 'énergie 

électr ique 

( 2 0 ) W = ICejVi - i - . . .•+- e,.Vr + . . . - f - І я Ѵ«), 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 8 
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nous obtenons une expression de l 'énergie en fonction des potentiels : 

(21) W v = i ? u V f + діаѴіѴ,+іг?22Ѵ| + ? і з Ѵ 1 Ѵ з + 7 2 3 Ѵ 2 Ѵ з - ь ! ? з з Ѵ ! + . . . . 

U n coefficient dans lequel les deux indices sont les mêmes est 
appelé capacité électrique du conducteur auquel i l correspond. 

Définition. — La capaci té d'un conducteur est la charge de ce con
ducteur quand son potentiel est égal à l 'uni té et que celui des autres 
conducteurs est nu l . 

Telle est la définition de la capaci té proprement dite d'un conduc
teur, quand on ne fait point d'autres spécifications. Mais i l est quel
quefois avantageux de spécifier un état différent pour une partie ou 
pour la to ta l i té des autres conducteurs, de spécifier par exemple que 
la charge de certains d'entre eux est nulle; on peut alors définir la 
capacité du conducteur sous ces conditions comme étant la charge 
pour laquelle le potentiel de ce conducteur est égal à l 'uni té . 

Les autres coefficients sont appelés coefficients d'induction. U n 
quelconque d'entre eux, q,.s, représente la charge de A,., lorsque A s 

est por té au potentiel 1 et que les autres conducteurs, sauf As, sont 
maintenus au potentiel zéro . 

Le calcul ma thémat ique des coefficients de potentiel et d'induc
tion est en général difficile. Nous démont re rons plus loin qu'ils ont 
toujours des valeurs dé te rminées , et, dans certains cas spéciaux, nous 
calculerons ces valeurs. Nous ferons voir aussi comment on peut les 
dé te rmine r par expér ience. 

Quand i l est question de la capacité d'un conducteur sans qu ' i l soit 
fait mention de la forme ou de la position d'autres conducteurs du 
système, on devra entendre par là la capacité du conducteur, quand i l 
ne se trouve en présence d'aucun conducteur ou corps électrisé à dis
tance finie. 

I l est quelquefois avantageux, lorsqu'on ne s'occupe que des capa
cités et des coefficients d'induction, de les écr ire sous la forme [ A . P ] , 
en dés ignant par ce symbole la charge du conducteur A quand P est 
por té au potentiel un. 

De même [ ( A - h B ) . ( P + Q ) ] représentera la charge de A + B, 
lorsque P et Q sont tous deux portés am potentiel un, et i l est clair 
que, puisque 

[ ( A - b B ) ( P + Q)] = [ A P ] + [ A Q ] + [ B P ] - b [ B Q ] = [ ( P - b Q ) ( A 4 - B ] , 

on peut combiner ces symboles complexes par voie d'addition et de 
soustraction, comme si c 'é ta ient des symboles de quant i tés . 



DE CERTAINES CONDITIONS AUXQUELLES DOIVENT S A T I S F A I R E , E T C . I l 5 

Le symbole [ A . A ] représente la charge de A lorsque le potentiel 
de A est i , c'est-à-dire la capacité de A . 

De même, [ ( A + B ) ( A + Q ) ] représente la somme des charges de 
A et de В , lorsque A et Q sont por tés au potentiel i et que le poten
tiel de tous les conducteurs, sauf A et Q, est maintenu égal à zéro . 

Ce symbole peut se décomposer en 

[ A . A ] 4 - [ A . B ] 4 - [ A . Q ] + [B .Q] . 

Les coefficients de potentiel ne peuvent ê t re t rai tés de cette ma
nière . Les coefficients d'induction représen ten t des charges qui peu
vent se combiner par addit ion; mais les coefficients de potentiel re
présentent des potentiels, et si le potentiel de A est Yt et celui de В 
V 2 , la somme Ѵ і + Ѵ г n'a pas de signification physique relativement 
aux phénomènes , quoique Vj — V 2 représente la force é lec t romotr ice 
qui agit de A vers B . 

Les coefficients d'induction entre deux conducteurs peuvent s'ex
primer en fonction des capacités des conducteurs et de la capaci té de 
l'ensemble des deux conducteurs 

[ А . В ] = і [ ( А + В ) ( А + В ) ] - { [ А . А ] - { [ В . В ] . 

Dimensions des coefficients. 

88. Puisque le potentiel d'une charge e à une distance r est ~> les 

dimensions d'une charge d 'électr ici té sont égales à celles du produit 
d'un potentiel pour une longueur. 

Les coefficients de capaci té et d'induction ont donc les mêmes d i 
mensions qu'une ligne, et chacun d'eux peut ê t re représenté par une 
ligne droite, dont la longueur est indépendante du système d 'uni tés 
que nous employons. 

Pour la même raison, un coefficient de potentiel peut être repré
senté par l'inverse d'une longueur. 

De certaines conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficients. 

89 a. En premier l ieu, puisque l 'énergie é lec t r ique d'un système 
est une quan t i t é essentiellement positive, son expression sous forme 
de fonction quadratique des charges ou des potentiels doit être posi
tive, quelles que soient les valeurs positives ou négatives que l'on 
donne aux charges ou aux potentiels. 

Or les conditions pour qu'une fonction de n variables, homogène 
et du second degré , soit toujours positive sont au nombre de n, et 
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peuvent s 'écrire 

DU TRAVAIL ÉLECTRIQUE, E T C . 

( 2 2 ) 

Ces n conditions sont nécessaires et suffisantes pour que W soi} essen
tiellement posit if (*). 

Mais, puisque, dans l 'équat ion ( i 6 ) , nous pouvons placer les conduc
teurs dans un ordre quelconque, i l faudra que tout dé terminant que 
l 'on peut former symé t r iquemen t au moyen des coefficients relatifs à 
une combinaison quelconque des n conducteurs, soit positif ; le nombre 
de ces combinaisons est 2 " — 1. 

Mais on trouve que n seulement de ces conditions sont indépen
dantes. 

Les coefficients de capacité .et d'induction sont soumis à des condi
tions de même forme. 

89 b. Les coefficients de potentiel sont tous positifs, mais aucun 
des coefficients prs n'est supérieur à prr oupss. 

En effet, donnons à A,, une charge égale à l 'uni té , les autres con
ducteurs n'ayant point de charge. I l se formera un système de surfaces 
équipotent ie l les , dont l'une sera la surface de A,, et sera au potentiel 
/>,.,.. Si A s est placé dans un trou creusé dans A,., de façon à en êt re 
complè tement renfermé, son potentiel sera aussip r r . 

Si, au contraire, As est ex té r ieur à A,., son potent ie lp r s sera com
pris entre />,.,. et zéro . 

Considérons en effet les lignes de force partant du conducteur élec
tr isé A,.. Sa charge a pour mesure l 'excès du nombre des lignes qui 
partent de ce corps sur le nombre des lignes qui y finissent. Donc, si 

. le conducteur n'a pas de charge, le nombre des lignes de force qui 
pénè t ren t dans le conducteur est égal au nombre des lignes qui en 
sortent. Les lignes qui pénè t ren t dans le conducteur viennent des 
points où le potentiel est plus élevé ; celles qui en sortent vont vers 
les points où le potentiel est moins élevé. Donc le potentiel d'un corps 

(' ) Voir WILLIAMSON, Calcul différentiel, 3 e édit., p. 407. 
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non chargé doit ê t re compris entre le potentiel le plus élevé et le po
tentiel le plus bas qui se rencontrent dans le champ, et par suite les 
potentiels les plus élevés et les plus bas ne peuvent ê t re ceux des corps 
non chargés . 

Le potentiel le plus élevé doit donc être prr> c 'es t -à-dire celui du 
corps chargé A,.; le plus bas doit ê t re celui des points de l'espace situés 
à une distance infinie, lequel est nul ; et tous les autres potentiels, tels 
que prs, doivent ê t re compris entre pn. et zéro. 

Si As entoure complè tement A(, prs=prt> 

89 c. Aucun des coefficients d'induction n'est positif; et la 
somme de tous ceux qui sont relatifs à un même conducteur ne 
peut être numériquement plus grande que le coefficient de capacité 
de ce conducteur, lequel est toujours positif. 

Soit en effet A,, maintenu au potentiel i , pendant que tous les 
autres conducteurs sont maintenus au potentiel zé ro ; la charge de A,, 
est qrr, et celle d'un autre conducteur As est qrs. 

Le nombre de lignes de force qui sortent de A,, est qrr. De ces lignes, 
les unes finissent sur les autres conducteurs, les autres s 'é tendent à 
l ' i n f in i ; mais aucune d'elles ne peut joindre deux des autres conduc
teurs, ou aller de l 'un d'eux à l ' inf in i , car ils sont tous au potentiel 
zéro . 

Aucune ligne de force ne peut émaner d'un des autres conducteurs, 
tel que A, ç, car aucun point du champ n'a un potentiel infér ieur à 
celui de As. Si As est complè tement séparé de A,, par la surface fermée 
d'un des conducteurs, qrs est nu l . Si As n'est pas complè tement séparé , 
qrs est une quant i té négat ive . 

Si un des conducteurs A ( entoure complè tement A,., toutes les lignes 
de forces partant de A,, rencontrent A( et les conducteurs qu ' i l ren
ferme, et la somme des coefficients d'induction de ces conducteurs, 
par rapport à A,., sera qn. avec le signe contraire. Mais, si A,, n'est 
pas complè tement en touré par un conducteur, la somme des coeffi
cients qrs, . . . sera inférieure à q,.r. 

Nous avons dédui t ces deux théorèmes indépendamment par des 
considérat ions d 'électr ici té . Nous laissons au lecteur le soin de déter
miner si l 'un est une conséquence ma théma t ique de l 'autre. 

89 d. Quand i l n'y a qu'un conducteur dans le champ, son coeffi
cient de potentiel sur lui-même est l'inverse de sa capaci té . 

On appelle centre électrique du conducteur le centre de masse de 
sa charge, quand i l n'y a point d'actions extér ieures . Si le conduc-
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teur est symét r ique autour d'un centre de figure, ce point est le centre 
é lec t r ique . Si les dimensions du conducteur sont petites en compa
raison des distances que l 'on considère , la position du centre élec
trique peut ê t re appréciée de sentiment avec une exactitude suffi
sante. 

Le potentiel, à une distance с du centre é lec t r ique , doit ê t re com
pris entre 

- ( i -+- — et - i -
С \ C A / С \ 2 C 2 

où e est la charge et a la distance maximum d'un point du corps au 
centre é lec t r ique (*) . 

En effet, si la charge est concentrée en deux points, à des distances 
a de part et d'autre du centre é lec t r ique , la p remière de ces expres
sions est le potentiel d'un point de la ligne qui jo in t les charges ; et la 
deuxième expression est le potentiel d'un point de la ligne perpendi
culaire à la ligne qu i j o in t les charges. Pour toutes les autres distr i 
butions, comprises à l ' in tér ieur d'une sphère de rayon a, le potentiel 
est compris entre ces deux valeurs. 

S'il y a deux conducteurs dans le champ, le coefficient de potentiel 

de l 'un sur l'autre est — ? où c' ne peut différer de c, distance des deux 

d% _|_ £2 

centres é lect r iques , de plus de ———> a et b é tant les distances maxi

mum d'un point de chaque surface au centre électr ique correspondant. 

89 e. Si un nouveau conducteur est introdui t dans le champ, le 
coefficient de potentiel d'un quelconque des autres sur lui-même d i 
minue. 

En effet, supposons d'abord que le nouveau corps В soit un corps 
non conducteur et n'ait de charge en aucun de ses points. Alors, si 
un des conducteurs A t reçoi t une charge e1} la distr ibution de l'élec
t r ic i té sur les conducteurs du système ne sera pas t roublée par B, 
puisque В n'a toujours point de charge; et l 'énergie électr ique du 
système sera simplement 

l ЛТ 1 2 
et V i = 2 еірц. 

Supposons maintenant que В devienne un conducteur; de l 'é lectr i -

(') [Ces expressions sont respectivement les deux premiers termes du déve-
C I I I \ с 

loppement de - ( 1 1 et de > suivant les puissances ascen-
2 \c -+- a с — aj \Jаг-\-с2 

dantes de a. (P-)]-
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cité s 'écoulera des points où le potentiel est le plus haut à ceux où 
i l est le plus bas; et, ce faisant, elle diminue l 'énergie é lect r ique 
du système. La quan t i t é \è\pn doit donc décro î t re . 

Mais ex reste constant, donc piX doit diminuer. 
Si donc on augmente B, en mettant un autre corps b en contact 

avec l u i , / ? u diminuera encore. 
Car, supposant d'abord qu ' i l n'y ait pas de communication é lec

trique entre В et b, l ' introduction du nouveau corps diminuera pn. 
Établ issons une communication entre В et b. S'il passe de l 'électr ici té 
par cette communication, elle va des points où le potentiel est le plus 
élevé à ceux où i l est moins élevé et, par suite, diminue encorep n , 
ainsi que nous l'avons vu. 

Donc la diminution d e p n , produite par le corps B, est plus grande 
que celle que produirai t tout autre corps dont la surface peut ê t r e 
comprise dans B , et plus petite que celle que produirai t tout autre 
corps dont la surface peut entourer B . 

Nous montrerons au Chapitre X I qu'une sphère de d iamèt re b é tan t 
placée à une distance r, la valeur de pn diminue d'une quan t i t é qui 

est a peu près - — • 

Donc si le corps В a une forme quelconque, dont b est le plus grand 
I Ы 

diamèt re , la diminut ion d e p n sera moindre que -
Si donc le plus grand d iamèt re de В est assez petit en comparaison 

de la distance à A 1 } pour que l'on puisse négl iger les quant i tés de 
I ô 3 

l 'ordre de ^ —t? nous pouvons admettre que l'inverse de la capaci té de 
A 1 ; placé seul dans le champ, nous donne une approximation suffisante 
de la valeur d e p n . 

90 a. Supposons que la capacité de A 1 } seul au mil ieu du champ, 
soit K , , et que celle de A 2 soit K 2 ; soit r la distance moyenne entre 
A j et A 2 , et admettons que r soit t rès grand en comparaison des d i 
mensions de Aj et A 2 . Nous pouvons écrire alors 
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De ces coefficients, qu et <y22 sont les capacités de A t et A 2 , lorsque 
ces corps, au l ieu d 'ê t re seuls et à une distance infinie de tout autre 
conducteur, sont mis en présence à une distance r l 'un de l 'autre. 

90 b. Quand deux conducteurs sont assez voisins pour que le coef
ficient d'induction de l 'un sur l'autre soit considérable , l'ensemble des 
deux est appelé un condensateur. 

Soient A et В les deux conducteurs ou armatures d'un condensa
teur. 

Soient L la capaci té de A , N celle de В et M le coefficient d'induc
tion de l 'un sur l 'autre. (Nous devons nous souvenir que M est essen
tiellement négatif, de sorte que la valeur numér ique de L 4 - M ou 
de M -h N est inférieure à celle de L ou N.) 

Supposons que a et b soient les armatures d'un autre condensateur 
placé à une distance R du premier, R étant très grand en comparaison 
des dimensions de chacun des condensateurs et soient /, m , n les 
coefficients de capacité et d'induction du condensateur ab, lorsqu'il 
est seul. Calculons l'effet d'un de ces condensateurs sur les coeffi
cients de l 'autre. 

Posons 
D = L N — M 2 et d - l n — m*. 

Les coefficients de potentiel de chaque condensateur pris isolément 
seront 

La valeur de ces coefficients ne sera pas sensiblement changée, si les 
deux condensateurs sont à la distance R. Or le coefficient de potentiel 
de deux conducteurs quelconques placés à la distance R est R - 1 . 
Donc 

et, en résolvant ces équat ions par rapport aux charges, nous t rou-
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v o n s 

où I / , M ' , N ' sont ce que deviennent L , M , N , quand le second con
densateur est introdui t dans le champ. 

Si l 'on n ' int rodui t dans le champ qu'un seul conducteur a, 
m — n — o, et 

expressions semblables à celles que l 'on a t rouvées au § 90 a. 
La quant i té L + a M + N est la charge totale du condensateur, 

quand ses armatures sont toutes deux au potentiel i . Elle ne peut ê t re 
supér ieure à la moi t ié du plus grand d iamèt re du condensateur. 

L + M est la charge de la p r emiè re armature, M - j - N celle de la 
seconde, lorsque toutes deux sont au potentiel i . Ces quant i tés do i 
vent ê t re l'une et l'autre positives et inférieures à la capaci té de l'ar
mature prise seule. Par suite, les corrections à faire porter sur les coef
ficients de potentiel sont bien moindres pour un condensateur que 
pour un conducteur ordinaire de même capaci té . 

Des approximations de ce genre sont souvent utiles pour évaluer la 
capacité de conducteurs de forme i r régu l iè re ; placés à une distance 
finie d'autres conducteurs. 

91 . Lorsqu'un conducteur rond A 3 , dont les dimensions sont petites 
en comparaison de la distance des conducteurs, est introdui t dans le 
champ, le coefficient de potentiel de A j sur A 2 augmente si A 3 est à 
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l ' i n té r ieur d'une sphère ayant pour d iamèt re la ligne droite A j A 2 ; i l 
diminue si A 3 est ex té r ieur à cette sphère . 

En effet, si A ! reçoit l 'uni té de charge, i l y aura sur A 3 une distr i
but ion d 'é lectr ic i té , où -f-'e sera du côté le plus éloigné de A j , et —e 
du côté le plus r app roché . Le potentiel sur A 2 , dû à cette distribution 
de A 3 , sera positif ou négatif, selon que 4- e ou — e est plus voisin 
de A 2 ; et si la forme de A 3 n'est pas t rès al longée, cette position dépen
dra de la question de savoir si l'angle A j A 3 A 2 est aigu ou obtus, c'est-
à-dire si A 3 est ex té r ieur ou in té r i eur à la sphère de rayon A j A 3 . 

Si A 3 a une forme al longée, i l est aisé de voir que s'il a son d iamèt re 
le plus long d i r igé suivant la tangente au cercle passant par les 
points A j , A 3 , A 2 , i l peut accroî t re le potentiel de A 2 , lors même 
qu ' i l serait en t iè rement ex tér ieur à la sphè re ; et si son d iamèt re le 
plus long est dir igé suivant le rayon de la sphère , i l peut diminuer le 
potentiel sur A 2 , lors m ê m e qu ' i l serait en t iè rement in té r i eur à la 
sphère . Mais cette proposition n'est dest inée qu 'à donner une idée 
grossière des phénomènes auxquels on doit s'attendre pour une dispo
sition d'appareil donnée . 

92. Si un nouveau conducteur A 3 est introdui t dans le champ, les 
capaci tés de tous les conducteurs qui y étaient déjà augmentent, et la 
valeur n u m é r i q u e du coefficient d'induction relatif à chaque couple 
de conducteurs diminue. 

Supposons que A t soit au potentiel 1, et tous les autres au potentiel 
zéro . Puisque la charge du nouveau conducteur est négat ive, elle i n 
duira une charge positive sur tous les autres conducteurs : par suite, 
la charge positive de A x augmentera, et la charge négative de tous les 
autres conducteurs diminuera. 

Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un système 
de conducteurs isolés et électrisés. 

93 a. Puisque les conducteurs sont isolés, leurs charges restent 
constantes pendant le déplacement . Soient V T , V 2 , . . . , Ѵ И les poten
tiels avant, V J J V J , . . .,Y' n les potentiel.s après le déplacement . L'éner
gie é lec t r ique avant le déplacement est 

W = i S ( e V ) 
et, après le déplacement , 

W ' = £ 2 ( e V ) . 

Le travail des forces électr iques , pendant le déplacement , est égal 
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à l 'excès de l 'énergie é lect r ique initiale W sur l 'énergie finale W , soit 

. w — W ' = | S e ( V - V ' ) . 

Cette expression donne le travail effectué durant le dép lacement , 
grand ou petit , d'un système isolé. 

Pour trouver la force qui tend à produire un déplacement d'une 
espèce par t i cu l iè re , appelons cp la variable dont la variation corres
pond à cette sorte de déplacement , et Ф la force correspondante, 
comptée positivementlorsque la force é lect r ique tend à accroî t re cp; alors 

Ф dy = — dWe 

ou 

où W e représente l 'énergie é lec t r ique expr imée comme fonction qua
dratique des charges ( ' ) . 

9 3 b. Démontrer que 
dWe àWy __ 

dcp dcp 

Nous avons trois expressions différentes de l 'énergie du sys tème: 

i° W = | S ( V e ) , 

fonction définie des n charges et des n potentiels; 

où /' et s peuvent ê t re les mêmes ou différents, et où rs et sr doivent 
être compris tous deux dans la sommation. C'est une fonction des n 
charges et des variables qui définissent la configuration du système. 
Soit «p une de ces variables ; 

3° W T = l S S ( V , . V * ? « ) , 

où la sommation doit ê t re faite comme plus haut. C'est une fonction 
des n potentiels et de variables qui définissent la configuration du 
sys tème; cp est l'une d'elles. 

Puisque 
w = w e = w v , 

W e + W y - a W = o. 

(') [H est clair que Ф est la composante de la force suivant la direction du 
déplacement dy, quand on prend pour cp une longueur; mais si dy représente un 
déplacement angulaire autour d'un axe, Ф sera le moment des forces électriques 
autour de cet axe. (P-)] 
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Si nous supposons pour les n charges, pour les л potentiels et pour 
<p des variations compatibles, nous devrons avoir 

» m - -о ч - » КЗ; - -) ч +*?) ^ - -
Or les /г charges, les n potentiels et «p ne sont pas tous indépendants 
les uns des autres : i l n'y a que n -h i de ces quant i tés qui puissent 
ê t re indépendan tes . Mais nous avons déjà démont ré que 

de,. 

et que, par suite, la p remiè re somme de termes s'annule identique
ment ; i l résul te de là, lors m ê m e que nous ne l'aurions pas encore 
démon t r é , que 

dWy _ 
dVs ~ e" 

et enfin que, 

do dcp ' ' 

Travail des forces électriques pendant le déplacement d'un système 
dont les potentiels sont maintenus constants. 

93 c. De la dern ière équat ion , i l résul te que la force Ф = et, 

si le système est déplacé, sous la condition que les potentiels restent 
constants, le travail des forces électr iques est 

c 'est-à-dire que, dans ce cas, le travail des forces électr iques est égal 
à Vaccroissement de l 'énergie é lec t r ique . 

I c i , nous avons donc à la fois un accroissement d 'énergie et un tra
vai l effectué par le système. I l faut donc que le système reçoive de 
l 'énergie d'une source ex té r ieure , telle qu'une pile vol ta ïque, pour 
maintenir les potentiels constants pendant le déplacement . 

(l) [Exemple : Si le système se réduit à deux masses e et e' séparées par la 
distance r, on aura 
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Le travail effectué par la pile est donc égal à la somme du travail 
du système et de l'accroissement d ' énerg ie ; ou bien, puisque ces deux 
termes sont égaux, le travail de la pile est égal au double du travail 
du système de conducteurs pendant son déplacement . 

De la comparaison des systèmes électrisés semblables. 

94. Si deux systèmes électrisés sont semblables, aù sens géomé
trique du mot, et que les longueurs des lignes correspondantes des 
deux systèmes soient entre elles comme Les t à L ' ; et si le dié lect r ique 
qui sépare les corps conducteurs est le même dans les deux systèmes, 
les coefficients d'induction et de capaci té seront dans le rapport de 
L à L ' . En effet, considérons des parties A et A ' correspondantes dans 
les deux systèmes ; soient e et e' les quant i tés d 'é lectr ic i té sur A et 
sur A ' ; les potentiels dus à ces charges seront, pour des points cor
respondants В et B ' , 

A B ' A 'B ' 

Mais, puisque A B est à A ' B ' comme L est à L ' , nous devons avoir 

£ - _ L X 
e' ~~ L'Y' 

Si le pouvoir inducteur spécifique du diélectr ique n'est pas le m ê m e 
dans les deux systèmes, et qu ' i l soit К dans le premier et K ' dans le 
second; si le potentiel en un point du premier système est au potentiel 
au point correspondant du second système comme V est à V ; et si les 
quant i tés d 'électr ici té répar t ies sur les parties correspondantes sont 
entre elles comme E est à E ' , nous aurons 

e LVK 
e' - L ' V ' K ' 

A u moyen de cette relation, nous pouvons trouver les charges totales 
des parties correspondantes dans deux systèmes qui : i° sont géomé
triquement semblables ; 2° sont formés de dié lect r iques dont les pou
voirs inducteurs spécifiques aux points correspondants sont dans le 
rapport de К à K ' ; 3° sont électrisés de façon que les potentiels des 
points correspondants soient dans le rapport de V à V . 

D e l à i l résul te que, si q est un coefficient de capacité ou d'induc
tion du premier système et q' le correspondant du second système, 

g __ L K 
g' ~ L ' K ' ; 
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et si p et p' r eprésenten t deux coefficients de potentiel correspondants 
dans les deux systèmes, 

p ' P : : LK : VK!' 

Si l 'un des corps est déplacé dans le premier système et que le corps 
correspondant du second système reçoive un déplacement semblable, 
ces déplacements sont dans le rapport de L à L ' ; et si les forces agis
santes sont dans le rapport de F à F' , les travaux effectués dans les 
deux systèmes sont entre eux comme F L est à F ' L ' . 

Mais l 'énergie é lec t r ique totale est la demi-somme des produits des 
charges par les potentiels des corps cha rgés ; de sorte que si, dans les 
systèmes semblables, W et W ' sont les énergies électr iques totales des 
deux systèmes, 

W _ eV 
W' ~ e ' V ' 

et la différence d 'énergie , après des déplacements semblables dans les 
deux systèmes, sera dans le môme rapport. Donc, si F L est propor^ 
tionnel au travail é lec t r ique effectué pendant le déplacement , 

F L _ eV 
F ' L ' " " e ' V * 

En combinant ces proportions, nous trouvons pour le rapport de la 
force résul tante agissant sur un corps du premier système à la force 
résul tante agissant sur le corps correspondant du second système 

F _ V 2 К 
F ' ~ Y ^ K 7 

ou 
pi p'î 

F • F ' •• • — 
' L 2 К L ' 2 K ' 

La p remiè re de ces proportions montre que, dans des systèmes 
semblables, la force est proportionnelle au carré de la force électro
motrice et au pouvoir inducteur, mais qu'elle ne dépend pas des 
dimensions l inéaires du système. 

Donc, deux conducteurs placés dans un liquide dont la capacité in 
ductive est plus grande que celle de l 'air, et électrisés à des potentiels 
donnés , s'attireront plus qu'ils n'auraient fait dans l 'air, é tant élec
trisés au m ê m e potentiel. 

La seconde proportion montre que, si la quant i té d 'électrici té est 
donnée pour chaque corps, les forces sont en raison directe du carré 
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des charges, et en raison inverse du car ré de la distance et du simple 
pouvoir inducteur du mi l ieu . 

Donc, si deux conducteurs, ayant des charges données , sont placés 
dans un l iquide dont le pouvoir inducteur est plus grand que celui 
de l 'air , ils s'attireront moins que s'ils étaient entourés d'air et chargés 
des mômes quant i tés d 'é lectr ic i té . 
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

95 a. Dans le Chapitre I I , nous avons calculé la fonction potentielle 
et é tudié quelques-unes de ses propr ié tés , en partant de l 'hypothèse, 
qu ' i l existe entre les corps électrisés une action directe à distance, ré
sultante des actions directes qui s'exercent entre les différentes par
ties électrisées des corps. 

Si l 'on appelle méthode de recherche directe une é tude ainsi faite, 
la méthode inverse consistera à admettre que le potentiel est une fonc
tion caractér isée par ces mêmes propr ié tés que nous avons déjà é ta 
blies, et à rechercher la forme de cette fonction. 

Dans la méthode directe, le potentiel se calcule par in tégra t ion , 
connaissant la distr ibution de l 'é lect r ic i té ; et l 'on trouve qu ' i l satis
fait à certaines équat ions aux différences partielles. Dans la mé thode 
inverse, on supjDose données les équat ions aux différences partielles, 
et l 'on doit trouver le potentiel et la distr ibution de l 'é lectr ici té . 

C'est seulement dans les problèmes où la distr ibution est donnée , 
que l 'on peut faire usage de la mé thode directe. Quand i l s'agit de 
trouver la distr ibution sur un conducteur, on est forcé de recourir à 
la méthode inverse. 

Nous allons montrer que, dans tous les cas, la mé thode inverse con
duit à un résul ta t dé te rminé , et nous établ i rons certains théorèmes 
généraux dédui ts de l 'équation aux différences partielles de Poisson : 

d*V rPY d*V 
- 4 - 4 l t p = 0 . 

дх*~ ay* 
Les idées mathémat iques , expr imées par cette équat ion , sont d'une 

nature toute différente de celles qu'exprime l ' intégrale définie 

(') [Le lecteur peut sans inconvénient dans une première lecture passer les 
Chapitres IV et V, qui ne renferment que des développements purement mathéma
tiques.] (C.) 

Tr. d'Êlect. et de Magn., I . g 
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Dans l 'équat ion différentielle, nous exprimons que la somme des 
dérivées secondes de V , dans le voisinage d'un point, est liée d'une 
certaine man iè re à la densi té en ce point; mais nous n'exprimons pas 
de relation entre la valeur de V en ce point et la valeur de p en un 
point de distance finie du premier. 

A u contraire, dans l ' in tégrale définie, la distance du point (ce',y, z'), 
pour lequel on a p, au point (x,y}z), pour lequel on a V , est dés i 
gnée par r et intervient explicitement dans l'expression à in tégrer . 

L ' in tégra le est donc la forme ma théma t ique qui convient pour la 
théor ie d'une action s 'exerçant à distance entre les molécules, tandis 
que l ' équat ion différentielle est l'expression qui convient pour la théo
rie d'une action s 'exerçant entre les parties cont iguës d'un mi l ieu . 

Nous avons vu que le résul ta t de l ' intégrat ion satisfait à l 'équation 
différentielle; nous avons maintenant à montrer que c'est la seule so
lu t ion de cette équat ion qui satisfasse à certaines conditions. 

De la sorte, non seulement nous établ i rons l 'équivalence ma théma
tique des deux expressions, mais encore nous préparerons notre esprit 
à passer de la théor ie d'une action directe à distance, à celle d'une 
action entre les parties contiguës d'un mi l ieu . 

95 b. Les théorèmes considérés dans ce Chapitre sont relatifs aux 
propr ié tés de certaines intégrales de volume prises dans l 'é tendue 
d'une région finie de l'espace que nous désignerons sous le nom de 
champ électrique. 

L'é lément de ces intégrales , c 'est-à-dire la quant i té sous le signe 

est t an tô t le car ré d'un certain vecteur dont la grandeur et la direction 
varient d'un point à l'autre du champ; tan tô t le produit d'un vecteur 
par la composante d'un autre vecteur suivant la direction du premier. 

Des différentes manières dont une quant i té vectorielle peut être 
d i s t r ibuée dans l'espace, deux sont d'une importance par t icul ière . 

Le premier cas est celui où le vecteur peut ê t re représenté par la va
riation dans l'espace ( § 1 7 ) d'une quant i té scalaire appelée le potentiel. 

Une telle distribution peut être appelée irrotationnelle. Telle est 
la distribution de la force résul tante due à la combinaison d'un certain 
nombre de centres de force, dont la lo i d'attraction ou de répulsion 
est une fonction donnée de la distance. 

Le second mode de distr ibution est celui où la convergence (§ 25) est 
nulle en tous les points. Cette distribution peut être appelée solénoïdale : 
la vitesse d'un fluide incompressible a une distribution solénoïdale. 

Si les forces centrales, lesquelles, avons-nous di t , donnent lieu à une 
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distr ibution irrotationnelle de la force résul tan te , varient en raison 
inverse du carré de la distance, et si les centres sont extér ieurs au 
champ, la distr ibution dans le champ est solénoïdale en même temps 
qu'irrotationnelle. 

Si le mouvement d'un fluide incompressible, qui est solénoïdal , 
ainsi que nous l'avons d i t , est produit par des forces centrales dépen
dant de la distance, ou par des pressions superficielles s 'exerçanl sur 
un fluide sans frottement et primitivement en repos, la distr ibution 
de la vitesse est irrotationnelle aussi bien que solénoïdale. 

Quand nous aurons à désigner une distr ibution à la fois i rrotat ion
nelle et solénoïdale, nous la désignerons sous le nom de distribution 
de Laplace, Laplace ayant signalé quelques-unes des propr ié tés les 
plus importantes d'une telle dis tr ibut ion. 

Les intégrales de volume discutées dans ce Chapitre sont, ainsi que 
nous le, verrons, des expressions de l 'énergie du champ é lec t r ique . 
Dans le premier groupe de théorèmes , qui commence au théorème de 
Green, l 'énergie est expr imée en fonction de l ' intensité é lec t romo
trice, vecteur dont la distr ibution est irrotationnelle dans les cas 
d 'équi l ibre é lec t r ique . Et l'on fait voir que, le potentiel à la surface 
étant donné, de toutes les distributions irrotationnelles, celle qui est 
aussi solénoïdale a une énergie min imum : d'où i l suit qu ' i l ne peut y 
avoir qu'une seule distribution de Laplace compatible avec un sys
tème de potentiels à la surface donné . 

Dans le second groupe de théorèmes , qui comprend le théo rème 
de Thomson, l 'énergie est expr imée en fonction du déplacement é lec
trique, vecteur dont la distr ibution est solénoïdale. Et l 'on fait voir 
que, si les charges des surfaces sont données, de toutes les d i s t r ibu
tions solénoïdales, celle qui a l 'énergie minimum est aussi irrota
tionnelle; donc, là encore, i l ne peut exister qu'une seule distribution 
de Laplace compatible avec le système de charges donné. 

La démonst ra t ion de tous ces théorèmes est conduite de la même 
façon. Pour éviter des redites, chaque fois que l'on devra passer par 
une intégrat ion de surface faite en coordonnées rectangulaires, nous 
ferons usage du résul ta t du théorème I I I , § 21 ( 1 ) , où a été étudiée 
complè tement la relation d'une intégrale de volume et de l ' intégrale 
de surface correspondante. Tout ce que nous aurons à faire sera donc 

{ 1 ) Ce théorème parait avoir été donné, pour la première fois, par Ostrogradsky, 
dans un Mémoire lu en 1 8 2 8 et inséré en 18З1 dans les Mém. de l'Acad. de Saint-
Pétersbourg, t. I, p. З9; mais on peut le regarder comme une forme de l'équation 
de continuité. 
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de substituer dans ce théorème, à X , Y , Z, les composantes du vecteur 
duquel dépend le théorème particulier que l 'on considère. 

Dans la p remiè re édit ion de ce l ivre , l 'énoncé de chaque théorème 
étai t su rchargé d'une mult i tude de conditions alternatives; on avait 
eu pour but de montrer la général i té du théorème et la variété des cas 
auxquels i l pouvait s'appliquer; en fait, elles avaient p lu tôt pour effet 
de confondre, dans l'esprit du lecteur, ce qui était l 'hypothèse et ce 
qui é ta i t à démont re r . 

Cette fois, chaque théorème est d'abord énoncé sous une forme 
moins é tendue , mais mieux définie, et c'est ensuite que l 'on montre 
de quel degré de général i té i l est susceptible. 

Jusqu'ici, nous avons employé le symbole V pour le potentiel, et 
nous continuerons ainsi, tant que nous ne ferons que de l 'électrosta
tique. Mais, dans ce Chapitre et dans les parties du second Volume où 
le potentiel é lec t r ique se rencontre dans des recherches électromagné
tiques, nous emploierons le symbole XV pour désigner spécialement le 
potentiel é lec t r ique . 

Théorème de Green. 

96 a. L' important théorème qui suit a été donné par Georges Green 
dans son Essai d'application des Mathématiques à l'électricité et 
au magnétisme. 

Ce théorème est relatif à l'espace l imité par une surface fermée s, 
espace que nous appellerons le champ. Soit v la normale menée de la 
surface s vers l ' in tér ieur du champ, et soient /, m, n les cosinus direc
teurs de cette normale; alors 

, dW dW dW dW 
( i ) l ~ \- m - \- n -— = — -

dx dy dz ctv 

sera le taux de variation de la fonction V F , lorsqu'on s'avance sur la 

dv 
dW 

normale v. I l est entendu que l 'on prendra la valeur de - 7 - sur la sur
face même , où v = o. Posons, comme aux § 26 et 77, 

Siw d*W d*W 
. t\ _ i ; — — V2 UT 

K J dx* dy* dz* ' 

et, s'il y à deux fonctions W et Ф, posons 
4 ' dx dx dy dy dz dz 

Le lecteur qui n'est pas familier avec la méthode des quaternions 
peut, s'il le veut, regarder les expressions V2W et S.ѴЧ^.ѴФ comme 
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étant simplement des abréviat ions conventionnelles pour les expres
sions auxquelles on vient de les éga ler ; et, comme on n'emploiera dans 
ce qui suit que les méthodes cartésiennes ordinaires, i l n'est pas néces
saire de se rappeler l ' in terpréta t ion de ces expressions clans la théor ie 
des quaternions. La raison pour laquelle nous employons comme abré
viations ces expressions, de préférence à de simples lettres arbitraire
ment choisies, est que dans le langage des quaternions elles représen
tent complè tement les quant i tés auxquelles elles sont égalées. Le sym
bole d 'opérat ion V appl iqué à la fonction scalaire г Р donne la variation de 
cette fonction dans l'espace, et l'expression —5.Ѵ 1 Р .ѴФ est la partie 
scalaire du produit de deux variations dans l'espace, ou le produit d'une 
de ces variations par la composante de l'autre suivant sa direction. 

L'expression s'écrit ordinairement dans les quaternions S .Uv.VW, 

Uv étant un vecteur unité dans la direction de la normale. I l ne paraî t 
pas y avoir grand avantage à employer cette notation i c i ; mais nous 
trouverons cet avantage quand nous en viendrons à parler des milieux 
non isotropes. 

Énoncé du théorème de Green. 

Soient W et Ф deux fonctions de x, y et z, qui sont, ainsi que leurs 
dérivées premières , finies et continues clans une certaine région acy-
clique ç l imitée par une surface fermée s. Alors 

où les intégrales doubles doivent ê t re étendues sur toute la surface s, 
et les intégrales triples dans tout le champ ç l imité par cette surface. 

Pour é tabl i r cette proposition, posons, comme au § 21 , théorème I I I , 
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Mais, d 'après le théorème I I I , 

et puisque, dans le second membre de cette équat ion, nous pouvons 
échanger W et Ф, nous pouvons le faire aussi dans le premier membre, 
et nous obtenons ainsi l 'énoncé complet du théorème de Green donné 
dans l 'équat ion (4). 

96 a. Nous avons maintenant à montrer que le théorème de Green 
est encore vra i , si l'une des fonctions, W par exemple, est multiforme, 
pourvu que ses dérivées premières soient uniformes et finies à l ' in té
r ieur de la région acyclique ç. 

Puisque VW et ѴФ sont uniformes, le second membre de l ' équa
tion (4) est uniforme; et puisque W est multiforme, un élément quel
conque du pi^emier membre, tel que W Ѵ 2Ф , est multiforme. Mais, si 
pour un point A compris dans la région ç nous choisissons une des 
différentes valeurs de W, soit W0, la valeur de W sera définie en tout 
autre point P. Car la valeur choisie de W é tant continue dans la r é 
gion, la valeur de W au point P devra être celle que l 'on obtient par une 
variation continue le long d'un contour quelconque allant de A en P, 
en partant en A de la valeur de *F0. Si les valeurs en P étaient diffé
rentes pour deux contours allant de A en P, ces contours devraient 
comprendre entre eux une courbe fermée le long de laquelle les dér i 
vées p remières de W deviennent infinies. Or c'est contraire à l 'hypo
thèse , car puisque les dérivées premières ne deviennent pas infinies 
dans la région ç, la courbe fermée est tout entière en dehors de la 
région ; et, puisque la région est acyclique, deux contours compris 
dans la région, ne peuvent enfermer rien qui soit extér ieur à la 

region. 
Donc, si l 'on donne XF 0 comme valeur de W au point A, la valeur 

en P est dé terminée . 
Si l 'on avait choisi pour valeur en A une autre valeur de W, soit 

W0-\-nK, la valeur en P aurait été W + n K . Mais la valeur du 
premier membre de l 'équat ion (4) serait restée la même que p r é 
c é d e m m e n t , car le changement revient à augmenter le premier 
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membre de 

ce qui est égal à zéro, d 'après le théorème I I I . 

96 с. Si la région ç a des connexions doubles ou multiples, on peut 
la ramener à ê t re acyclique, en fermant chacun de ses circuits par un 
diaphragme. 

Soient $i l 'un de ces diaphragmes e t K t la constante cyclique corres
pondante, c 'es t -à-dire la quan t i t é dont croî t W, lorsqu'on décr i t une 
fois le circui t en marchant dans le sens positif. Puisque la région ç 
s 'étend des deux côtés du diaphragme st, chaque élément de st pa
raî t ra deux fois dans l ' in tégrale de surface. 

Si nous supposons la normale v t t racée du côté positif de dsl et v't 

menée du côté négatif, 

en sorte que l 'élément de l ' intégrale de surface correspondant à dst sera 

, <7Ф , „„, аФ . тг аФ , 
W, -r- dsi-\-W\ -тг dsi = — K i -7- dsx. 

dvi 1 « V j avi 

Si donc la région s a des connexions multiples, le premier membre 
de l 'équation (4) devra s'écrire 

la p remière intégrale de surface devant ê t re prise sur la surface l imi te , 
et les suivantes sur les différents diaphragmes, chaque élément d'un 
diaphragme n 'é tant compté qu'une fois, et la normale é tant menée 
dans le sens positif du ci rcui t . 

La nécessité de cette modification du théorème dans le cas des sur
faces à connexions multiples a été signalée par Helmholtz ( J ) , et la 
modification faite par Thomson ( - ) . 

(1 ) Sur les intégrales des équations d'Hydrodynamique qui se présentent 
dans les mouvements tourbïllonnaires [Journ. de Crelle, i858. Traduit par 
Тліт, Phil. Mag., 1867 ( I ) ] . 

(2) Sur le mouvement tourbillonnaire ( Trans. Boy.Soc. Edinb., t. XXV, Part I , 
p. 2 ' | I , 1867). 
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9Qd. Supposons maintenant, avec Green, qu'une des fonctions, 
soit Ф, ne satisfasse pas à la condition de rester finie, ainsi que ses dé
rivées, à l ' in té r ieur de la région d o n n é e ; mais qu'elle devienne infinie 
au point P, et en ce point seulement de la région, et que près de P la 

valeur de Ф soit Ф 0 Н- -1> où Ф 0 est une quant i té finie et continue, et r 

est la distance au point P. Ce sera le cas, si Ф est le potentiel : i° d'une 
quan t i t é d 'é lectr ic i té e concentrée au point P; et 2° d'une quant i té 
d 'é lectr ic i té d i s t r ibuée de façon que sa densité de volume ne soit i n 
finie en aucun point de la région considérée. 

Supposons maintenant une sphère très petite, de rayon a, décri te 
du point P comme centre; alors, dans la région extér ieure à la sphère , 
et i n t é r i eu re à la surface s, Ф ne présente point de s ingular i té , et l'on 
peut appliquer le théorème de Green, en se souvenant qu ' i l faut tenir 
compte de la, surface de la petite sphère lorsqu'on prend l ' intégrale de 
surface. 

Pour prendre l ' intégrale de volume, on retranchera de l ' intégrale 
correspondant au volume de la région entière celle qui correspond au 
volume de la petite sphère . 

Mais, pour cette sphère , 

ffß Ф . Ѵ 2 ^ . d x d y dz 

ne peut ê t re n u m é r i q u e m e n t plus grand que 

( V* ÇJФ dx dy dz 

ou que 
( V 2 W ) g ( a it ea* -+- f « a 3 Ф 0 ), 

l ' indice g appl iqué à une quant i té désignant la plus grande des valeurs 
n u m é r i q u e s de cette quant i té à l ' in tér ieur de la sphère . 

Cette in tégra le de volume est donc de l'ordre de a"-, et peut être 
négligée quand a décroî t et finit par s'annuler. 

L'autre in tégra le de, volume 

ffß W.V^.dxdydz 

ne peut ê t re n u m é r i q u e m e n t plus grande que 

ЧѴ(Ѵ2Ф)Л™3; 

elle est donc de l'ordre de a3 et peut être négligée quand a s'annule. 
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L ' i n t é g r a l e de surface1 . 

ne peut être numér iquemen t plus grande que 

Or, d 'après le théorème I I I , 

ce qui ne peut ê t re numér iquemen t plus grand que 

à la surface, Ф?аа peu près la valeur - •> de sorte que 

ne peut ê t re n u m é r i q u e m e n t plus grand que 

l ' intégrale est donc de l'ordre de a?, et peut ê t re négligée quand a 
s'annule. 

Mais l ' intégrale de surface qui est dans le second membre de l 'équa
tion 

ne s'annule pas, car 

et, si -Wo est la valeur de W au point P, 

L 'équat ion (4) devient donc, dans ce cas, 

\ Sfds~ fffІГ-Ѵ2Ф-^С — 4тсеЧГ0 

97 a. Nous pouvons appliquer ce cas du théorème de Green, ainsi 
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que fait Green lu i -même , à la dé te rmina t ion de la densité superfi
cielle dans une distr ibut ion qui produit un potentiel dont les valeurs 
sont données au dedans et au dehors d'une surface fermée donnée . Ces 
valeurs doivent se confondre sur la surface; à l ' in tér ieur de la surface, 
on doit avoir V 2 W = : o , et à l ' ex tér ieur V 2 4 F ' = o . 

Green commence par la mé thode directe, c 'est-à-dire que, é tant 
donnée la dis tr ibut ion de la densi té superficielle <r, i l trouve les poten
tiels en un point in t é r i eu r P et en un point extér ieur P', en in tégrant 
les expressions 

(9) ЧГр =ffl ds, 4'V =ff ~ ds, 
où r et r' sont mesurés à part ir des points P et P'. 

Soit maintenant Ф = y • En appliquant le théorème de Green à l'es

pace in té r ieur à la surface, et en se rappelant que Ѵ 2Ф = о et que 

V 2 l F —o , on trouve 

d -

( , o ) / / ' т г - < " ' 4 = / Л у * ' 
où 47p est la valeur de W au point P. 

De même , si nous appliquons le théorème à l'espace compris entre 
la surface s et une surface qui l'entoure à une distance infinie a, la 
partie de l ' intégrale de surface correspondant à cette dernière surface 

sera de l'ordre de ^ > et pourra être négl igée; et l'on aura 

Or 47 — W' à la surface, et puisque les normales v et v' sont menées 
en sens inverses, 

d(l) r, 
= o. dv ' dv' 

Donc, en additionnant les équat ions ( i o ) et ( n ) , les seconds mem
bres se dé te rminen t l 'un l'autre, et l 'on a 

Г Гi fdxV dW'\ . 

W - 4 * ч г р = Л J r ^ + d V ) * ' 
97 b. Green démont re aussi que, si l 'on se donne arbitrairement la 

valeur du potentiel en chaque point d'une surface fermée s, on peut 
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déte rminer le potentiel en un point quelconque in té r ieur ou ex té r ieur 
à la surface. 

A cet effet, i l suppose une fonction Ф, telle que sa valeur soit : près 

du point P, sensiblement égale à et, à la surface, égale à zé ro ; et 
que Ѵ 2Ф = о pour tout point in té r ieur à la surface. 

Green démont re l'existence d'une pareille fonction par cette consi
déra t ion physique que, si s est une surface conductrice reliée à la 
terre, et si l 'uni té d 'électr ici té est placée au point P, le potentiel à 
l ' in tér ieur de s devra satisfaire aux conditions imposées. Car, s é tant 
reliée à la terre, le potentiel sera nul en tous les points de s; et puisque 
le potentiel est dû à l 'électricité de P et à l 'électricité induite sur 
Ѵ-Ф = 0 en tout point in té r ieur à la surface. 

Appliquant à ce cas le théorème de Green, on trouve 

( і З ) 4тІЧГр = y y i ЧГ ^ ds 
ON 

où, dans l ' intégrale de surface, W est la valeur du potentiel donnée 
pour l 'é lément ds\ et, puisque, <rP é tan t la densité de l 'é lectr ici té i n 
duite sur s par l 'uni té d 'électr ici té placée en P, 

dФ 

( i4) -jj -- o, 

l 'équation ( i 3 ) peut s 'écrire 

ЧГр=ЛЛW.a.ds, 

où <T est la densité superficielle de la charge induite sur ds par l 'uni té 
d 'électr ici té placée en P. 

Donc, si pour une position par t icul ière de P on connaî t la valeur 
de <J en chaque point de la surface, on pourra calculer par une simple 
intégrat ion le potentiel en P, dans l 'hypothèse que l 'on se donne le 
potentiel en chaque point de la surface, et qu 'à l ' in tér ieur de la sur
face le potentiel est soumis à la condition 

Nous démont re rons plus loin que, si l 'on a obtenu une valeur de W 
satisfaisant à ces conditions, cette valeur est la seule qu i existe. 

Fonction de Green. 

98. Soit une surface fermée s, maintenue au potentiel zéro. Soient 
P et Q deux points du côté positif de la surface (nous pouvons prendre 
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à volonté l ' in té r ieur ou l ' ex té r ieur par côté posi t i f ) ; et soit un petit 
corps chargé de l 'uni té d 'électr ici té et placé en P. Le potentiel en Q sera 
formé de deux parties, l'une due à l'action directe de l 'électricité de P, 
l 'autre due à l'action de l 'é lectr ici té induite par P sur s. Cette der
nière partie du potentiel est appelée fonction de Green, et se désigne 
par Gpq. 

Cette quan t i t é est une fonction des positions des points P et Q, et 
sa forme dépend de la surface s. Elle a été calculée dans le cas où s 
est une sphère , et dans quelques autres très peu nombreux. Elle re
présente le potentiel au point Q dû à la charge induite sur s par l 'uni té 
d 'é lectr ic i té placée en P. 

Le potentiel effectif en un point Q, dû tant à l 'électricité placée en 
P qu 'à la charge induite sur s, est 

4- G, 
p'i 

4>q-> 

rpq dés ignant la distance de P à Q. 
Sur la surface s, et en tous les points situés du côté négatif de s, le 

potentiel est n u l ; donc 

( 0 &pa. ~ — —— ' 
' pa 

l 'indice a indiquant qu'au lieu de Q on prend un point A sur la sur
face s. 

Désignons par <tpa> la densité superficielle induite par P sur le point 
A ' de la surface s; Gpq é tant le potentiel de Q dû à cette distribution 
superficielle 

J J Г qa' 

ds' é tan t un élément de la surface s pris au point A ' , et l ' intégration 
s 'é tendant à toute la surface s. 

Mais, si l 'uni té d 'électr ici té avait été placée en Q, nous aurions 
par l 'équat ion ( i ) 

( 3 ) — = — Gqa', 
I qa'. 

( 4 ) — f f ^ L d , , 
J J ' aa 

aqa é tan t la densité de la charge induite en A par Q, ds un élément 
de surface, et r a a - la distance de A à A ' . 

Substituant dans l'expression de Gpq cette valeur de — > nous 
qa' 
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trouvons 

Puisque cette expression n'est pas a l térée , si nous changeons p en q 
et q en p, nous avons 

(6) Gpq — Gqp, 

résul ta t dont nous avons déjà démont ré la nécessité au § 87, mais 
que nous trouvons maintenant comme conséquence des opérat ions 
ma théma t iques par lesquelles on peut calculer la fonction de 
Green. 

Supposons une distribution quelconque d 'électr ici té , et plaçons dans 
le champ un point chargé de l 'uni té d 'é lec t r ic i té ; si la surface au po
tentiel zéro sépare en t iè rement le point de la distr ibution supposée, 
et que nous prenions cette surface pour surface s, et ce point pour 
point P, la fonction de Green en un point quelconque si tué sur la sur
face du même côté que P est égale au potentiel de la distr ibution 
supposée sur le même point de l'autre côté de la surface. De la sorte, 
on peut combiner un nombre quelconque de cas, dans lesquels la 
fonction de Green peut ê t re t rouvée pour une position par t icu l iè re 
de P. Quant à trouver la forme de la fonction, quand on se donn'e la 
forme de la surface et que la position du point P est arbitraire, c'est 
un p rob lème d'une bien plus grande difficulté, quoique m a t h é m a t i 
quement possible, ainsi que nous l'avons p rouvé . 

Si nous supposons le problème résolu, et le point P pris à l ' in té 
rieur de la surface, pour tous les points extér ieurs le potentiel de 
la surface est égal et opposé à celui de P. La distr ibution superfi
cielle est donc centrobarique ( J ) et son action sur tout point ex té 
rieur est la même que celle d'une uni té d 'électr ici té négat ive placée 
en P. 

99 a. Si dans le théorème de Green nous faisons W — Ф, nous trou

vons 
(,6) fß^ds-fffw-v'v-*=ffßv,X¥}'d':' 
si Ч1* est le potentiel dû à une distr ibution où l 'électricité a dans l'es
pace la densité de volume p, et sur les conducteurs dont les surfaces 
sont s1} s*,, . . . , et les potentiels W{, W2, . . . les densités superficielles 

( ' ) THOMSON et TAIT, Natural Philosophy, § 526. 
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e t é tan t la charge de la surface s^. 
Divisant (16) par —8ir, nous trouvons 

( 2 0 ) 

Or le premier terme est l 'énergie du système due aux charges super
ficielles; le second, celle qui est due à l 'électricité d is t r ibuée dans 
toute l ' é tendue du champ, s'il en existe ainsi d i s t r ibuée . 

Le second membre représente donc l 'énergie é lectr ique totale du 
système, le potentiel 47 y é tant une fonction donnée de x, y et z. 

Comme nous aurons souvent l'occasion d'employer cette intégrale 
de volume, nous la désignerons par l 'abréviat ion W i p , en sorte que 

Si l 'on n'a de charges que sur les surfaces des conducteurs, p = o, et le 
second terme du premier membre de l 'équat ion ( 2 0 ) d isparaî t . 

Le premier terme est l 'énergie du système électrisé expr imée, comme 
au § 84, en fonction du potentiel et de la charge de chaque conduc
teur : c'est cette expression de l 'énergie que nous désignons par W . 

99 b. Soit W une fonction de x, y, z soumise à la condition d'avoir 
en chaque point d'une surface fermée s une valeur connue 47. La 
valeur de 47 pour des points non situés sur la surface s est d'ailleurs 
absolument arbitraire. 

Posons 

l ' intégrat ion s 'é tendant à tout l'espace compris à l ' in tér ieur de la sur
face. Nous allons démont re r que si 471 est une forme par t icul ière de 4" 
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qui satisfait à la condition à la surface, et qu i , en outre, satisfait en 
chaque point in t é r i eu r à la surface à l 'équat ion de Laplace 

(a3) - V»V 1 = 0 , 

la valeur W t de W , qui correspond à Wl} est plus petite que la valeur 
correspondant à toute autre fonction différant de Wt en un point inté
rieur à la surface. 

Soit, en effet, W une fonction quelconque, qu i se confond avec XF, 
pour tous les points de la surface, mais non plus pour les points qui 
sont in té r ieurs à cette surface ; posons 

(*4) w = wi-^w,, 
o î i T 2 est une fonction qui s'annule en tous les points de la surface. 

La valeur de W correspondant à W sera év idemment 

/ W = W i 4- W s 

\ 4 7 r

t / J J \ dx dx ' dy dy dz dz / ^ 

D'après le théorème de Green, le t ro is ième terme peut s 'écrire 

Or l ' intégrale de volume s'annule, puisque V 2 4 l ' 1 = o à l ' in tér ieur de la 
surface; l ' intégrale de surface s'annule aussi, puisque ? 2 = o à la sur
face; donc l 'équat ion (26) se rédu i t à la forme 

( a 7 ) W = W 1 4 - W , . 

Les éléments de l ' intégrale W 2 , é tant des sommes de trois carrés , 
ne peuvent prendre de valeurs négat ives, et l ' in tégrale e l le-même ne 
peut être que positive ou nul le ; donc, si W 2 n'est pas nul , i l est po
sitif, et W est plus grand que W V Mais, si W 2 est nul , chacun de ses 
éléments doit ê t re nul , et, par suite, 

dW.2 _ dW.2 dW. 
dx ' dy ' dz ' 

pour tous les points in tér ieurs à la surface ; Wz doit donc être une con
stante dans tout l ' in tér ieur de cette surface, et, comme <F2 = о sur la 
surface, W^ = o en tous les points in té r ieurs , et ЧГ = Ч)'1; c 'est-à-dire 
que si W n'est pas plus grand que W 1 ; W doit forcément être identique 
à Wt en tous les points in té r ieurs à la surface. 

I l résulte de là que x ¥ 1 est la seule fonction de x, y, z qui devienne 
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égale à W à la surface et qu i satisfasse à l 'équat ion de Laplace en tous 
les points in té r i eu r s . 

Car; si ces conditions éta ient également remplies par une autre fonc
tion W3, W 3 devrait ê t re infér ieur à toute autre valeur de W . Mais 
nous avons déjà démon t r é que W i est plus petit que toute autre va
leur, et, par suite, que W 3 ; donc i l ne peut exister de fonction diffé
rente de Wt qui satisfasse aux conditions. 

Le cas qui nous sera le plus utile est celui où le champ est l imi té 
par une surface ex té r ieure s et par un nombre quelconque de surfaces 
in té r ieures si} .ç2, . . . , et où les conditions sont que W soit nul sur s 
et qu ' i l soit égal à Wh, W2, . . . sur * 2 , • • • > ^ • • • é tan t des 
constantes pour chaque surface, comme c'est le cas pour un système 
de conducteurs dont les potentiels sont donnés . 

De toutes les valeurs de W satisfaisant à ces conditions, celle-là 
donne la valeur min imum de W\p , pour laquelle V 2 x F 2 = о en chaque 
point du champ. 

Théorème de Thomson. 

LEMME. 

100 a. Soit W une fonction de x, y, z, finie et continue à l ' in tér ieur 
d'une surface fermée s, et prenant sur certaines surfaces fermées sl} 

s2, ..., sp les valeurs Wt, W2, ..., Wp, constantes pour chaque surface. 
Soient u, ç, w des fonctions de x, y, z que l 'on peut regarder 

comme les composantes d'un vecteur £ soumis à la condition solé
noïdale 
, ^ wn « du àv dw 

(28) — S . V i = h 1- -.— =0 . 
' dx dy dz 

Posons, dans le théorème I I I , 

(29) X = Wu, Y = T P , Z = WW; 

le résul ta t de ces substitutions est 

les intégrales de surface s 'é tendant aux différentes surfaces, et les i n 
tégrales de volume au champ tout entier. 



THÉORÈME DE THOMSON. 

Or la p remière intégrale de volume s'annule en vertu de la condi
tion solénoïdale imposée à u, v et w\ les intégrales de surface s'annu
lent dans les cas suivants : 

i° Si W — о en chaque point de la surface ; 

2° Si lu + mv -+- nv = о en chaque point de la surface ; 

3U Si la surface est en t iè rement formée de parties qui satisfont aux 
conditions ( i ) ou (2). 

4° Si W est constant sur toute la surface fermée et que 

(lu mv -!- nw) ds — o. 

Dans ces quatre cas, l ' intégrale de volume 

С Г Cl àW dW dW\ . . , 
( 3 ° M = J J J ^ o ^ ^ V t y + - W T z ) d x d y d Z = ° ' 

100 b. Considérons un champ l imité par la surface fermée e x t é 
rieure ss et par les surfaces fermées in té r ieures si} s.x, .. .. 

Soit 47 une fonction de x, y, z finie, continue et satisfaisant à l 'équa
tion de Laplace 

( 3 2 ) V 2 W = 0 

à l ' in tér ieur du champ, et prenant surles surfaces Si,si} . . . les valeurs 
Ч^Ч^, . . . constantes, mais non données, et la valeur zéro sur la sur
face extér ieure s. 

La charge de chacune des surfaces conductrices telle que sL est 
donnée par l ' intégrale de surface 

la normale vA é tant menée de la surface 5X vers l ' in té r ieur du champ 
élec t r ique . 

100 c. Soient maintenant f, g, h des fonctions de oc,y, z que l 'on peut 
regarder comme les composantes d'un vecteur B, soumises seulement 
aux conditions : de satisfaire en chaque point du champ à l 'équat ion 
solénoïdale 

( 3 4 ) d-L 4_ d€ + = o-

dx dy dz ' 

de donner, sur chacune des surfaces fermées sl} la relation 

( 3 5 ) JtJ'(lif-*-mlg-i-nlh)dst=:e„ 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . ю 
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où lx, ml} nt sont les cosinus directeurs de la normale v,, menée de 
la surface sx vers l ' in té r ieur du champ élect r ique , et où et est la même 
quan t i t é que dans l ' équat ion (33), c 'est-à-dire, en fait, la charge élec
trique du conducteur dont la surface est Si. 

Considérons la valeur de l ' intégrale de volume 

(36) Wn = mJJJ(f* + g*-irh*)dxdydz, 

étendue à tout le champ in té r ieur à s et extér ieur à si} s2, et compa
rons-la à 

<з'> ^ - £ # л ( г и £ ) ' - £ ) > * * . 
les limites de l ' in tégrat ion étant les mêmes . 

Posons 
/aas , i № , i àW i àW 
(38) u=^f-\-- R - j v — g -Y- R - , w = h - I - -
4 ' J ^ті dx ° 4 т г ду 4 Tz dz 
et 

( 3g ) Wj? = 2 тІ( " A - + - ( ; 2 - I - ) fl?a? dy dz. 

Alors, puisque 

2 тс \ (te dy dz / ' 

( 4 o ) W 5 = WUT I - W | —Jjf(^ud^-hv~-hw^dxdydz: 

mais, en premier l ieu, и, ç, w satisfont à la condition solénoïdale en 
tous les points du champ, car on a, d 'après les équat ions (38), 

, 4 du àv dw df dg dh 1 _ , „ . 

( 4 0 t - -+- y - -+- x" = T " + ^ T " V W > 
v + ' à ffj' и dx dy dz 4 Tt 

et, d 'après les conditions expr imées par les équations (34) et ( З 2 ) , 
les deux termes du second membre de l 'équation ( 4 0 s o n t nuls. 

En second l ieu, l ' intégrale de surface 

(42) 



THÉOUÈME D E THOMSON. 147 

mais, d 'après (35), le premier terme du second membre est eu et, d'a
près (33), le second terme est — e u de sorte que 

(43) J'j'(liu-i-mlv-+-niw)dsl = o. 

Donc, puisque Wt est constant, la qua t r i ème condition du § 100 a 
est satisfaite; le dernier terme de l 'équat ion (4o) est nu l , et cette 
équat ion se rédu i t à 

(44) W » = W 4 r + W ( , . 

Mais, puisque l 'é lément de l ' intégrale YVj est une somme de trois car
rés, i l est ou nul ou positif. Si donc, en un point quelconque du champ, 
и, v et w ne sont pas tous nuls, l ' intégrale Wj? a une valeur positive, et, 
par suite, W J J est plus grand que Wijr . Mais les valeurs 

pour tous les points, satisfont aux conditions. Donc, si en chaque 
point 

I dW I dW . I dW 
' 4 т: dx 4 1 1 ày 4 7 C °z 

on a 

(46) Wa = W t F . 

et la valeur de correspondant à ces valeurs de / , g, h est plus 
petite que la valeur correspondant à toutes autres valeurs différentes 
d e / , g, h-

Donc, lorsque la charge de chaque conducteur est donnée, i l y a 
une et une seule solution du prob lème qui consiste à dé te rminer pour 
chaque point du champ le déplacement et le potentiel. 

Ce théorème, sous une de ses formes plus générales, a été énoncé 
pour la p remière fois par Sir W . Thomson ( 4 ) . Nous montrerons plus 
loin de quelle généralisation i l est susceptible. 

100 d. On peut modifier ce théorème en supposant que le vecteur B, 
au lieu de satisfaire en tous les points du champ à la condition solé
noïdale, satisfait à la condition 

X i / } dx ^ dy ^ dz - P' 

(') Cambridge and Dublin Mathematical Journal, février 1 8 4 8 . * 
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où p est une quan t i t é finie, dont l'a valeur es tdonnée pour chaque point 
du champ, et qui peut ê t re positive ou négat ive , continue ou discon
tinue, pourvu que son in tégra le de volume, prise pour une région 
finie, reste finie. 

Nous pouvons aussi supposer que, sur certaines surfaces comprises 
dans le champ, 

( 4 8 ) mg 4- nh 4- Vf H- m'g'->r n'h' = a, 

où l, m, л , l', m', n' sont les cosinus directeurs des normales menées 
en un point de ces surfaces vers les régions pour lesquelles les com
posantes du déplacement sont respectivement f,g,h et f,g',h'\ et où a 
est une quan t i t é donnée pour chaque point de la surface, dont l ' in té
grale, prise sur une surface finie, est finie. 

100 e. Nous pouvons aussi changer les conditions aux surfaces l i 
mites, en supposant qu'en tout point de ces surfaces 

( 4 9 ) lf-+- mff + nh = <r, 

où Œ est donné pour chaque point. 
(Dans l 'énoncé pr imi t i f , on supposait seulement donnée la valeur 

de Vintégrale de и sur chacune des surfaces. Ici nous supposons sa 
valeur donnée pour chaque élément de surface, ce qui reviendrait à 
considérer dans l 'énoncé p r i m i t i f chaque élément comme une surface 
indépendante . ) 

Aucune de ces modifications ne porte atteinte à l'exactitude du 
théorème , pourvu que l'on se souvienne que XV doit satisfaire aux con
ditions correspondantes, c'est-à-dire à la condition générale 

dixy friW d*W 

et à la condition à la surface 

dW dW 

(5.) ^ + ^ / + 4 7 Ш : = 0 ; 

car si, comme précédemment , 
i dW ] dW , i dW 

J 4 n: dx 4 -Tt ду ^т. dz 

u, v et w satisferont à la condition solénoïdale générale 

du dv dw 
dx dy dz ' 
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à la condition à la surface 

lu -1- mv 4- nw -+- V u'-h m V H - n'w' = о, 

et à la condition à la surface l imi te 

lu -+- mv - h nw — 0 ; 

d'où nous tirons, comme plus haut, 

С С Cl àW dW dW\ , , , 
M =

J J J \ U t e + V - d y ' + W ^ ) У ° 
et 

Donc i l est démont ré , comme précédemment , que W J J prend sa va
leur minimum unique, lorsque Wj? est nul , ce qui suppose que X est 
nul partout, ou que 

i_ôW ^ _ i _ dW h _ i_ àW 

' 4 7 1 àx ' 0 "~ 4тс c'y ' t^Tt dz 

101 a. Dans l 'énoncé de ces théorèmes , nous nous sommes tenus jus
qu 'à présent renfermés dans cette théorie de l 'électricité qui admet que 
les phénomènes électr iques dépendent seulement de la forme, de la po
sition relative et de la charge des conducteurs, mais qui ne tient pas 
compte de la nature du milieu dié lectr ique qui sépare ces conduc
teurs. 

D'après cette théor ie , par exemple, i l y a une relation invariable 
entre la densité superficielle sur un conducteur et l ' intensité é lec t ro-
motrice aux. points extér ieurs voisins de la surface : c'est ce qui est 
expr imé par la lo i de Coulomb 

R = 4 та. 

Mais ceci n'est vrai que dans le milieu que l 'on prend pour type; ce 
milieu peut être l 'air . La relation n'est plus la même pour d'autres mi 
lieux, ainsi que Га démontré Cavendish, qui ne publia cependant point 
sa découver te , et ainsi que plus tard l'a re t rouvé Faraday sans avoir 
connaissance des travaux de Cavendish. 

Pour exprimer complètement les phénomènes , nous reconnaissons 
la nécessité de considérer deux vecteurs, liés par une relation diffé
rente pour les différents milieux. L 'un d'eux est l ' intensité é lectro
motrice; l 'autre, le déplacement é lec t r ique . 

L' intensi té é lect romotr ice est liée au potentiel par des équations de 
forme invariable; le déplacement é lectr ique est lié par des équat ions 
de forme invariable à la distr ibution de l 'é lectr ic i té ; mais la relation 

» 4 9 



l5o I г о P A R T I E , CHAP. I V . — THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

de l ' intensi té é lec t romotr ice et du déplacement é lectr ique dépend de 
la nature du mil ieu d ié lec t r ique , et doit s'exprimer par des équat ions 
dont la forme la plus générale n'a point encore été ent ièrement dé te r 
minée j u s q u ' à ce jour , et ne peut se dé te rminer que par des expériences 
sur les d ié lec t r iques . 

101 b. L ' in tensi té é lect romotr ice est un vecteur, défini au § 68, 
comme étant le quotient de la force mécanique qui agit sur une petite 
quan t i t é e d 'é lectr ic i té divisée par cette quant i té e. Nous désignerons 
ses composantes par les lettres P, Q, R et le vecteur lu i -même par la 
lettre € . 

En é lec t ros ta t ique , l ' in tégrale de ligne de С est toujours indépen
dante du contour d ' in tégra t ion ; en d'autres termes, <të est la variation 
dans l'espace d'un potentiel ; d'où 

P = - — , 0 = - — , R = - — , dx dy dz 

ou, plus br ièvement , dans la notation des quaternions, 

(6 = — VW. 

101c. Le déplacement é lec t r ique , dans une direction quelconque, 
a été défini au § 6 8 le quotient de la quan t i t é d 'électr ici té t ransportée 
à travers une petite aire A , dont le plan est normal à la direction con
sidérée, divisée par cette aire A . Nous désignerons par f, g, h les 
composantes du déplacement , par U le vecteur lu i -même . 

La densi té de volume en un point quelconque est définie par l 'équa
t ion 

df d& à h 
p = ——h • - -+- — r dx dy dz 

ou, dans la notation des quaternions, 

p = — 5 .VU. 

La densi té superficielle en un point d'une surface électrisée est défi
nie par l 'équat ion 

a = mg -+- nh -f- Vf -+- m'g'-¥- n'h', 

où f, g, h sont les composantes du déplacement d'un côté de la sur
face, et /, m, n les cosinus directeurs de la normale menée à la surface 
de ce côté, et où g', h', et V, m', n' sont les composantes du dépla
cement, et les cosinus directeurs de la normale, de l'autre côté de la 
surface. 
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Dans la notation des quaternions, cette relation s'exprime par l ' é 
quation 

<i = — ( A . u v m - h S . u v ' j j ) , 

où Uv et Uv ' sont les normales uni tés des deux côtés de la surface, 
et où 5 indique que l'on doit prendre la partie scalaire du produit . 

Si la surface est celle d'un conducteur, et v la normale ex té r i eure , 
g', h' et U ' sont nuls, et l 'équat ion se r édu i t à 

и = If ~ mg ч- nh 
= — S.Uvf l . 

La charge totale du conducteur est donc 

e— J*J(tf'-T- mS nh) ds = — jj's.Uy.jy.ds. 

101 d. Ainsi qu'on l'a fait voir au § 8k, l 'énergie é lect r ique d'un 
système est égale à la demi-somme des produits des charges des con
ducteurs par leurs potentiels respectifs. 

où l ' intégrale de volume doit être prise pour toute l 'é tendue du champ 
électr ique, et l ' intégrale de surface sur les surfaces des conducteurs. 

Posons, dans le théorème I I I , § 21 , 
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OU 

Vt=l-fff(f?+-g<l + hK)dxdydz. 

101 e. Nous arrivons maintenant à la relation entre M et € . 
L 'un i té d 'é lectr ic i té est habituellement définie d 'après des expé 

riences faites dans l 'air . Or nous savons, parles travaux de Boltzmann, 
q u e la constante d ié lec t r ique de l 'air est un peu supér ieure à celle du 
vide et varie avec la dens i té ; donc, en toute rigueur, toutes les me
sures de quan t i t é d 'é lectr ici té devraient être affectées d'une correc
tion pour les ramener, soit à une pression et à une t empéra tu re nor
males dans l 'air, soit au vide, ce qui serait plus scientifique; de même 
que les indices de réfract ion, mesurés dans l 'air, exigent une correc
tion semblable, cette correction étant d'ailleurs assez petite dans les 
deux cas, pour n 'ê t re sensible que dans des mesures d'une ex t rême 
précis ion. 

Dans le mi l ieu choisi comme mil ieu normal 

ou 

4 * / = P , 4 ^ - Q . 4«Ä. = R . 

Dans un mil ieu isotrope, dont la constante diélectr ique est K , 
4TÜU - K(Ê, 

4 T C / = K P , 4 n ^ = K Q , 4itA = K R . 

Mais i l y a certains milieux, et le verre est un de ceux qui ont été le 
plus soigneusement é tudiés , pour lesquels la relation entre 13 et (Ê est 
plus compl iquée et fait intervenir la variation dans le temps d'une de 
ces quant i tés ou de toutes deux; la relation doit alors ê t re de la forme 

Pour l'instant, nous n'essayerons pas de discuter des relations de 
cette forme plus générale, et nous nous bornerons au cas où Ш est une 
fonction l inéaire et vectorielle de (ß. 

La forme la plus générale d'une pareille relation peut être repré
sentée par 

47TÎI = cp(€), 

où, dans l 'é tude actuelle, cp représentera toujours une fonction l inéaire 
et vectorielle. Les composantes de M seront donc des fonctions l inéaires 
et homogènes des composantes de (B, et pourront être mises sous la 



où le premier indice de chaque coefficient К indique la direction du 
déplacement , et le second la direction de l ' intensité é lec t romotr ice . 

La forme la plus générale d'une fonction l inéaire et vectorielle com
prend donc neuf constantes arbitraires. Si les coefficients qui ont le 
même couple d'indices sont égaux, la fonction est dite autoconju-
guée. 

Si nous exprimons (Ê en fonction de B, nous aurons 

ф étant la fonction inverse de <p, d'où 

P — \ v{kxxf 4 - kyx g - ь кsx h), 
Q ^ \Tz(kxyf -(- kyy g -+- kzy h), 

R = 4-rz(kx zf -r- kyz g - ь kzz h). 

101 f. Le travail accompli par l ' intensité é lec t romotr ice dont les 
composantes sont P, Q, R, pour dé te rminer dans l 'uni té de volume du 
milieu un déplacement dont les composantes sont df, dg, dh, est 

dW = P df-h Qdg -+- R dh. 

Puisqu'un dié lect r ique, soumis à un déplacement é lec t r ique , con
stitue un système conservatif, W doit être une fonction d e / , g, Л; 
et, puisque/ , g, h peuvent varier indépendamment , on doit avoir 

17' Q = ^ 7 ' К = Ж ; 

d'où 
àP _ d*\V _ гГЛУ dQ _ 
dg — df'dg - dg&f - Tf '> 

mais 
d V , i J-g = ^kyX, 

coefficient de y dans l'expression de P, et 

^ =$ъкХу, 

coefficient de œ dans l'expression de Q. 
Donc, si un dié lectr ique constitue un système conservatif (et nous 
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forme 



l 'indice exprimant en fonction de quel vecteur est expr imé W . Quand 
i l n'y a pas d'indice, i l faut entendre que l 'énergie est expr imée en 
fonction des deux vecteurs. 

Ains i , nous avons en tout six expressions différentes de l 'énergie 
d'un champ élect r ique . Trois d'entre elles font intervenir les charges 
et les potentiels à la surface des conducteurs; elles sont données au 
§ 87. 

Les trois autres sont des intégrales de volume prises dans toute 
l 'é tendue du champ, et font intervenir les composantes de l ' intensité 
é lec t romotr ice , ou du déplacement é lec t r ique , ou de ces deux quant i tés 
à la fois. 

Les trois premières appartiennent donc à la théor ie des actions à 
distance ; les trois autres, à la théorie des actions propagées à travers 
un mil ieu interposé entre les corps. 

Ces trois expressions de W peuvent s 'écrire 

101 h. Pour étendre le théorème de Green, au cas d'un milieu h é -
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savons qu ' i l en est ainsi, puisque ce système peut conserver son éner
gie pendant un temps indéfini) , 

et ф est une fonction au toconjuguée . 
I l en résul te que <p est aussi autoconj 'ugué, et que 

101 £ \ L'expression de l 'énergie peut donc ê t re mise sous l'une ou 
l'autre des formes 
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térogène non isotrope, nous n'avons qu'à poser dans le théorème I I I 



Limites entre lesquelles doit être comprise la capacité électrique 
d'un conducteur. 

102 a. On a déjà défini capacité d'un conducteur ou d'un système de 
conducteurs la charge qui porte au potentiel i ce conducteur ou ce 
système, tous les autres conducteurs du champ étant au potentiel 
zéro. 

La m é t h o d e suivante pour dé te rminer les valeurs limites entre les
quelles doit se trouver comprise la capaci té d'un conducteur a été 
suggérée par un Mémoire Sur la théorie de la résonance, par 
Thon. J. W . Strutt , Phil. Ti 'ans., 1871 (voir § 308). 

Désignons par st la surface du conducteur ou du système, dont on 
doit dé t e rmine r la capac i t é ; par ,?0 la surface des autres conducteurs. 
Soient W1 le potentiel de s1}

 XY0 celui de s0. Soient eY la charge de s^ ; 
celle de s0 sera — e{. 

Alors, si q est la capacité de s1} 

( 0 v = 4^-bp-0' 

et si W est l 'énergie du système pour la distribution actuelle de l'élec
t r ic i té , 

( 2 ) \Ѵ--\еі(Ч\ - Ч г „ ) 

et 

{ } q (Wi — Wo)1 a\V" 

Soit à trouver une l imite supér ieure de la capaci té . Imaginons une 
valeur de W qui soit égale à 1 sur st et à о sur s0, et calculons la va
leur de l ' in tégrale de volume 

pour toute l ' é tendue du champ. 
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En employant la notation des quaternions, ce résul ta t peut s 'écrire 
plus b r i èvement 
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On a démont ré (§ 9 9 b) q u e W n e peut ê t re supér ieur à Wip*, la ca
pacité q ne peut donc être plus grande que 2 W\jr. 

Soit maintenant à trouver une l imi te infér ieure . Imaginons un 
système de valeurs de / , g, h satisfaisant à l 'équat ion 

(5) ?/ + ^ : + ^ = o 
K ' dx dy dz ' 
ainsi qu 'à 

(6) J,J(l1f-hmig-+-nih)dsi-eu 

et calculons la valeur de l ' intégrale de volume 

(7 ) W D - ™fff ( / 2 + S* Л') dx dy dz, 
pour toute l 'é tendue du champ. On a démont ré ( § 100c) que W ne 
peut être plus grand que W33 ; la capacité ne peut donc être inférieure 

(8) 

La méthode la plus simple pour obtenir un système de valeurs de 
/, g, h, qu i satisfasse à la condition solénoïdale, est de supposer l 'élec
tr ici té répandue sur la surface st et sur la surface s0, de façon que la 
somme de ces charges soit nulle. On calcule alors le potentiel W dû à 
cette distr ibution, et l 'énergie é lectr ique du système ainsi disposé, 
que l 'on peut appeler W f f . 

Si alors nous faisons 

4 т г dx ' ^ ^TZ dy ' 1 dz ' 

ces valeurs de f, g, h satisferont à la condition solénoïdale. Mais, dans 
ce cas, nous pouvons dé te rminer W33 sans passer par la recherche 
de l ' intégrale de volume; car, puisque cette solution rend V 2 4 ( ' = : o 
en tous les points du champ, nous pouvons obtenir \Ѵщ sous forme 
d' intégrales de surface 

( 9 ) W B =lfflFffi d s i + \ffds°> 
où la p remière intégrale est é tendue à la surface sly et la seconde 
à la surface s0. 

Si la surface s0 est à une distance infinie de s1} le potentiel sur s0 est 
nul , et le second terme disparaî t . 
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101 b. Toutes les fois qu'on cherche la dis t r ibut ion de l 'électricité 
sur des conducteurs dont le potentiel est donné , on peut obtenir de 
la man iè r e suivante une solution approchée du p rob lème . 

Soit Si la surface d'un conducteur ou d'un système de conducteurs 
maintenus au potentiel i ; soit s0 la surface de tous les autres conduc
teurs, y compris le conducteur creux qui entoure tout le reste, et 
qui peut, dans certains cas, ê t re supposé à une distance infinie des 
autres. 

Commençons par mener une série des lignes droites ou courbes, 
de Si à s0. 

Supposons que sur chacune de ces lignes 4/ soit égal à x en sl: et 
à о en s0. Alors, P é tant un point quelconque sur une de ces lignes, 

Ps 
nous pouvons prendre comme p remiè re approximation 4^ = — - • 

Nous obtenons ainsi une p remiè re approximation de У/ qui satisfait 
à la condition d 'ê t re égale à i sur s, et à о sur s0. 

La valeur de Wqr, calculée d 'après ЧД, serait plus grande que W . 
Comme deuxième approximation des lignes de force, supposons 

que 
. . , dW{ àW, j dWt 

СЮ) f = - P - à ï > g = -p-0y> h = - p - d z - ' 

Le vecteur, dont les composantes sont / , g, h, est normal aux sur
faces pour lesquelles Wl est constant. Déte rminons p de façon que 
/, g, h satisfassent à la condition solénoïdale. Nous avons ainsi 

/д*ЧГі 0*4?! djyA àp (№\ dp dWi dpdW1_ 

P\ dx'1 ' dy'1 dz'1 j dx dx dy dy dz dz °" 

Si nous menons de sv à s0 une ligne qui soit constamment normale 
aux surfaces pour lesquelles W est constant, et si nous désignons par s 
la longueur de cette ligne mesurée à partir de s0, 

^ } ds dx ds dy ds dz 

dW 
R é tan t l ' intensité résul tante égale à— de sorte que 

^ J ' dx dx dy dy dz dz ds dW' 

et l ' équat ion ( n ) devient 
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d 'Où 

(І5) p = Ce ° 

l ' intégrale é tan t une in tégra le l inéaire prise le long de la ligne ,v. 
Supposons maintenant que le long de la ligne s 

c№* ndx dy , dz dW* 
<l6> - Hf = / dS is + h Is 1Г ' 
alors 

(17) Щ = ü I e dWu 

do 

l ' in tégrat ion étant toujours efTectuéele long de la ligne s. La constante 
С doit maintenant ê t re dé te rminée par la condition que 4^ = 1 en 
même temps que Wt sur st, c'est à dire que 

( . 8 ) С Г « Л Л Г і = і , 
•Л 

ce qui donne une dernière approximation de W; on peut r épé te r cette 
opéra t ion. 

Les résul ta ts obtenus par le calcul de W-qr , Wm , Wrçr , . . . donnent 
des capacités alternativement au-dessus et au-dessous de la capaci té 
vraie, et s'en approchant constamment. 

L 'opérat ion, telle qu'on vient de l'exposer, suppose le calcul de la 
forme de la ligne s et l ' in tégrat ion suivant cette ligne, opérat ions qui 
sont en général trop difficiles pour que l 'on puisse les effectuer p ra t i 
quement. 

Dans certains cas, on peut arriver à une approximation par une 
méthode plus simple. 

102 c. Comme exemple de cette méthode , nous allons l'appliquer à 
la recherche par approximations successives des surfaces équipoten
tielles et des lignes d'induction dans le champ électr ique compris entre 
deux surfaces qui sont à peu près planes et paral lèles, mais ne le sont 
pas rigoureusement, et dont l'une est maintenue au potentiel zéro et 
l'autre au potentiel i . 

Soient les équat ions des deux surfaces 
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pour la surface au potentiel zéro 

(20) zt=ft(x,y) = b 

pour la surface au potentiel 1, a et b é tant des fonctions données de 
x et y, et b é tan t toujours plus grand que a. Les dérivées premières 
de a et b par rapport à ж et à y sont des quan t i t és très petites, dont 
on peut négl iger les puissances et les produits de plus de deux fac
teurs. 

Nous commencerons par supposer que les lignes d'induction soient 
parallèles à l'axe des z, auquel cas 

/ \ л dh 

(21) / = 0 , ff = o, -d~=o; 

donc sur chaque ligne d'induction, h est constant, et 

(22) X F = = — 4 T t j T hdz — — 4KJI(Z — a). 

Lorsque z — b, 4" — 1, d 'où 
(23) Ar-: . 4 т: (b — a) 
et 

ce qui donne une première approximation du potentiel et indique 
une série de surfaces équipotent iel les dont les intervalles, mesurés 
para l lè lement à z, sont égaux. 

Pour obtenir une deuxième approximation des lignes d'induction, 
supposons qu'elles soient partout normales aux surfaces équipoten
tielles définies par l 'équat ion (24). 

Ceci revient à poser les conditions 

où 1 doit ê t re dé te rminé de façon qu'en tout point du champ 

( 6 ) ^ -h ^ -f- — О 

^ dec dy ' dz 

et que l ' in tégrale l inéaire 



L I M I T E S E N T R E L E S Q U E L L E S DOIT ÊTRE COMPRISE, E T C . l 6 l 

prise le long d'une ligne d'induction quelconque, de la surface a à la 
surface b, soit égale à — i . 

Supposons que 

( 2 8 ) Ьі+А + В ( г - й ) + С ( г - а ) а , 

et négligeons les puissances et les produits de A , B, G, et, pour le 
moment, les puissances et les produits des dérivées premières de a 
et b. 

La condition solénoïdale donne 

( 4 ) „ = - * „ , c = - i ^ > , 
où 

Si, au l ieu de prendre l ' intégrale de ligne suivant la nouvelle ligne 
d'induction, nous la prenons suivant l'ancienne, paral lèle à z, la se
conde condition donne 

1 = n - A - ь \ B ( b — a) ІС(6 — a)*, 

d'où 

(3i) A = \{b — а ) Ѵ 2 ( 2 а ч - 6 ) , 
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Si <ja et <jb sont les densi tés superficielles, * F e et W/t les potentiels 
sur les surfaces a et b respectivement 

' . = ^ ( V . - V . ) ( ^ + ^ a - H i V . * ) . 
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C H A P I T R E V . 

ACTION MÉGANIQUE ENTRE DEUX SYSTÈMES ÉLECTRISÉS. 

103. Soient E t et E 2 les deux systèmes électrisés dont nous nous 
proposons d 'é tudier les actions réc iproques . Supposons que la dis t r i 
bution de l 'électricité dans le système Ex soit définie par la densité de 
volume pi pour l 'élément dont les coordonnées sont xx, y u zv. Soit p2 

la densi té de volume de l 'é lément de E 2 , dont les coordonnées sont х.г, 

У il 3 s -
La composante suivant les x, de la force qui agit sur l 'élément Ej 

par suite de la répulsion de l 'é lément E 2 , sera 

X\ — Хч 
pi ?2 ——\—- dx\ cfyi dzi dxz dy% dz2 

avec 
r 2 = (a?! — x2y- -s- ( j ! —y-i)'1 4- (*i — z-іУ, 

et, si A représente la composante suivant les x de la force totale qui 
agit sur E 4 en raison de la présence de E, , 

11 

où l ' intégrat ion par rapport à x u y{, zy s 'étend à tout l'espace occupé 
par E,, et l ' in tégrat ion par rapport à xt, y2, z.2 à tout l'espace occupé 
par E, . Mais, puisque p t est nul , sauf dans le système E b et p 2 nul , sauf 
dans le système E 2 , la valeur de l ' intégrale ne sera pas changée si nous 
étendons les limites des intégrat ions et si nous supposons que ces l i 
mites soient pour toutes les in tégra t ions ± oo . 

Cette expression de la force n'est que la traduction l i t térale en sym
boles ma thémat iques de la théor ie qui suppose que la force électr ique 
agit directement à distance entre les corps, et ne tient pas compte 
du milieu ambiant. 

Si nous définissons г Р 2 le potentiel au point xly\zl dû à la présence 
du système E 2 par l 'équation 

(••>•) ^¥.г= j j j ^ d x , d y , d z u 
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s'annule à l ' inf in i et satisfait en tout point à l 'équation 

(3) V 2 ¥ 2 = 4 " p 2 -

Nous pouvons alors exprimer A sous forme d'une intégrale tr iple 

(4) k = -JJj^^dx^dy^dz^ 

On suppose i c i que le p o t e n t i e l ^ a une valeur définie en chaque point 
du champ, et c'est en fonction de cette valeur, ainsi que de la d i s t r i 
but ion p, de l 'é lectr ici té dans le premier système E 1 ? qu'est expr imée 
la force A , sans qu ' i l soit fait mention explicitement de la distribution 
de l 'é lectr ic i té dans le second système E 2 . 

Soit le potentiel dû au premier système, expr imé en fonction de 
ce, y, z et défini par l 'équat ion 

(5) 4'l==fffP~F dXl dyi chl ; 

Wt s'annule à une distance infinie et satisfait, en tout point à l 'équation 

(6) V 2 i F i = 4 ^ ? i -

Nous pouvons maintenant é l iminer p t dans A , et nous obtenons 

( , ) A = - - L 

où la force est expr imée en fonction des deux potentiels uniquement. 

10k. Dans toutes les in tégra t ions considérées jusqu' ic i , i l est indif
férent de prendre telles ou telles limites, pourvu que ces limites en
globent l'ensemble du système E t . Dans ce qui suit, nous supposerons 
les systèmes E t et E 2 tels qu'une certaine surface fermée s renferme la 
tota l i té du système E n sans aucune partie de E 2 . 

Posons alors 

représente la force résul tante parallèle aux œ, qu i agit sur le système Ej 
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et qui est due à l 'é lectr ici té de ce système m ê m e . Mais, dans la théor ie 
des actions directes à distance, cette force doit ê t re nulle, car l'action 
d'une molécule P sur une autre Q est égale et oposée à celle de Q sur P, 
et, puisque les composantes des deux actions entrent dans l ' in tégra le , 
elles se dé t ru i sen t l'une l'autre. 

Nous pouvons donc écr i re 

(„) . * = -J-fff%VTd,l4rlAl, 

où W est le potentiel du aux deux systèmes, l ' in tégrat ion étant l imi tée 
maintenant à la partie de l'espace si tuée dans la surface fermée s, la
quelle renferme en entier le système E t , mais ne comprend aucune 
partie du système E 2 . 

105. Si l 'action de E 2 sur E x s'exerce non plus directement et à dis
tance, mais par la propagation d'une tension dans un mil ieu continu 
s 'étendant de E t à E 2 ; et, si nous connaissons la tension en chaque point 
d'une surface fermée s qui sépare complè tement E 2 de E, , nous serons 
en mesure de dé te rmine r complè tement Faction mécan ique de E 2 

sur E t . Car, si la tension propagée à travers 5 ne rend pas en t i è rement 
compte de l'action exercée sur E l 5 i l faut nécessai rement qu ' i l existe 
une action directe entre quelque chose d ' in té r ieur et quelque chose 
d 'ex tér ieur à s. 

Si donc i l est possible de rendre compte de l'action de E 2 sur E t au 
moyen d'une tension propagée à travers le mil ieu ambiant, i l doit ê t re 
possible d'exprimer cette action sous forme d'une in tégra le é tendue 
sur une surface quelconque s séparant complè tement E t de E 2 . 

Essayons donc d'exprimer, sous forme d ' in tégra le de surface, 

Nous pourrons le faire au moyen du théorème I I I , si nous pouvons dé 
terminer X , Y et Z de façon que 



l6Ô I м P A R T I E , CHAP. V . — ACTION MÉCANIQUE, E T C . 

De m ê m e 

l ' in tégrat ion s 'é tendant à tout l'espace in té r i eur à s. Transformant 
cette in tégrale de volume j>arle théorème I I I , on a 

(i6) 

où ds est un élément pris sur une surface fermée quelconque, 
comprenant la total i té de Ej et ne renfermant rien de E 2 , et où l, 
m, n sont les cosinus directeurs de la normale menée à 5 vers l 'exté
rieur. 

Pour les composantes suivant / et z de la force agissant sur E 1 ; on 
a de même 

07) 

(i8) 

Si en réal i té le système E 2 exerce sur E t une action directe à distance, 
sans intervention du mi l ieu , nous devrons regarder les quant i tés 
Pxxi ' • • comme de simples abréviat ions pour certaines expressions 
symboliques, sans y attacher aucun sens physique. 
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Mais si nous admettons que les actions mutuelles se transmettent 
entre E, et E 2 au moyen d'une tension du mil ieu qui les sépare , les 
équat ions (16), (17), (18) donnent les composantes de la force résul 
tante, due à l'action sur l ' ex tér ieur de la surface s, d'une tension dont 
les six composantes sont pxx, et nous devons, par suite, cons idé
rer pxxi . . . comme les composantes d'une tension existant en réali té 
dans le mi l ieu . 

106. Pour nous faire une idée plus claire de la nature de cette ten
sion, supposons que l'on modifie la forme d'une partie de la surface s, 
de façon que l 'é lément ds devienne une partie d'une surface é q u i p o -
lentielle. Cette modification sera légi t ime, pourvu que nous ne laissions 
en dehors aucune partie de E t et que nous n'enfermions aucune partie 
de E 2 . 

Soit V une normale menée à ds vers le dehors. 
dW 

Soit R — r- l ' intensité de la force électromotr ice dans la direc-
av 

tion de V ; alors 
dW Ю 7 dW dW u - R — = — К /, - = - R m , - R - = — lin. 
dx dy dz 

et les six composantes de la tension sont 

si a, b, с sont les composantes de la force agissant sur ds r appor tée à 
l 'unité de surface 

Donc la force agissant entre la partie du milieu extér ieure à ds et la 
partie du milieu in tér ieure à ds est normale à l 'é lément et dirigée vers 
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le dehors, c'est-à-dire que c'est une tension semblable à celle d'une 

corde, dont la valeur, par uni té de surface, est ~ RA 
О 7t 

Supposons maintenant que l 'é lément ds soit perpendiculaire aux. 
surfaces équipotent ie l les qui le rencontrent; dans ce cas, 

mult ipl iant (19) par et le retranchant de (20), nous trouvons 

(21) STt(lp*x + mPxy^npxz) = -iy^ — j J = - ^ 2 -

Les composantes de la tension sur ds, rappor tée à l 'uni té de surface, 
sont donc 

Donc, si l 'é lément ds est à angle droit sur une surface équipotent ie l le , 
la force qui agit sur l u i est normale à la surface, et sa valeur numér ique , 
par uni té de surface, est la même que dans le premier cas; mais la d i 
rection de la force est différente, car c'est une pression au lieu d'une 
tension. 

Nous avons ainsi dé te rminé complè tement la nature de la force agis
sant en un point donné de mi l ieu . 

La direction de l ' intensité é lect romotr ice en ce point est un axe 
principal de tension, et la force, dans cette direction, est une tension 
dont la valeur numér ique est 

R é tant l ' intensité é lect romotr ice . 
Toute direction perpendiculaire à la précédente est aussi un axe 
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principal de tension, et la force le long de cet axe est une pression 
dont la valeur n u m é r i q u e est également p. 

La tension ainsi définie n'est pas du type le plus général , puisqu'elle 
a deux de ses tensions principales égales entre elles, et la t ro is ième 
égale et de signe contraire. 

Ces conditions réduisen t de six à trois le nombre des variables i n 
dépendantes qui définissent la tension; et, par suite, cette tension 
est en t iè rement définie par les trois composantes de l ' intensité électro
motrice 

àx ' dy' Oz 

Les trois relations entre les six composantes de la tension sont 

107. Examinons maintenant si les résul ta ts obtenus doivent être 
modifiés dans le cas où, une quant i té finie d 'électr ici té é tant rassem
blée sur une surface finie, la densité de volume devient infinie sur cette 
surface. 

Dans ce cas, nous avons mont ré (§ 78) que les composantes 
de l ' intensité é lect romotr ice sont discontinues sur la surface. Les 
composantes de la tension seront donc aussi discontinues sur la sur
face. 

Soient 

/, m, n les cosinus directeurs de la normale à ds; 
P, Q, R les composantes de l ' intensité é lect romotr ice du côté de la 

surface où est menée la normale; 

P', Q', R' leurs valeurs de l'autre côté de la surface. 

D'après le § 78a, si a est la densi té superficielle, 
, P — P' ^ 4 T I J / , 

(»4) • Q - Q' = 4 тог m, 
! R — R' = 

Soit a la composante suivant x de la force qui agit sur l 'uni té d'aire 
de la surface, et qui est due à la tension du milieu des deux côtés de 



Donc, en supposant que la tension en un point quelconque soit donnée 
par les équat ions (i4)> on trouve que la force résul tante agissant dans 
la direction des x sur une surface électrisée, rappor tée à l 'uni té de 
surface, est égale au produit de la densité superficielle par la moyenne 
a r i thmét ique des composantes parallèles à x de l ' intensité é lec t romo
trice, mesurée de part et d'autre de la surface. 

Ce résul ta t est identique à celui que nous avons obtenu au § 79 par 
un procédé tout semblable. 

Donc l 'hypothèse d'une tension du mil ieu ambiant peut s'appliquer 
au cas où une quant i té finie d 'électricité est rassemblée sur vine sur
face finie. 

Dans la théor ie de l'action à distance, la force résul tante qui agit 
* sur un élément de surface se dédui t d'ordinaire en considérant une 

portion de surface dont les dimensions sont très petites par rapport aux 
rayons de courbure de la surface (*). 

Sur la normale élevée au point milieu de celte portion de surface, 
on prend un point P dont la distance â la surface est très petite relati
vement aux dimensions de cette partie de la surface. En ce point, l ' i n 
tensité é lect romotr ice due à la petite portion de surface est sensible
ment la même que si la surface était un plan il l imité : c'est donc i -s 

(') Cette méthode est due à Laplace (voir POISSON, Sur la distribution de 
l'Électricité, etc. Mém. de l'Inst., 1811, p. 3o). 
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la surface, 
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dans la direction de la normale à la surface. Pour un point P', de l'autre 
côté de la surface, l ' intensi té sera la m ê m e , mais dans la direction op
posée. 

Considérons maintenant la partie de l ' intensité é lec t romotr ice qui 
est due au reste de la surface et aux autres corps électrisés, si tués à 
une distance finie de l 'é lément de surface. Puisque tes points P et P' 
sont infiniment voisins l 'un de l'autre, les composantes de l ' intensi té 
é lect romotr ice due à des charges électr iques à distance finie seront les 
mêmes en ces deux points. 

Soit P 0 la composante suivant x de l ' intensi té é lectromotr ice en A 
ou en A' due aux charges à distance finie. La valeur de la composante 
totale en A sera 

P - P„-b '2 TZ11 

et, en A ' , 
P' P 0 ажт / , 

d'où 
Р„г=і(Р-ь P'). 

Or la force mécanique résul tante qui agit sur l 'é lément de surface est 
due en t iè rement aux charges électr iques à distance finie, puisque l'ac
tion de l 'é lément sur l u i -même doit avoir une résul tante nul le; donc 
la composante suivant x de cette force, rappor tée à l 'uni té de surface, 
doit être 

a = < 7 p „ ^ i < ï ( P 4 - P')-

108. Si, comme dans l 'équat ion ( 2 ) , nous définissons le potentiel en 
en supposant la dis tr ibut ion d 'électr ici té donnée, de ce fait que les 
actions et réact ions réc iproques de deux molécules électr iques sont 
égales et opposées, i l résulte que la composante suivant x de la force 
due à l'action du système sur lu i -même doit être nulle, ce que nous 
pouvons écrire sous la forme 

(26) ±fffd^d*dydZ = 0-, 

mais si nous définissons W comme étant une fonction de x, y, z qui 
satisfait à l 'équat ion 

V 2 47 = o 

pour tout point ex té r ieur à la surface fermée s, et qui devient nulle à 
l ' in f in i , i l semble nécessaire de démont re r ce fait que l ' intégrale de 
volume, é tendue à toute région comprenant s, est nulle. 

Une démonst ra t ion résul te du théorème du § 100«, d 'après lequel, 
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si l 'on donne Ѵ-Ч1" en tout point de la surface et si W= о à l ' inf in i , la 
valeur de Ч1" est dé te rminée pour tout point et égale à 

( 27 ) V = J - fjf-r V2 w dx dy dz, 
r é tan t la distance du point pour lequel on donne la concentration de 
Wz=zV2xP et celui pour lequel on veut trouver le potentiel W. 

Car le théorème se rédui t ainsi à ce que nous avons dédu i t de la 
p remiè re définition de XV. 

Mais si nous considérons W comme la fonction fondamentale de x, 
y, z, de laquelle nous avons tiré les autres, i l est préférable de ra
mener ( 2 6 ) à la forme d'une intégrale de surface 

( 28 ) A — ÇJ( lpxx -+- mpxy - i - npxz ) dS ; 

et si nous supposons que partout la surface S soit à une très grande 
distance a de la surface5 qui renferme tous les points pour lesquels V-W 
est différent de zéro, nous savons que W ne peut être numér iquemen t 

plus grand que -> e é tan t l ' intégrale de volume de V*W, et que R ne 
CL 

àW e 
peut ê t re plus grand que — ou — ^1 ' e t qu'aucune des quant i tés 

R 2 e 2 

Pxxi Pxyi Pxz n e peut être supér ieure à p, ou — , ou T ' Donc 
о 7î О 71 Cl* 

l ' intégrale de surface, prise sur une sphère de très grand rayon a, ne 
e 2 

peut ê t re supér ieure à e t si a croî t indéfiniment, l ' intégrale de 
surface doit finir par s'annuler. 

Mais cette intégrale de surface est égale à l ' intégrale de volume (26), 
dont la valeur est la même , quelle que soit l 'é tendue de l'espace com
pris dans S, pourvu que S contienne tous les points pour lesquels V-W 
est différent de zéro. Donc, l ' intégrale étant nulle quand a est inf ini , 
doi t être également nulle lorsque l'on prend pour limites de l ' in tégra
t ion quelconque une surface renfermant tous les points pour lesquels 
V 2 ^ n'est pas nu l . 

109. La distr ibution des tensions, que nous avons considérée dans 
ce Chapitre, est précisément celle à laquelle a été conduit Faraday 
dans ses recherches sur l ' induction dans les diélectr iques. I l les résume 
dans les termes suivants : 

« 1297. On peut concevoir la force directe d'induction comme 
s 'exerçant suivant des lignes comprises et l imitées par les deux sur-
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faces conductrices électrisées et accompagnée d'une force latérale ou 
transversale, dont l'effet revient à écar ter ou à repousser ces lignes re
présentat ives ( 1 2 2 4 ) ; ou bien encore la ̂ orce d'attraction qui agit enlre 
les molécules du diélectr ique dans le sens de l ' induction est accompa
gnée d'une force répulsive ou divergente dans la direction transversale. 

» 1298. L' induction para î t ê t re un certain état de polarisation des 
molécules , dans lequel elles sont je tées par l'action du corps é lec t r i sé ; 
les molécules ont alors des points ou des parties positives ou négatives 
qui s'orientent symét r iquement les unes par rapport aux autres et par 
rapport aux surfaces ou aux molécules inductrices. Cet é ta t doit être 
un état de contrainte, car i l ne prend naissance et ne se maintient que 
par l'action d'une force, et l 'on retombe à l 'état normal ou état de repos 
aussitôt que la force cesse d'agir. I l ne peut être entretenu par une 
quant i té donnée d 'électr ici té, que dans les seules mat ières isolantes, 
car ces substances seules sont capables de garder cette disposition des 
molécules . » 

C'est là un exposé exact des conclusions auxquelles nous avons été 
conduit, par notre é tude m a t h é m a t i q u e . En chaque point du mil ieu 
règne un état é last ique, tel qu ' i l y a tension suivant les lignes de force, 
etpression suivant toutes les directions perpendiculaires à ces lignes, les 
valeurs numér iques de l à tension et de l à pression é tant égales, et variant 
toutes deux comme le carré de la force résul tante au point considéré . 

Cette expression de « tension électr ique » a été employée en diffé
rents sens par les divers auteurs. Je l 'emploierai toujours pour d é 
signer la tension, suivant les lignes de force, qu i , ainsi que nous l'avons 
vu, varie d'un point à un autre, mais est toujours proportionnelle au 
carré de la force résul tante au point considéré . 

110. L 'hypothèse d'un pareil état de tension existant au sein d'un 
diélectr ique fluide, tel que l 'air ou la t é rében th ine , peut para î t re , à 
première vue, en contradiction avec le principe établi qu'en un point 
d'un fluide les pressions sont égales dans tous les sens. Mais, quand on 
établ i t ce principe en considérant la mobi l i té et l ' équi l ibre des par
ties du fluide, on admet préc isément qu ' i l n'existe dans le fluide au
cune action du genre de celle que nous supposons se produire le long 
des lignes de force. L 'état de tension que nous venons d 'é tudier est 
parfaitement compatible avec la mobi l i té et l ' équi l ibré d'un fluide, car 
nous avons vu que, si une portion du fluide n'a point de charge élec
trique, elle n'est soumise à aucune force résul tante due aux tensions sur 
la surface, si intenses que soient ces tensions. C'est seulement quand une 
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partie du fluide est chargée que son état d ' équi l ib re est t roublé par les -
tensions agissant sur sa surface, et nous savons que, dans ce cas, elle 
tend effectivement à se mouvoir ; donc l 'état de tension supposé n'est 
pas incompatible avec l 'équi l ibre d'un dié lect r ique fluide. 

La quan t i t é W qui a été é tudiée au Chapitre I V , § 99, peut ê t re i n 
terprétée comme étant l 'énergie de mil ieu due à cette distr ibution des 
tensions. Des théorèmes de ce Chapitre i l résul te que la distribution 
des tensions qu i satisfait aux conditions énoncées à ce Chapitre fait 
de W un min imum absolu. Or, si l 'énergie est un minimum pour une 
configuration dé te rminée d'un système, cette configuration correspond 
à l ' équi l ibre , et à l ' équi l ibre stable; un dié lect r ique soumis à l'action 
de corps électrisés prendra donc de lu i -même un état où les tensions 
sont d is t r ibuées comme on vient de le décr i re . 

I l faut se souvenir avec soin que nous n'avons fait qu'un seul pas 
dans la théor ie des actions transmises par un mi l ieu . Nous avons 
supposé que ce mil ieu est dans un é ta t de tension, mais nous n'avons 
en aucune façon rendu compte de cette tension, ni expl iqué comment 
elle se maintient. Néanmoins ce pas me para î t ê t re important, puis
qu ' i l nous permet d'expliquer, par l'action des parties consécutives 
d'un mi l ieu , des phénomènes que l'on croyait auparavant ne pouvoir 
s'expliquer que par une action directe à distance. 

111. Je n'ai pas réussi à faire le second pas, à rendre compte par 
des considérat ions mécaniques de ces tensions du dié lect r ique. J'aban
donne donc la théor ie à ce point, me bornant à énoncer quelles sont 
les autres parties du phénomène de l ' induction dans les diélectr iques. 

i° Déplacement électrique (l). — Lorsque l ' induction se transmet à 
travers un d ié lec t r ique , i l y a d'abord un déplacement d 'électrici té 
dans la direction de l ' induction. Par exemple, dans une bouteille de 
Leyde dont l'armature in tér ieure est chargée positivement et l 'arma
ture ex té r ieure négat ivement , le déplacement de l 'électricité positive 
à travers la masse du verre se fait du dedans vers le dehors. 

(') [Le mot de déplacement électrique ne doit pas faire penser au lecteur que 
le passage d'une certaine quantité d'électricité à travers un diélectrique puisse; 
être assimilé à un déplacement élastique du milieu ; le caractère des déformation; 
élastiques est de donner naissance à des forces qui leur sont proportionnelles et 
changent de signe avec elles, tandis que la tension est proportionnelle au carré 
du déplacement électrique et que l'état hypothétique du diélectrique est indépen
dant du sens de ce déplacement. On est donc obligé de supposer au milieu dans 
lequel se produit le déplacement électrique une constitution toute spéciale, dif
férente de celle des milieux élastiques proprement dits. Voir § 831.] (P.) 
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Pendant tout le temps que ce déplacement croî t , les choses se 
passent comme si un courant d 'électr ici té positive allait de dedans 
au dehors; de même une diminut ion du déplacement équ ivaudra i t à 
un courant de sens inverse. 

La quant i té totale d 'électrici té déplacée à travers l'aire d'une surface 
quelconque fixe dans le d ié lec t r ique a pour mesure la quan t i t é que 
nous avons déjà é tudiée au § 7 5 , c'est-à-dire l ' intégrale de surface de 

l ' induction à travers cette aire, mult ipl iée par ~ , où К est la capacité 

inductrice spécifique du dié lec t r ique . 
2° Charge superficielle des molécules du diélectrique. — Conce

vons une partie du dié lec t r ique , grande ou petite, séparée du reste 
par une surface fermée idéale. Nous devons supposer que sur chaque 
élément de cette surface i l y a une charge, qui a pour mesure le d é 
placement total d 'électr ici té à travers cet é lément de surface, compté 
vers l ' in tér ieur . 

Dans le cas d'une bouteille de Leyde dont l 'armature in té r ieure est 
chargée positivement, une portion quelconque de verre aura sa face 
in tér ieure chargée j>ositivement et sa face ex té r ieure négat ivement . 
Si cette portion est tout ent ière à l ' in tér ieur du verre, sa charge su
perficielle est en t iè rement neutral isée par la charge opposée des par-
lies qu'elle touche; mais, si elle est en contact avec un corps conduc
teur, dans lequel ne peut se maintenir l 'état d'induction, la charge 
superficielle n'est plus neutra l isée , mais constitue la charge apparente 
que l'on appelle généralement charge du conducteur. 

Par suite, la charge qui se trouve à la surface de séparat ion du con
ducteur et du mil ieu dié lec t r ique, et que l'on appelait dans l'ancienne 
théorie charge du conducteur, doit être appelée dans la théor ie de 
l ' induction, la charge superficielle du diélectrique environnant. 

D'après cette théor ie , toute charge est l'effet rés iduel de la polar i 
sation du dié lec t r ique . Cette polarisation existe dans toute l 'é tendue 
de sa masse; mais elle y est neutral isée par des charges inverses des 
parties cont iguës , en sorte que les effets de charge ne deviennent appa
rents qu 'à la surface du dié lec t r ique . 

La théor ie rend compte en t iè rement du théorème du § 77, à savoir 
que l ' induction totale à travers une surface est égale à la quan t i t é to
tale d 'électr ici té contenue dans cette surface, mult ipl iée par 4TF; car 
ce que nous avons appelé induction à travers la surface n'est que le 
déplacement é lect r ique mul t ip l ié par 4^; et le déplacement total vers 
le dehors est nécessai rement égal à la charge totale contenue à l ' inté
rieur de la surface. 
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La théor ie rend également compte de l ' impossibi l i té de donner à la 
mat iè re une charge absolue; car toute molécule de d ié lec t r ique a à 
ses ext rémi tés opposées des charges égales et opposées ; et peu t -ê t r e 
serait-il plus correct encore de dire que ces charges ne sont que la 
manifestation d'un seul phénomène que nous appelons la polarisation 
électrique. 

Un mil ieu d ié lec t r ique , ainsi polarisé, est le siège d 'énergie élec
t r ique; et l ' énergie , pour l 'uni té de volume du mil ieu , est num ér i que 
ment égale à la tension é lect r ique sur l 'uni té d'aire, ces deux quant i tés 
é tan t égales à la moi t ié du produit du déplacement par l ' intensité 
é lec t romotr ice résul tante , ou 

P = I m = ±- K « » - ^W-, 1 2 8тс К 

où p est la tension é lec t r ique , M le déplacement , (B l ' intensité é lec t ro
motrice, et К la capacité inductive spécifique. 

Si le mi l ieu n'est pas un isolant parfait, l 'état de tension que 
nous appelons polarisation électrique se dé t ru i t constamment. Le m i 
lieu cède à la force é lec t romotr ice , la tension é lect r ique diminue, el 
l 'énergie potentielle de cet état de contrainte se transforme en chaleur. 
La vitesse avec laquelle se produit cette destruction de l 'état de polarisa
tion du mil ieu dépend de la nature de ce mil ieu. Dans certaines espèces 
de verre, des jours, des années peuvent s 'écouler avant que la polarisa
tion tombe de la moit ié de sa valeur init iale. Dans le cuivre, un change
ment identique s'effectue en moins d'un b i l l ion ièmede seconde (*). 

Nous avons supposé qu 'après avoir été polarisé le mil ieu a été sim
plement abandonné à lu i -même. Dans le phénomène appelé courant 
électrique, le passage continu de l 'électrici té tend à ré tabl i r l 'état de 
polarisation, aussi vite que la conduct ibi l i té du milieu l u i permet de 
se d é t r u i r e . Ains i l'agent extér ieur , qui entretient le courant, dépense 
constamment du travail pour ré tabl i r la polarisation du mil ieu, la
quelle se dé t ru i t constamment; l 'énergie potentielle de cette polarisa
tion se transforme constamment en chaleur, et, après cette dépense 
d 'énergie qui entretient le courant, le résul ta t final est d'élever gra
duellement la t empéra tu re du conducteur, jusqu ' à ce qu ' i l se perde 
par conduction et radiation de là surface autant de chaleur qu ' i l s'en 
produit durant le même temps par le passage du courant é lect r ique. 

(' ) [Aucune expérience jusqu'à ce jour n'a mis en évidence la polarisation dont 
Maxwell suppose l'existence dans les conducteurs proprement dits, tels que les 
métaux.] (P . ) 
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CHAPITRE VI. 

DES POINTS E T DES LIGNES D'ÉQUILIBRE. 

112. Si en un point du champ élect r ique la force résul tante est 
nulle, ce point est appelé un point d'équilibre. 

Si tous les points d'une ligne sont des points d ' équ i l ib re , la ligne 
est appelée ligne d'équilibre. 

Les conditions pour qu'un point soit un point d 'équi l ibre sont que 
l'on ait en ce point 

àV _ d\ _ dV _ 
dx ~~ ' dy ' dz ~~ 

En un tel point, la valeur de V est donc maximum ou min imum, 
ou stationnaire, par rapport aux variations des coordonnées . Mais le 
potentiel ne peut avoir de valeur maximum ou min imum, qu'en un 
point chargé d 'électr ici té positive ou négat ive , ou dans un espace 
fini l imité par une surface chargée positivement ou néga t ivement . 
Si donc on rencontre un point d 'équi l ibre dans une partie du champ 
qui n'a pas de charge, ce ne peut être qu'un point stationnaire, mais 
non un maximum ni un min imum. 

En effet, la première condition pour que l 'on ait un maximum ou 
un min imum est que 

d*Y d*Y , et — 
dx* dy* dz* 

soient tous positifs ou tous négatifs, s'ils ont des valeurs finies. Or, 
d 'après l 'équat ion de Laplace, la somme de ces trois quant i tés est 
nulle en un point ou i l n'y a pas de charge : cette condition ne peut 
donc être satisfaite. 

A u lieu de rechercher les conditions analytiques des cas où les trois 
composantes de la force s'annulent s imul tanément , nous allons faire 
une é tude générale au moyen des surfaces équipotent iel les . 

Si, en un point P, V passe par un maximum vér i table , la valeur de V 
est plus grande en P qu'en tous les autres points du voisinage i m m é 
diat; donc P est en touré par une série de surfaces équipotentiel les 
fermées, chacune extér ieure à la précédente , et en tous les points de 
chacune de ces surfaces la force é lectr ique est dir igée vers le dehors. 
Or nous avons démontré au § 76 que l ' intégrale de l ' intensité é lec t ro-

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 12 
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motrice, prise sur une surface fermée quelconque, est égale à la 
charge totale comprise à l ' in té r ieur de cette surface, mult ipl iée par 
[\tt. Dans le cas actuel, la force est dir igée vers le dehors en tous 
les points, et par suite l ' intégrale de surface est nécessairement posi
tive : i l y a donc une charge positive à l ' in tér ieur de la surface ; et, 
comme cette surface peut ê t re prise aussi voisine de P qu'on le veut, 
i l y a une charge positive en P. 

On démon t re ra i t de même que, si V est minimum en P, P a une 
charge négat ive . 

Enfin, soit P un point d 'équi l ibre dans une région qui n'a point de 
charge : décrivons autour de P une sphère de très petit rayon. Ainsi 
que nous l'avons vu , le potentiel sur cette surface ne peut être partout 
plus grand qu'en P, n i partout plus petit . I l doit donc êt re plus grand 
sur certaines parties de cette surface, plus petit sur d'autres. Ces por
tions de surfaces sont l imitées par des lignes le long desquelles le po
tentiel est le m ê m e qu'en P. Le long des lignes menées de P aux points 
ou le potentiel est plus petit qu'en P, la force électr ique est dir igée 
de P vers le dehors; le long des lignes menées de P aux points à un 
potentiel plus élevé, la force électr ique est dir igée du dehors vers P : 
donc le point P est un point d 'équi l ibre stable pour certains déplace
ments, et d ' équi l ib re instable pour les autres déplacements . 

113. Pour dé te rminer le nombre des points et des lignes d 'équi 
l ibre , considérons la ou les surfaces pour lesquelles le potentiel a une 
valeur d o n n é e C . Appelons régions négativesles régions où le poten
t ie l a une valeur inférieure à C, régions positives les régions où i l a 
une valeur plus grande que G. Soient V 0 l e plus bas et Vj le plus haut 
potentiel du champ élect r ique . Si nous faisons С == V 0 , la région n é 
gative ne renfermera que le point ou le conducteur au potentiel le 
plus bas, et celui-là a forcément une charge négat ive. La région posi
tive comprend le reste de l'espace, et, puisqu'elle entoure la région 
négat ive , elle est pé r iphrac t ique (voir § 18). 

Si nous augmentons la valeur de G, la région négative va s 'étendre, 
et de nouvelles régions négatives vont se former autour des corps 
chargés néga t ivement ; à chaque région négative qui se forme ainsi, 
la région positive environnante acquiert un degré de plus de p é r i -
phraxie. Lorsque les régions négatives s 'étendent, deux ou plusieurs 
d'entre elles peuvent se rencontrer suivant un point ou suivant une ligne. 

-Si n 4-1 régions négatives se rencontrent, la région positive perd 
n degrés de pé r iphrax ie , et le point ou la ligne suivant laquelle elles 
se rencontrent est un point ou une ligne d 'équi l ibre du degré n. 
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Lorsque С devient égal ( ! ) à V t , l a région positive se rédu i t au point 
ou au conducteur dont le potentiel est le plus élevé, et par suite elle a 
perdu toute pé r iph rax i e ; donc, si chaque point ou chaque ligne d 'é
qui l ibre compte pour un, deux ou /г, suivant son degré , le nombre 
total formé par les points et les lignes considérées est inférieur d'une 
uni té au nombre des corps chargés négat ivement . 

I l y a d'autres points et d'autres lignes d 'équi l ibre que l'on ren
contre, lorsque les régions positives sont séparées les unes des autres 
et que la région négative acquiert de la pé r iphrax ie . Leur nombre, 
compté d 'après leur degré , est infér ieur d'une uni té au nombre des 
corps chargés positivement. 

Si nous appelons positifs les points ou les lignes d 'équi l ibre formés 
par l'intersection de deux ou plusieurs régions positives; négatifs 
ceux qui sont formés par la rencontre de régions négat ives ; et s'il y 
a p corps chargés positivement, n corps chargés négat ivement , la 
somme des degrés des points et des lignes d 'équi l ibre positifs est/? — 1, 
et la somme des degrés des points et des lignes d 'équi l ibre négatifs 
est n — i . La surface qui entoure le système électrisé à une distance 
infinie doit ê t re comptée comme un corps ayant une charge égale et 
contraire à la somme des charges du système. 

Mais, en outre de ces points et cle ces lignes d 'équi l ibre en nombre 
défini, qui sont formés par l'intersection des différentes régions, i l peut 
en exister d'autres, dont nous pouvons dire seulement qu'ils sont en 
nombre pair. En effet, si, en s 'étendant, une des régions négatives se 
recoupe elle-même, elle devient cyclique, et, en se rencontrant elle-
même à diverses reprises, elle peut acquér i r un nombre quelconque 
de degrés de cyclose, chacun de ces degrés correspondant au point ou 
à la ligne d 'équi l ibre qui a donné lieu à la cyclose. Si la région néga
tive continue de s 'étendre ju squ ' à remplir tout l'espace, elle perd tous 
les degrés de cyclose qu'elle avait acquis et finit par devenir acy-
clique. И y a donc une série de points ou de lignes d 'équi l ibre , sur 
lesquels se perd la cyclose, et ils sont égaux quant au nombre et au 
degré aux points et aux lignes sur lesquels s'était produite la cyclose. 

Si la forme des corps chargés ou des conducteurs est arbitraire, 
nous pouvons seulement dire que le nombre de ces points additionnels 
est pair ; mais, si l 'on a des points chargés , ou des conducteurs sphé-
riques, le nombre des points additionnels ne peut ê t re supér ieur à 
(n — і)(/г—2), n é tant le nombre des corps. 

(') [Plus exactement, lorsque G ne diffère plus de V, que d'une quantité infi
niment petite. (P.)] 
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iîk. Le potentiel au voisinage d'un point P peut ê t re développé 
suivant la série 

V = V 0 + H t 4 -H,-b" . . . , 

où H j , H 2 , . . . . sont des fonctions homogènes de x, y, z, dont les de
grés sont respectivement i , 2, . . . . 

Puisque les dérivées premières de V s'annulent en un'point d 'équi
l ib re , en un tel point H j - r r o . 

Soit lln la p remiè re fonction qui ne s'annule pas : dans le voisinage 
du point P, nous pouvons négliger devant Нд toutes les fonctions de 
degré supér ieur . 

Or 
H » = o 

est l 'équation d'un cône de degré n, qui est le cône ayant le contact 
le plus intime avec la surface équipotent ie l le au point P. 

On voit donc que la surface équipotent ie l le passant par P a en ce 
point un point conique auquel est tangent un cône du deuxième degré 
ou d'un deg ré - supé r i eu r . L'intersection de ce cône avec une sphère 
ayant son sommet pour centre est appelée ligne nodale. 

Si le point P n'est pas sur une ligne d 'équi l ibre , la ligne nodale n'a 
pas de points doubles, mais se compose de courbes fermées dont le 
nombre est n ou plus petit. 

Si la ligne nodale a des points doubles, le point P est sur une ligne 
d 'équi l ibre , et la surface équipotent iel le passant par P se coupe elle-
m ê m e suivant cette ligne. 

S'il y a des points doubles de la ligne nodale qui ne soient pas dia
mé t r a l emen t opposés sur la sphère , le point P est à l'intersection de 
trois ou de plusieurs lignes d ' équ i l ib re ; car la surface équipotentiel le 
passant par P doit se couper e l le-même suivant chacune des lignes 
d 'équi l ibre . 

115. Si deux nappes d'une surface équipotent iel le se coupent, ce ne 
peut ê t re qu 'à angle droit 

Car, la tangente à la ligne d'intersection é tant prise pour axe des z, 
on a 

Prenant aussi l'axe des x suivant la tangente à l'une des nappes, on a 

(') [Énoncé inexact, puisque l'on démontre qu'elles se coupent sous un angle 

—• I l faudrait dire : Si la surface a deux nappes seulement. - ( P ) ] 
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aussi 
. d*Y _ 

• dx* ~ °" 

I l résul te alors de cela et de l 'équat ion de Laplace que 

à*Y _ 

ou que l'axe des y est tangent à l'autre nappe. Ce raisonnement sup
pose H 2 f in i . Si H 2 est nul , prenons encore pour axe des z la tangente 
à la ligne d'intersection, et posons x — r cos Ѳ, y — r sin6 (*). Alors, 
puisque 

d*Y. _ s*Y_ _ 
dz* ~ °' dx* ~*~ dy* ~° 

ou encore 
d*Y idY i d*Y _ 
dr* + r ~dr ^~ r* Ж ~ ° ' 

équat ion dont la solution ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de ;• est 

V = Vo-H Aircos(6 4- stj) 4- A 2 r 2 cos(2Ô 4- a 2) 4 - . . . 4 - Anrn cos(nO 4- a„). 

En un point d 'équi l ibre A.L = o, et si le premier coefficient qui ne 
s'annule pas est celui de rn, 

V — V„= A„/-' lcos(/iO 4 - а л ) 

plus des termes renfermant des puissances plus élevées de r. 
Cette équat ion montre que les n nappes de la surface équ ipo ten -

tielle V = V 0 se coupent sous des angles qui sont tous égaux à - • Ce 

théorème a été établi par Rankine ( 2 ) ( 3 ) . 

(' ) [Inexact. (P.)] 
(2) Résumé des propriétés de certaines lignes d'écoulement (Phil. Mag., 

oct. 1864). Voir aussi THOMSON et Тліт, Natural Philosophy, § 780; et RANKINE et 
STOKES, dans les Proc. R. S., p. 468, 1867 ; et W. R. SMITH, Proc. R. S. Edinb., 
p. 79, 1869-70. 

( 3 ) [La démonstration originale du théorème de Rankine est irréprochable. Le 
polynôme H„ (§ 114) peut s'écrire kpz"-P-\- A p + I ^"-P-' + . . . 4-A ( 1, en l'ordonnant 
suivant les puissances décroissantes de z ; l'axe des z est alors une arête singulière 
d'ordre p, les À étant des polynômes homogènes en x et y dont l'indice exprime 
le degré. Ce polynôme doit satisfaire à l'équation de Laplace, ce qui entraîne la 
condition 

^ P + 7 £ T = = 0 0 1 1 A „ = '-pcos(/>9 4- a ) , 

en posant x — r cosô, y — r sinO. 
Mais l'équation A p = о est l'équation des plans tangents au cône H p = o, le long 
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Ce n'est que sous certaines conditions qu ' i l peut exister une ligne 
d ' équ i l ib re dans l'espace l ib re ; mais i l y a toujours une ligne d 'équi 
l ibre sur la surface d'un conducteur, lorsque la densité superficielle 
est positive dans une partie et négative dans une autre. 

Pour qu'un conducteur puisse avoir des charges contraires en diffé
rents points de sa surface, i l faut qu ' i l y ait dans le champ des points 
où le potentiel est plus élevé que celui du corps, et d'autres points où 
le potentiel est plus bas. 

Prenons d'abord deux corps électrisés positivement au même poten
t ie l , i l y aura entre les deux un point d 'équi l ibre . Faisons diminuer 
graduellement le potentiel du premier corps : le point d 'équi l ibre s'en 
rapproche et, à une certaine époque de notre opérat ion, vient coïnci
der avec un point de la surface. Si nous continuons l 'opération, la sur
face équipotent ie l le qui entoure le second corps, et qui est au même 
potentiel que le premier, coupe à angle droit la surface de ce second 
corps, suivant une courbe fermée qui est une ligne d 'équi l ibre . Cette 
courbe fermée, après avoir décr i t toute la surface du conducteur, va 
de nouveau se rédu i re à un seul point ; puis le point d 'équi l ibre 
s 'éloignera de l'autre côté du premier corps, et i l sera à une distance 
infinie lorsque les deux corps auront des charges égales et contraires. 

Théorème d'Earnshaw. 

116. Un corps électr isé, placé dans un champ de force é lec t r ique , 
ne peut ê t re en équi l ib re stable. 

Supposons d'abord que l 'électrici té du corps mobile ( A ) et celle 
du système de corps environnants ( B ) soient fixes sur ces corps. 

Soit V le potentiel en un point du corps mobile dû à l'action des 
corps environnants ( B ) , et soit e l 'électricité répandue sur une petite 
partie du corps mobile A autour du point considéré. L 'énergie poten
tielle de A par rapport à В sera 

M = S ( V e ) , 

la sommation s 'étendant à chacun des éléments électrisés de A . 
Soient a, b, с les coordonnées d'un point électrisé de A., par 

de la génératrice singulière, où des plans tangents aux diverses nappes de la sur-

face : celles-ci se coupent donc sous des angles égaux à — • 

Maxwell écrit à tort que la condition -^ - = о doit être satisfaite en tous les 

points de l'espace pour que l'axe des z soit arête singulière. (P.)] 
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rapport à trois axes fixes dans A , et parallèles aux axes des x, y, z. 
Soient ! j , 7), Ç les coordonnées absolues de l 'origine de ce système 
d'axes. 

Supposons pour l'instant que le corps A soit astreint à se mouvoir 
para l lè lement à lu i -même; les coordonnées absolues du point a, ô, с 
deviennent 

x = \ л- a , y — r) -1- ô, z — Ç -H c. 

Le potentiel du corps A par rapport à Б peut s'exprimer par la 
somme d'un certain nombre de termes, dans chacun desquels V est 
expr imé en fonction de a, b, с et \, r\, Ç. La somme de ces termes est 
une fonction de a, b, с qui sont constants pour chaque point du 
corps, et de £, v), Ç qui varient lorsque le corps se meut. 

Puisque l 'équat ion de Laplace est satisfaite par chacun de ces ter
mes, elle l'est par leur somme, ou 

c P M à* M. <)2M 

-+- -t- = o. 
dp дт^ 

Donnons maintenant à A un petit déplacement , tel que 

d\ — l dr, d't\ = m dr, d\ — n dr\ 

et soit dM l'accroissement du potentiel de A par rapport au système 
environnant B . 

Si cet accroissement est positif, i l faudra dépenser du travail pour 
augmenter r , et i l y aura une force 

dr 

qui tendra à diminuer r et à ramener A à sa p remière position ; pour 
ce déplacement , l 'équi l ibre sera donc stable. Si au contraire cet ac
croissement est négatif, la force tendra à augmenter r, et l 'équi l ibre 
sera instable. 

Considérons maintenant une sphère ayant son centre à l 'origine, 
et un rayon r assez petit pour que, si le point fixe du corps est com
pris dans la sphère , aucune partie du corps mobile A ne puisse coïn
cider avec aucune partie du système extér ieur B . Alors, puisque dans 
l ' in tér ieur de la sphère 

V 2 M = o, 
l ' intégrale 

prise sur la surface de la sphère , sera nulle. 
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Donc si, sur une partie de la surface de la sphère , est positif, i l 

doi t y avoir une autre partie de la surface où i l est négatif; et si le 

corps A est déplacé dans une direction où est négatif, i l tendra à 

s 'éloigner de sa position ini t ia le , et, par suite, l ' équi l ibre est forcé
ment instable. 

Ains i l ' équi l ibre est instable, lors même que le corps est astreint 
à ne se mouvoir que para l lè lement à lu i -même : a fortiori est-il i n 
stable, si le corps est en t iè rement l ibre . 

Supposons maintenant que le corps A soit un conducteur. Nous 
pouvons traiter ce cas comme celui de l ' équi l ibre d'un .système de 
corps, l 'é lectr ici té mobile é tant considérée comme une partie de ce 
sys tème; et nous pourrions conclure que, si le système est instable 
lorsqu'on l u i a enlevé un certain nombre de degrés de l iber té en 
fixant l ' é lec t r ic i té , i l l'est a fortiori lorsque cette l iberté l u i est 
rendue. 

Mais nous pouvons traiter ce cas d'une façon plus par t icul ière , de 
la man iè re suivante : 

En premier l ieu , supposons que l 'électr ici té soit fixe sur A et que A 
se déplace de la petite distance dr. On a déjà considéré l'accroisse
ment du potentiel dê A dû à ce déplacement . 

En second l ieu, laissons l 'électrici té se mouvoir dans A et prendre 
sa distr ibution d ' équ i l ib re , qui est toujours stable. Pendant ce mou
vement, le potentiel décroit nécessairement d'une quant i té que l'on 
peut appeler Cdr (voir § 100). 

Donc l'accroissement total du potentiel sera, lorsque l 'électricité est 
l ibre de se mouvoir, 

et la force tendant à ramener A à sa position initiale sera 

oh G est toujours positif. 
Or nous avons mon t r é que est négatif dans certaines directions ; 

donc, lorsque l 'électrici té est l ibre de se mouvoir, l ' instabil i té dans 
ces directions est accrue. 
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CHAPITRE YII. 

FORME DES SURFACES ÉQUIPOTENTIELLES ET DES LIGNES. 
D'INDUCTION DANS DES CAS SIMPLES. 

117. Nous avons vu que l'on peut ramener la dé te rmina t ion de la 
distr ibution électr ique à la surface d'un conducteur à la recherche de 
la solution de l 'équat ion de Laplace 

д*Ѵ cPY <PY _ 

V étant une fonction de x,y, z qui est toujours finie et continue, qu i 
s'annule à l ' inf ini , et qui prend une valeur constante à la surface de 
chaque conducteur. 

En général , les méthodes mathématiques" connues ne permettent 
pas de résoudre cette équat ion , de façon à satisfaire à des conditions 
arbitrairement données ; mais i l est aisé de trouver un nombre quel
conque de fonctions V satisfaisant à l ' équa t ion , et de dé te rminer 
dans chaque cas la forme des surfaces conductrices, de façon que 
ces fonctions V soient de vér i tables solutions. 

On voit donc que ce que l'on pourrait appeler naturellement le pro
blème inverse, à savoir, dé te rminer la forme des conducteurs, é tant 
donnée l'expression du potentiel, est bien plus abordable que le pro
blème direct : dé te rminer le potentiel, é tant donnée la forme des con
ducteurs. 

En fait, tous les problèmes électr iques dont nous connaissons la so
lut ion ont été combinés par la méthode inverse. I l est donc de la plus 
grande importance pour l 'électricien de connaî t re les résul ta ts obtenus 
dans cette voie, puisque la seule méthode qui nous promette la so
lut ion de nouveaux problèmes consiste à rédui re ces problèmes 
aux cas de problèmes analogues combinés à l'aide de la mé thode i n 
verse. 

On peut t irer part i de deux manières de la connaissance historique 
de ces résul ta ts : si l 'on nous demande de combiner un appareil en 
vue de faire des mesures électr iques de la plus grande exactitude 
possible, nous pouvons choisir pour les surfaces électrisées des formes 
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correspondant aux cas pour lesquels nous connaissons la solution 
exacte. Si , d'autre part, on nous demande d 'évaluer la charge répan
due sur des corps de forme donnée , nous pouvons part ir d'un cas où 
une des surfaces équipotent ie l les prend une forme se rapprochant de 
la forme d o n n é e ; puis, par une méthode de tâ tonnements , nous pour
rons modifier le p rob lème , j u squ ' à ce qu ' i l réponde plus exactement 
aux données . Considérée au point de vue ma théma t ique , cette m é 
thode est év idemment très imparfaite; mais c'est la seule que nous 
ayons, et si nous ne sommes pas maî t res de choisir nos données, nous 
ne pouvons faire qu'un calcul approché de la distr ibution. Ce qu ' i l 
nous faut, c'est donc év idemment de connaî t re la forme des surfaces 
équipotent ie l les et des lignes d'induction clans autant de cas différents 
que nous en pourrons réun i r , et de nous en souvenir. Pour certaines 
classes de cas, ceux qui se rapportent aux sphères , par exemple, i l y 
a des méthodes ma théma t iques connues, dont nous pouvons nous 
servir. Dans les autres cas, nous n'avons d'autre ressource que la m é 
thode plus terre à terre de dessiner par t â tonnement des figures, et 
de choisir parmi elles celles qui s 'écartent le moins des figures dont 
nous avons besoin. 

Cette dern iè re mé thode peut, je crois, ê t re de quelque uti l i té , 
m ê m e dans les cas où l 'on a obtenu la solution exacte, car je trouve 
que, quand l 'œil connaî t la forme des surfaces équipotent iel les , on 
est souvent conduit à bien choisir la mé thode pour la solution ma
théma t ique . 

J'ai donc tracé les diagrammes de plusieurs systèmes de surfaces 
équipotent ie l les et de lignes d ' induction, de façon que le lecteur 
puisse se familiariser avec la forme de ces lignes. Les méthodes au 
moyen desquelles on peut tracer de pareils diagrammes sont exposées 
au § 123. 

118. La p remiè re de ces Planches représente les sections des surfaces 
équipotent ie l les qui entourent deux points ayant des charges d'élec
t r ic i té de m ê m e nature, et dans le rapport de 20 à 5. 

Chaque point est entouré d'un système de surfaces équipotent ie l les , 
d'autant plus voisines d 'être des sphères qu'elles sont plus petites, 
quoique aucune d'elles ne soit rigoureusement une sphère . Si l'on 
prend pour surfaces de deux corps conducteurs deux de ces surfaces, 
une autour de chaque point, presque sphér iques , mais ne l 'étant pas 
complè tement , et si ces corps sont chargés d 'électr ici té de même es
pèce, le rapport des charges étant de 4 à 1, le diagramme représen
tera les surfaces équipotent ie l les , pourvu que l'on efface les courbes 
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P l . I . 

Lignes de force et surfaces équipotentielles. 

A = 20, В = 5, P, point d'équilibre, AP = f AB. 
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in té r ieures aux deux corps. On voi t par ce diagramme que l'action 
entre les corps est la même qu'entre deux points ayant les mêmes 
charges, qui ne seraient pas exactement au mil ieu de l'axe de chaque 
corps, mais un peu plus écartés l 'un de l'autre que ne sont ces points 
mil ieux. 

Le m ê m e diagramme nous permet de voir ce que sera la d is t r ibu
tion sur une des surfaces ovales, plus larges d'un bout que de l'autre, 
qui entourent les deux centres. Un pareil corps, chargé de y5 unités 
d 'électr ici té et n 'é tan t soumis à aucune influence extér ieure , aura une 
densi té superficielle maximum à l 'extrémité effilée, moindre à l'autre 
ex t r émi té , et min imum sur un cercle un peu plus voisin du bout ef
filé que de l 'autre. 

I l y a une surface équipotent ie l le représentée par une ligne poin-
t i l lée, qui est formée de deux nappes se rencontrant au point conique P. 
Ce point est un point d 'équi l ibre , et la densi té superficielle pour un 
corps ayant la forme de cette surface serait zéro en ce point. 

Les lignes de force forment dans ce cas deux systèmes distincts, sé
parés l 'un de l'autre par une surface du sixième degré , indiquée par une 
ligne point i l lée passant par le point d 'équi l ibre et présentant quelque 
ressemblance avec l'une des nappes d'un hyperboloïde à deux nappes. 

Le diagramme peut aussi servir à représenter les surfaces équ ipo
tentielles et les lignes de force, dans le cas de deux sphères de ma
t ière soumise à la gravitat ion, dont les masses sont entre elles 
comme 4 et i . 

119. Sur la seconde Planche, nous avons encore deux points dont les 
charges sont comme 20 est à 5 ; mais l'une est positive et l'autre est 
négat ive . Dans ce cas, une des surfaces équipotent ie l les , celle qui cor
respond au potentiel zéro, est une sphère : elle est représentée sur le 
diagramme par le cercle Q. On verra l'importance de cette surface élec
trique quand nous en viendrons à la théorie des images électr iques. 

On voit par ce diagramme que deux corps ronds, chargés d 'é lectr i 
cités contraires, s'attirent comme deux points ayant les mêmes charges, 
mais un peu plus rapprochés l 'un de l'autre que ne sont les points 
mil ieux des corps ronds. 

Ic i encore, une des surfaces équipotentiel les est formée de deux 
nappes, l'une in té r i eure qui entoure le point dont la charge est 5, 
l'autre ex té r ieure qui comprend les deux corps, ces deux nappes se 
rencontrant en un point conique P, qui est un point d 'équi l ibre . 

Si la surface d'un conducteur a la forme de la nappe extér ieure , 
celle d'un corps arrondi comme une pomme et présentant un creux 
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Lignes de force et surfaces équipotentielles. 

A = 20, В = — 5, P, point d'équilibre, AP = 2 AB. 

M, point où la force est maximum suivant l'axe. 
Q, surface sphérique de potentiel zéro; 
La ligne est la ligne de force 4" = 0 , 1 . 
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conique à un des bouts de son axe, nous saurons dé te rminer la den
sité superficielle en chacun de ses points. La densi té superficielle au 
fond du creux sera null«. 

Autour de cette surface, nous en avons d'autres qui ont un creux 
arrondi, s'eflaçant de plus en plus et finissant par d ispara î t re sur la 
surface équipolent ie l le qui passe par le point marqué M . 

Les lignes de force de ce diagramme forment deux systèmes séparés 
par une surface qu i passe par le point d 'équi l ibre . 

Si nous considérons les points situés sur l'axe au delà du point B , 
nous trouvons que la force résul tante va en diminuant jusqu'au point 
double P, où elle s'annule. Elle change alors de signe, atteint un 
maximum en M , après quoi elle décroî t d'une manière continue, 

Mais ce maximum n'est qu'un maximum relativement aux autres 
points de l 'axe; car, si nous considérons une surface passant par M et 
perpendiculaire à l'axe, M est le point où la force est minimum rela
tivement aux points voisins sur cette surface. 

120. La Pl. HT représente les surfaces équipotentieJles et les lignes 
d'induction dues à un point dont la charge est 10, placé en A et en
touré par un champ de force qui , avant l ' introduction du point chargé , 
é ta i t partout uniforme, en direction comme en grandeur. 

Les surfaces équipotent ie l les ont chacune un plan asymptotique. 
L'une d'elles, indiquée par un t rai t point i l lé , présente un point co
nique et une nappe qui entoure le point A . Au-dessous de celle-là, les 
surfaces équipotent ie l les n'ont qu'une nappe présentant une dépres 
sion près de l'axe. Au-dessus, elles ont une partie fermée qui entoure 
A , et une autre nappe séparée présen tan t une légère dépression près 
de l'axe. 

Si nous prenons pour surface d'un conducteur une des surfaces au-
dessous de A , et une autre fort éloignée au-dessus de A pour surface 
d'un second conducteur à un potentiel différent, le système des lignes 
et des surfaces comprises entre les deux conducteurs figurera la dis
t r ibu t ion de la force é lect r ique. Si le conducteur inférieur est t rès 
éloigné de A , sa surface est presque plane, et nous avons là la solution 
du p rob l ème de la distribution électr ique sur deux surfaces, qui 
toutes deux sont à très peu près planes et parallèles, sauf que la sur
face supér ieure présente vers son milieu une p ro tubérance qui est 
plus ou moins accentuée , suivant la surface équipotentiel le particu
l ière que l 'on a choisie 

(') [Voir la Note complémentaire à la fin du Chapitre. (C.)] 
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121. La Pl. IV représente les surfaces équipotent iel les et les lignes 
d'induction dues à trois points A, В et C, la charge de A étant 
de i5 uni tés d 'é lect r ic i té positive, celle de В de 12 négatives, et celle 
de С de 20 positives. Ces points sont placés en ligne droite, de façon 
que 

A B = 9 , ВС = 16, AG = 25. 

Dans ce cas, la surface au potentiel zéro est formée de deux sphères 
dont les centres sont A et G et les rayons i5 et 20. Ces sphères se ren
contrent suivant un cercle qui coupe le plan de papier à angle droit 
en D et D ' , de sorte que В est le centre de ce cercle dont le rayon est 
12. Ce cercle est un exemple de ligne d 'équi l ibre , car la force résul
tante est nulle en chaque point de cette ligne. 

Si nous supposons que la sphère de centre A soit un conducteur 
chargé de 3 uni tés d 'électr ici té positive et soumis à l'influence de 
20 uni tés semblables placées en G, l 'état de ce système sera représenté 
par le diagramme dont nous aurons effacé toutes les lignes in tér ieures 
à la sphère A . La partie de cette sphère qui est au delà du petit cercle 
D D ' est chargée négat ivement par l'influence de C; tout le reste de la 
sphère est chargé positivement, et le petit cercle D D ' lui-même est 
une "ligne sur laquelle i l n'y a point de charge. 

Nous pouvons aussi considérer le diagramme comme représentant 
la sphère de centre С chargée de 8 uni tés d 'électr ici té positive et sou
mise à l'influence de i5 unités semblables placées en A . 

On peut encore prendre ce diagramme pour représenter un conduc
teur formé des grands segments de sphères qui se coupent en D D ' et 
cha rgé de 2З uni tés positives. 

Nous reviendrons sur l 'é tude de ces diagrammes comme application 
de la théor ie des images électr iques de Thomson (voir § 168). 

122. Ces diagrammes seront aussi é tudiés avec frui t pour com
prendre plus clairement le langage de Faraday, qui parle de lignes de 
force, de force d'un corps électrisé, etc. 

Sous le nom de force on envisage spécialement cette propr ié té de 
l'action qui s'exerce entre deux corps matériels , en vertu de laquelle 
les mouvements de ces corps deviennent différents de ce qu'ils auraient 
été en l'absence de cette action. Si l 'on considère les deux corps à la 
fois, l'ensemble du phénomène s'appelle tension et peut être défini 
comme consistant en un transport de quant i té de mouvement d'un des 
corps sur l 'autre. Lorsque nous ne portons notre attention que sur le 
premier des corps, la tension est appelée force motrice ou simplement 
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Pl . I V . 

I 

Lignes de force et surfaces équipotcntielles. 

Л — 15, В = — i a, С — 20. 

îr. ä'Eiccl. el de '. agr.., 
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force agissant sur ce corps, et elle a pour mesure la quan t i t é de mou
vement que le corps reçoi t par l 'uni té de temps. 

L'action mécan ique qu i s'exerce entre deux corps électrisés est 
une tension, celle qu i ne s'exerce que sur l 'un d'eux est une force La 
force exercée sur un petit corps électrisé est proportionnelle à sa charge, 
et la force par l 'uni té de charge est appelée intensité de la force. 

Le mot (^induction a été employé par Faraday pour désigner la fa
çon dont les charges des corps dépendent les unes dés autres, chaque 
uni té de charge positive étant reliée à une uni té de charge négative 
par une ligne qu i , sur tout son parcours dans un dié lect r ique fluide, a 
la m ê m e direction que l ' intensi té é lec t r ique . Une pareille ligne est 
souvent appelée une ligne de force; mais i l est plus correct de l'ap
peler une ligne d'induction. 

Or, suivant les idées de Faraday, la quan t i t é d 'électr ici té d'un corps 
a pour mesure le nombre des lignes de force ou p lu tô t d'induction qui 
émanen t de ce corps. Ces lignes doivent toutes se terminer quelque 
part, sur des corps voisins, sur les murs et le plafond de la chambre, 
sur la Terre ou sur les corps célestes; et là où elles se terminent se 
trouve une quan t i t é d 'électr ici té préc isément égale et contraire à celle 
qui se trouve sur la partie du corps d'où elles sont parties. En exami
nant les diagrammes, on voit qu ' i l en est bien ainsi. I l n'y a donc pas 
contradiction entre les vues de Faraday et les résul ta ts mathémat iques 
de l'ancienne t h é o r i e ; au contraire, l ' idée des lignes de force jette une 
grande lumière sur ces résul ta ts : elle semble nous fournir le moyen 
de nous élever par un enchaînement continu de raisonnements, depuis 
les conceptions quelque peu dépourvues de souplesse de l'ancienne 
théor ie , j u squ ' à des notions susceptibles de plus d'ampleur; elle pa
ra î t ainsi nous ouvrir un champ étendu pour accroî t re nos connais
sances par de nouvelles recherches. 

123. Voici de quelle manière sont construits ces diagrammes : Pre
nons d'abord le cas d'un seul centre de force, un petit corps électrisé 

в 

avec une charge e. Le potentiel à la distance r est V = - ; d 'où, si 

nous faisons r = ^ ? nous tirerons r , rayon de la sphère pour laquelle 

le potentiel est V . Si maintenant nous donnons à V les valeurs i , 2, 
3, et si nous t raçons les sphères correspondantes, nous obtien
drons une série de surfaces équipotentiel les, dont les potentiels sont 
ceux qu i sont mesurés par les nombres naturels. Les sections de ces 
sphères par un plan passant par leur centre commun sont des cercles 
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qui peuvent ê t re marqués chacun du nombre qui représente son po
tentiel. Ces sections sont représentées par les demi-cercles pointil lés 
sur la partie droite de la fig. 6. 

S'il y a un autre centre de force, nous pouvons de même tracer les 

Fig- 6. 

surfaces équipotentiel les qui l u i correspondent; si maintenant nous 
voulons trouver la forme des lignes équipotent iel les dues à ces deux 
centres s imul tanément , nous devons nous souvenir que si Vj est le po
tentiel dû à un point et V 2 celui qui est dû à l'autre, le potentiel dû 
aux deux sera V = ViH-Va. Donc, pu i squ 'à chaque intersection des 
surfaces équipotentiel les nous connaissons V t et V 2 , .nous connaissons 
aussi la valeur de V . Si donc nous menons une surface qui passe par 
toutes les intersections pour lesquelles la valeur de V est la même, 
cette surface coïncidera avec la véri table surface équipotentiel le en 
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toutes ces intersections; et si, dans les systèmes primit ifs , on a traeé 
les surfaces suffisamment rapprochées , la nouvelle surface pourra être 
t racée avec tel degré de précis ion que l 'on voudra. Les lignes équ ipo 
tentielles dues à deux points dont les charges sont égales et contraires 
sont figurées à droite sur la fig. 6. 

Cette méthode peut ê t re appl iquée au tracé d'un système quelconque 
de surfaces équipotent ie l les , lorsque le potentiel est la somme de deux 
autres pour lesquels on a déjà t racé les surfaces équipotent iel les . 

Les lignes de force dues à un seul centre de force sont des lignes 
droites rayonnant autour de ce centre. Si nous voulons représenter par 
ces lignes l ' intensi té aussi bien que la direction de la force en un point, 
nous devons les tracer de façon qu'elles interceptent sur les surfaces 
équipotent iel les des parties sur lesquelles l ' intégrale de surface de l ' i n 
duction aune valeur dé terminée (*). La meilleure manière de le faire est 
de supposer que notre figure plane soit la section d'une figure de l'es
pace engendrée par la rotation de la figure plane autour d'un axe pas
sant par le centre de force. Toute ligne droite rayonnant à partir de ce 
point et faisant avec l'axe un angle Ѳ décr i ra un cône, et l ' intégrale de 
surface de l ' induction qui s'exerce à ti'avers la partie interceptée par 
ce cône sur une surface quelconque, du côté de la direction positive 
de l'axe, est 

2тсІ(і — cosô). 

Si nous supposons, en outre,.que la surface est l imitée à son intersec
tion avec deux plans passant par l'axe et inclinés l 'un sur l'autre d'un 
angle dont l'arc est égal à la moit ié du rayon, l ' induction à travers la 
surface ainsi l imi tée est 

e(i — cosô). 
Nous poserons 

e(i,— cosô) = 2 Ф , 
d'où 

Ѳ = arc cos ^ I — a: * ^ • 

Si maintenant nous donnons à Ф une série de valeurs 1, 2, 3, . . . , e, 
nous trouverons une série correspondante de valeurs de Ѳ, et si e est 
un nombre entier, le nombre des lignes de force correspondantes, y 
compris l'axe, sera égal à e. 

Nous avons ainsi une méthode pour tracer les lignes de force, de 

(l) [Voir le commentaire relatif à la construction des lignes de force dans la 
Note I I , à la fin du Chapitre. (C.)] 
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façon que la charge d'un centre soit indiquée par le nombre des lignes 
qui rayonnent de ce centre, et que l ' induction à travers une surface 
l imitée de la façon qui a été décr i te ait pour mesure le nombre des 
lignes de force qui traversent cette surface. Les lignes droites poin-
til lées, à gauche de la fig. 6, r eprésen ten t les lignes de force dues à 
chacun des deux points électrisés dont les charges sont + 10 et — 1 0 . 

S'il y a deux centres de force sur l'axe de la figure, nous pouvons 
tracer les lignes de force pour chacun des axes correspondant aux va
leurs «Pj et Ф 2 ; et, en menant des courbes par celles des intersections 
de ces lignes pour lesquelles la valeur de Ф 4 -+- Ф 2 est la même, nous 
pouvons trouver les lignes de force dues aux deux centres, et de même 
nous pouvons combiner deux systèmes quelconques de lignes de force, 
symét r iquement situés de part et d'autre d'un même axe. Les courbes 
en trait plein, sur la gauche de la fig. 6, représentent les lignes de 
force dues à l'action simultanée des deux points électr isés. 

Après que l'on a construit par cette méthode les surfaces équipoten
tielles et les lignes de force, on peut vérifier l'exactitude du dessin, en 
observant si les deux systèmes de lignes sont toujours orthogonaux et 
si la distance des surfaces équipotent ie l les consécutives est à la dis
tance des lignes de force consécutives comme la demi-distance à l'axe 
est à l 'uni té de longueur adoptée dans le t racé . 

Dans le cas d'un pareil système, de dimensions finies, la ligne de 
force, dont l'indice est Ф, a une asymptote qui passe par le centre élec
trique ( § 8 9 d) du système, et qui est inclinée sur l'axe d'un angle dont 

Ф 
le cosinus est i — 2 — > e é tant la charge totale du système, pourvu que 
Ф soit plus petit que e. Les lignes de force dont l 'indice est plus grand 
que e sont des courbes fermées ; si e est nu l , toutes les lignes de 
force sont fermées. 

Les lignes de force correspondant à un champ de force uniforme pa
rallèle à l ' a x e s o n t d e s parallèles à l ' a x e , dont les distances à l'axe S o n t 

l e s racines carrées d'une progression a r i t hmé t ique . 
La théor ie d e s surfaces équipotent ie l les et des lignes de force dans 

l e plan sera donnée quand nous en viendrons à la théor ie des fonctions 
conjuguées (*). 

(1 ) Voir un Mémoire Sur le mouvement de l'électricité dans les surfaces con
ductrices, par le professeur W . - U . SMITH (Proc. Roy. Soc. Edinb., 1869-70, p. 79). 
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NOTE I , 

Relative à la construction de la Planche I I I . 

PAR M . A. C O R N U . 

Les données (120) de la Pl. III sont insuffisamment définies, puisque les para
mètres qui déterminent le champ électrique uniforme ne sont pas indiqués. 

En raison de l'importance de ce cas particulier (peut-être moins facile que le 
cas général), nous recommandons au lecteur l'étude suivante, qui consistera à 
retrouver graphiquement le paramètre determinable : ce sera l'occasion de re
constituer dans ses détails la construction de cette Planche, dont la description 
est un peu trop sommaire dans le présent Chapitre. 

Le premier problème à résoudre est celui-ci : 

Étant donnée la Pl. Ill, qui représente des surfaces équipotentielles et les 
lignes de force d'un champ électrique primitivement uniforme, déformées par 
la présence d'un point A, dont la charge est définie (A = ю), déterminer la 
constante caractéristique du champ avant l'introduction du point électrisé. 

Le champ primitif avait pour surfaces équipotentielles des plans parallèles 

Ѵ, = Ѵ 0-Ьад?, 
V 0 et a étant deux constantes : le coefficient a est la caractéristique de ce champ 
uniforme, car la force exercée sur l'unité de masse électrique placée en un point 
quelconque est constante en direction et en grandeur. La direction est celle de 
l'axe des x, la grandeur est 

d\ 
dx ' 

V, est un paramètre arbitraire indépendant de la grandeur de cette force. 
L'introduction du point chargé de la quantité A ajoute au potentiel, en chaque 

point {xy), la quantité 
' v . , - - A _ 

yx 2 ~\-уи 

( l'axe des y étant une perpendiculaire quelconque à l'axe de révolution du champ 
et l'origine des coordonnées au point électrisé). 

Le potentiel total sera donc 

S/x^y1 

On voit que les surfaces équipotentielles ( qui sont de révolution autour de l'axe x) 
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ont pour plans asymptotiques les plans 

Première construction. — Il résulte de la valeur de V (qui représente l'équa
tion de la méridienne de ces surfaces) que si l'on trace un cercle 

\/хг H- y'" 

l'abscisse x du point d'intersection avec les courbes équipotentielles satisfera à la 
condition 

V = Vo-i-Vj - I - лх. 

Par conséquent les variations des abscisses du point d'intersection seront propor
tionnelles aux variations du potentiel, d'où 

V — V ' = t(x-x'). 

Si donc deux courbes équipotentielles correspondant aux valeurs V et V sont 
coupées par un môme cercle concentrique au point électrisé, les abscisses x, x' des 
points d'intersection donneront la constante a du champ 

V — V 
a ; • 

x — x 
Mais les courbes équipotentielles de la Pl. III ne portent aucune indication don
nant les valeurs de V. On ne peut donc pas déduire de cette construction seule la 
grandeur de a en valeur absolue; on peut seulement vérifier graphiquement que 
les courbes équipotentielles correspondent à des variations égales de potentiel. 
En effet, un cercle (Pl. III bis) coupe toutes les courbes qu'il rencontre en des 
points dont les abscisses sont équidistantes (voir l'échelle à droite); la distance 
constante qui les sépare est égale sensiblement à o°,5, en prenant le centimètre 
pour unité de longueur. On tire donc de cette construction les conditions 

« x o,5 = Ѵ Я + 1 - V „ , 

n étant le numéro d'ordre d'origine arbitraire des courbes successives. 

Seconde construction. — On peut arriver à déterminer le coefficient a en trai
tant le problème d'une autre manière : au lieu de considérer l'intersection de deux 
courbes V et V par un même cercle, faisons l'inverse; considérons l'intersection 
de la même courbe équipotentielle V par deux cercles de rayon r, et гг; on aura 

d'où 

A est connu, /•, et r 2 sont choisis, xt et x.2 sont mesurés sur la figure : à est donc 
déterminé. 

La Pl. III bis permet de faire cette détermination graphique; on a tracé deux 
cercles de rayon arbitraire 

'', = 5 , i2 , i\ — 1,90, 
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l'unité de longueur étant le centimètre, et ces deux cercles coupent diverses 
courbes équipotentielles qui toutes donnent le même résultat avec une approxi
mation en rapport avec la précision du dessin, précision assez limitée. L'inter
section de ces deux cercles avec les courbes numérotées n ••- iG, 17, 18, 19, 20 
( д = о étant la première à partir du bas) donne pour abscisses xv x2 les points 
marqués (. x ) sur la droite de la Pl. I I I bis, ce qui conduit, pour xx - x2, aux 
nombres suivants : 

2 e , 0 0 , 2 ° , i ^ , 2°,iG, 2%i3, 2e, 16 ; moyenne >.c,i!\. 

On reconnaît d'ailleurs que les abscisses pour chaque cercle sont équidistantes 
d'environ o,5; on en conclut la valeur 

avec une approximation qui ne peut guère dépasser j ^ , puisque la grandeur à 
mesurer (sur une Planche reproduite plusieurs fois par la gravure et la typographie) 
n'est que de o m , o2 , l'erreur pouvant atteindre * millimètre. 

Quoi qu'il en soit, on conclut, pour la variation constante de potentiel de l'une 
à l'autre des courbes, la valeur approximative 

v «+i — V„. = o , 5 o a = 0 , 7 7 . 

Vérification. — Le point double est celui où la force résultante est nulle (112) 

dx''0' dy- = °> Ѵ = Ѵл + а х + А ( ^ + / , i ; 

on en conclut 

а — A x ( x'2 H- y2 ) 2 = o, Ay(x- + JK4)' 2 — 0, 

dont la solution fournit le point cherché 

Substituant A = 10, 
а - 1 , 5 4 6 7 ; 

on en tire 

x — 2 , 5 4 2 7 . 

La mesure directe sur la Pl. I I I bis donne 
x 2,5J. 

Remarque.— Supposons que l'auteur ait choisi en nombre rond x — 2 , 5o . Si 
l'on prend cette valeur comme point de départ, on trouve 

A 
x2 

d'où l'on tire, pour A = 10, 
а — i , 6 o o , 

ce qui conduit à 

V,,+ l - V „ = o,8o, 

c'est-à-dire le nombre rond voisin du chiffre 0 , 7 7 trouvé plus haut. 
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Construction des lignes équipotentielles. — En résumé, les courbes équipo
tentielles de la Pl. I I I peuvent avoir été construites conformément à la règle du 
§ 123, de la manière suivante : 

On a tracé vingt-cinq droites horizontales distantes de oTO, o5 ; elles représentent 
les lignes équipotentielles du champ uniforme primitif et, par suite, les asym
ptotes des courbes équipotentielles résultantes (les deux extrêmes paraissent 
former les bords horizontaux du cadre de la figure). Sur la treizième ligne, ou 
celle du milieu, on a placé le point A supposé chargé de 10 unités d'électricité. 

Pour simplifier, on a supposé que le point d'équilibre (112) était placé cinq 
lignes plus haut, à 2 ° , 5 du point A. 

Cette condition définit la constante du champ, puisque la force exei'cée sur 

l'unité d'électricité par le point A e s t ^ ; » et celle exercée par l'action du champ 

est a 
A a — — , x1 

d'où 

a = i ,6o. 

Les lignes équipotentielles du champ 

V, 4 - i ,6ox 

correspondent donc à des accroissements de i,6o x o,5 = o,8 de potentiel 

Ѵ , „ н - Ѵ „ - о , 8 . 
Comme les lignes équipotentielles résultantes sont le lieu des points dont la 

somme V,-f-V 2 est constante, il est naturel de choisir pour les rayons r des 
cercles 

donnant pour V 2 des valeurs croissant aussi de o,8 en o,8. De. cette manière, 
chaque droite fournira directement un point d'une même ligne. 

On a donc dù poser, pour simplifier, 

V 2 = o,8 x p, 
d'où 

A _ io i i 2 , 5 o 
V a o,8 p p 

p étant un nombre entier positif, ce qui donne, en commençant à p = i (car la 
demi-hauteur du cadre est d'un peu plus de o m , o 6 ) et allant jusqu'à p = i 3 , la 
série suivante des rayons : 

P 3 4 5 6 7 
3 , i 3 2 , 5 o 2,08 » > 7 9 

p 8 9 10 11 12 i 3 
i,56 i »3g 1 ,25 1,14 1,04 0 , 9 6 

On joint par un trait continu les points d'intersection, tels que V , + V . = const. 
On doublerait le nombre des points (ce qui est utile dans plusieurs régions), 
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en intercalant une ligne dans chaque système, c'est-à-dire en adoptant pour la 
raison de la progression arithmétique de V, et de V 2 une valeur moitié moindre. 

(Nous engageons le lecteur à exécuter cette épure, qui est la plus simple de 
toute la série, et cependant l'une des plus instructives.) 

Graduation des lignes équipotentielles. — On conclura aisément de cette con
struction le nombre caractéristique de chaque ligne équipotentielle, à une con
stante près V 0 , car cette constante reste indéterminée. 

Pour simplifier, nous la supposerons nulle, ce qui revient à donner la carac
téristique zéro à la ligne équipotentielle qui passe par le point double; elle avait 
été numérotée 20 précédemment. 

La différence constante V H + 1 — Y , ( étant égale à 0 , 8 , on calculera aisément la 
Table suivante, qui donne la valeur du potentiel V sur chaque ligne numérotée 
sur la figure, de 0 à 20. L'unité de potentiel est la môme que l'unité de travail : 

Grandeur de la force en un point du champ. — Pour compléter cette con
struction, il n'est peut-être pas inutile de rappeler que ce diagi'amme suffit à cal
culer la grandeur de la force en un point par la formule 

(IV 

( voir p. i 5 ) , d\ étant la variation de potentiel entre deux surfaces équipotentielles 
dont dv est la distance comptée sur une normale commune. Bien que cette rela
tion ne convienne rigoureusement qu'à des surfaces infiniment voisines, on peut 
l'appliquer au cas où les surfaces tracées graphiquement sont seulement très voi
sines : l'erreur résultant de ce fait ne dépasse pas celle que l'incertitude du tracé 
graphique laisse exister. 

Considérons, en particulier, les deux lignes numérotées о et 1 : la différence 
dV 

d\ = 0 , 8 et leur intervalle dv —- o,5 sensiblement, d'où — r - ~ 1 ,6. 
• av 

Ce nombre est exprimé en unité de force; elle a été adoptée pour calculer V 
qui est un travail ; c'est en même temps l'unité d«e force qui a servi à définir A 
ou les 10 unités d'électricité dont le point est chargé. 

On voit que cette unité est indéterminée et que la figure en est indépendante. 
Si l'on a adopté le gramme-force et le centimètre pour définir l'unité électro
statique, l'unité est le gramme-force; si l'on à adopté le système C.G.S. , la force 
calculée ci-dessus est exprimée en dynes. 

Cas où le paramètre des sur/aces équipotentielles croîtrait par degrés 
égaux à l'unité. — Jusqu'ici nous avons considéré la Pl. III en elle-même, avec la 

н. V. 

n 8 , 8 

и. V. 

18 1.6 

10 8 , 0 

oc с 

2 1/4/4 ]1 n .2 

3 і З , 6 л fi.ii 

4 i a , 8 ]3 5 , G 

ii '.,8 чЗ — a , 4 

(•} I I j 4 —3 ,2 
16 8 , 2 

« 9 . 6 '7 M 
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seule indication numérique qu'elle comporte, A = io. Comme aucune graduation 
n'indique les valeurs du paramètre V des surfaces équipotentielles, nous en avons 
effectué la détermination indépendamment de toute hypothèse arbitraire autre 
que le choix du centimètre pour l'unité de longueur. 

Il parait résnlter des premières lignes du § 123 que l'anteur, passant sous si
lence la question de l'unité de longueur, a adopté l'unité pour variation du para
mètre V„ en passant d'une surface équipotentielle à une autre. On aurait donc 

v „ + t - v ( ( = i . 

Comme on ne peut pas se donner à la fois l'unité de potentiel, l'unité d'électricité 
et l'unité de longueur, si nous adoptons la condition ci-dessus V„ + 1 —V„ = i , il 
nous faut changer l'unité de longueur; soit и la grandeur de cette unité exprimée en 
centimètres, chaque mesure x de longueur exprimée primitivement en centimètres 

ce • A. . sei'a représentée par - » suivant la nouvelle unité; le potentiel V = — devien-
II x 

Au 

dra — , c'est-à-dire sera multiplié par u. La variation V„ + I — V„, qui était égale 

à 0 ,8 , deviendra 0 ,8 x и i , d'où 

" = ST5 = f ' a 5 ' 
L'unité de longueur doit donc être de i°,a5 pour que le dessin figure avec A = 10 
des surfaces équipotentielles dont le paramètre varie d'une unité. 

Dans ce cas, ce sont les numéros d'ordre des courbes qui représentent les va
leurs des paramètres à une constante près V 0 . 

V — V V — V i La constante a = : devient и , = і,а5 =• = 2,5o. x — x x — x o,5 

Cette unité de longueur M = I , 2 5 parait au premier abord singulière; mais 
elle est si rapprochée de la valeur d'un demi-pouce anglais \ ъ,Ьі = і°,2б, qu'on 
est fondé à penser que le dessin original a été construit en prenant le demi-pouce 
anglais comme unité. Le lecteur exprimera aisément les données adoptées dans 
cette hypothèse; les résultats sont simples, parce que le cinquième du pouce an
glais équivaut sensiblement au demi-centimètre. 

Lignes de force. — Il reste à examiner brièvement comment les lignes de force 
ont été tracées; on a suivi la règle du § 123, en joignant les points d'intersection 
des lignes de force rectilignes divergeant du point électrisé A et les lignes de 
force parallèles du champ uniforme, de telle manière que, sur chaque courbe, la 
somme des indices caractéristiques soit constante (voir la Note I I , à la suite 
de celle-ci). 

Il est certain d'abord que les lignes de force résultantes sont, au point A, tan
gentes aux lignes de force de ce point. La Pl. I I I bis montre qu'il y a neuf courbes 
qui se croisent en ce point, ce qui fait dix lignes de force, en comptant l'axe de 
révolution, conformément à la règle donnée (p. 196) «de manière que la charge 
d'un centi-e soit indiquée par le nombre de lignes qui rayonnent de ce centre ». 
On a donc employé le système de dix lignes de force rectilignes, représenté deux 
fois fig. 6, partie gauche. 

Les angles Ѳ que ces dix droites font avec l'axe de figure satisfont, comme on 
l'a vu, à l'équation 

/ 2ФХ 

Ѳ — arc cos I r e 
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— étant égal à une série de nombres en progression arithmétique, lelle que 1 ar-
Q 

Ф giiment du cosinus passe de — i à - Ы ; — prend donc dix valeurs équidistantes, 
G 

depuis zéro (qui sert d'origine) jusqu'à — — i, d'où 
G 

Ф 
- = 0 , 1 , 0 , 2 , 0,3, . . ., 1,0. 
(s 

On en conclut la Table suivante : 

Ce sont, en effet, les angles qu'on peut mesurer sur la figure après avoir tracé 
de sentiment les tangentes aux lignes de force issues du point À. 

Quant aux lignes de force du champ uniforme, on peut les définir en considé
rant ce champ comme la limite du champ électrique d'un point électrisé qui 
s'éloigne jusqu'à l'infini, et dont la charge croit de manière que l'action sur 
l'unité d'électricité conserve la valeur choisie a. 

Si l'on appelle q la charge du point électrisé et x la distance à un point fixe, 
on aura 

lim — , : x, 
x* 

ou constante caractéristique du champ. 
Les surfaces coniques de révolution qui, dans le cas du point à distance finie, 

découpent l'espace en régions dont l'induction est représentée par 4 тс ( 1, 2, 3, . . . ) , 
se changent en cylindres parallèles à la direction de la force coi'respondant aussi 
à 4it(i, 2, 3, n). 

La mesure de cette induction divisée par \ ~ étant (123) 

\q(\ — cosô ) 

(voir la Note I I qui suit), q étant la charge du point, devra être égale à J , 2, 3 , n ; 
on écrira 

- xHi —cosÔ) = —.,x' s in 2 - --Р. 
•2 x2 x a 

Passant à la limite Д; = эс et x sin - = p étant le rayon de la calotte sphè
re5 2 1 

rique devenue plane, 
p-

i 
d'où 
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Ici a = i°,6o; on aura donc, pour les distances à l'axe des lignes de force succes
sives, 

P„ = i° ,58nv/ /T, 

d'où l'on déduit la Table suivante : 

La construction par points des lignes de force consiste, suivant la règle donnée 
( p. 197), à joindre par un trait continu les points pour lesquels la somme algébrique 
des indices de Ѳ et de p est constante. 

Graduation des lignes de force. — Cette somme constante représente, comme 
on le verra démontré dans la Note I I , la mesure de l'induction à travers la 
surface de révolution dont les lignes sont les méridiennes. 

Il y a, au premier abord, indétermination dans le signe relatif à donner aux 
indices de 0 et de p. Mais l'indétermination se lève aisément par, la considération 
du point neutre. En effet, si l'on considère les lignes de force du point A supposé 
chargé d'électricité positive, on doit les numéroter dans le sens positif Ѳ„ Ѳ2, . . . , Ѳа, 
à partir de la verticale du point A. 

Le champ uniforme peut être considéré comme la limite du champ d'un point 
électrisé, qui s'éloigne vers l'infini sur la verticale du côté du bas de la figure. 
Le point neutre étant du côté du haut, le point infiniment éloigné doit être con
sidéré comme chargé négativement, puisque les forces issues des deux points s'an
nulent, quoique dirigées dans le même sens ; d'où l'on conclut que le numérotage 
des lignes de force, dans le même sens que ci-dessus, doit correspondre à des 
indices négatifs p_,, p~2, p_.„ . . . . 

Le lecteur trouvera aisément que la ligne de force ponctuée qui passe par le 
point neutre formé par les points Ѳ, p ,, Ѳар_2, . . . , doit avoir l'indice zéro; au-
dessus les lignes de force ont les indices négatifs — 1, — 2 , — 3, . . . ; au-dessous 
les indices positifs + 1, 2, 3, 4, . . . , 9. 

Ces dernières sont issues du point A, et sont tangentes aux lignes de force rec-
til ignés de ce point. 

D'autre part, les parallèles p_,, p_2, . . . sont les asymptotes de ces lignes. 
Toutes les lignes de force sont indiquées Pl. I I I bis (partie de gauche) par les 

i n i t i e s . . . , r _3, r _ 2 , ± _ j , J j , 1 1 s , . . ., -*g, -*- 0 . 

Équations des deux systèmes de lignes. — Les lignes équipotentielles de la 
figure ont évidemment pour équation 

Y — Ѵ „ 4 - а а м ^ — const. ; 
y'x1 + y1 

les lignes de force en sont les trajectoires orthogonales : de la condition d Y - o, 
qui est une équation différentielle des lignes équipotentielles, on tire, en changeant 
dx en dy et dy en dx, l'équation différentielle des lignes de force 

о : - AT dy — A ( х- 4- y- ) ~ 2 (xdy — y dx ) , 
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3D 
qu'on intègre en prenant pour variables7 et и = - і 

У 
_ l 

o = a j r f / + A(i + ul ) 2 du. 

On en tire l'équation en termes finis 

л-у* , \ x с 
1- A • = G , 

2 ух'*-{-у3 

dont la discussion n'offre aucune difficulté. 
Nous nous bornerons à remarquer que l'angle Ѳ, sous lequel la courbe coupe 

l'axe des x à l'origine, est donné par 
A cosô = C, 

expression à laquelle se réduit l'équation ci-dessus lorsqu'on y fait x — 0 et y — o. 

Remarque. — Cette équation peut s'obtenir directement d'après la construction 
générale Ф, -ь Ф2 = const., qui se traduit, pour deux points de charge e et e', par 
la condition 

e(i — cosO) - h e'(1 — cosô') = const. 

Dans le cas de la figure e =A, e' est de signe contraire et s'éloigne jusqu'à l'in
fini; la vraie valeur de e'(i — cosô') s'obtiendra, comme ci-dessus, en écrivant 

e' Ѳ v s 

lime'(i — cosô') = lim — x'li sin2 - — — x — , 
x* 2 2 

y étant la limite de x sinô. 

Il vient alors, en substituant la valeur de cosô X 

qui repi'oduit le résultat ci-dessus. 
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NOTE I I , 

Relative au tracé des lignes de force dans le cas où le champ électrique 
est symétrique autour d'un axe de révolution ; 

Рлп MM. A. CORNU ET A. POTIER. 

Le lecteur peut se demander d'abord dans quel but l'auteur donne, dans le cas 
présent, une construction géométrique spéciale des lignes de force. 

En effet, les surfaces équipotentielles correspondant à des variations égales de 
potentiel donnent une représentation complète du champ magnétique, puisque la 
force est en chaque point normale et en raison inverse de leur espacement. Le 
tracé d'un certain nombre de trajectoires orthogonales, même régulièrement 
distribuées, n'ajoute donc rien à la connaissance du champ. 

On peut dire toutefois que, si le tracé d'un certain nombre de lignes de force 
n'est pas nécessaire pour caractériser les propriétés du champ, ces lignes ortho
gonales ont l'avantage d'en achever en quelque sorte la peinture en montrant une 
série de trajectoires que suivrait une molécule électrique supposée sans inertie 
sous l'influence de la force existant en chaque point du champ. 

Il est alors naturel de choisir une loi pour la succession de ces trajectoires, afin 
de les distribuer d'une manière régulière sur la surface du réseau. 

La loi de cette succession étant arbitraire, on pourrait la définir par la condi
tion d'offrir à l'œil une répartition simple ou élégante dans une région donnée du 
champ. En voici deux exemples dans le cas de la Pl. I I I étudiée ci-dessus : 

i° On pourrait demander que les lignes de force émanées du point A fussent 
également inclinées les unes sur les autres à leur point de croisement. 

Ce mode de distribution aurait l'avantage de bien peindre l'ensemble des tra
jectoires d'une molécule électrique aboutissant au point A, mais elle aurait l'in
convénient de ne donner, par le tracé direct, aucune ligne de force au delà de la 
courbe ponctuée, qui passe par le point double : elle omettrait toutes les trajec
toires des molécules électriques qui, bien qu'infléchies par la présence du point 
électrisé A, ne passeraient pas par ce point (') . 

20 On pourrait imposer la condition que les asymptotes des lignes de force 
soient équidistantes. Dans le mode de distribution, le réseau représentatif du 
champ, à partir d'une certaine distance du point A, se réduirait à un système 
de droites équidistantes orthogonales, car les asymptotes des lignes équipoten-

(•) L a constructiou, déduite de l'équation donnée p. 206, donnerait toutefois, pour des 
valeurs convenables de la constante C , les courbes situées au delà du point d'équilibre, 
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tielies et des lignes de force se réduiraient aux lignes correspondantes d'un champ 
uniforme qui sont des droites rectangulaires. On aurait ainsi une image assez 
simple de la déformation des lignes de force d'un champ uniforme causée par la 
présence d'un point électrisé. 

On voit par ces deux exemples combien on pourrait varier la distribution des 
lignes de force sans cesser d'offrir une interprétation intéressante des lois ar
bitraires dont on aurait fait choix. 

Loi de distribution des lignes de force. — La loi de distribution choisie par 
Maxwell n'a pas seulement pour but de déterminer un réseau facilitant l'intelli
gence intuitive de certaines particularités du champ : elle offre un intérêt beau
coup plus grand, qui ne peut être bien compris que si l'on est familiarisé avec le 
sens que Maxwell attribue au mot induction (75). On va essayer de la définir 
surtout au point de vue du lecteur moins accoutumé au langage de Faraday qu'à 
celui de Coulomb; comme cette définition est l'une des notions les plus impor
tantes de l'Ouvrage, on ne saurait trop la préciser pour pouvoir l'appliquer en
suite aux diverses branches où nous la verrons reparaître. 

Le point de départ sera pour nous le suivant. 
Étant donné un point À chargé d'une masse électrique e, l'intensité R, c'est-

à-dire la force que ce point exerce en un point de l'espace quelconque sur l'unité 
d'électricité, est, d'après la loi de Coulomb, 

I" 

Cette notion de la force due à un point électrisé, en un point de l'espace, est 
indépendante de la question de savoir s'il existe réellement ou non en ce point 
l'unité d'électricité. 

Imaginons maintenant un élément de surface où dS entre d'une manière quel
conque; calculons l'action du point A. sur cet élément comme s'il existait sur 
cet élément autant d'unités d'électricité que d'unités de surface; on aura 

, C . , D edS dS x R ~ —г.- • 

La composante normale à l'élément dS 

e dS cos s R coss aS : : ;— — e аы, 

fi^S coss 
car on reconnaît dans — — — l'expression du ( § 7 6 ) de la surface de la sphère 
de rayon i concentrique au point À., comprise dans le cône ayant pour base 
l'élément dS : c'est ce qu'on nomme souvent angle solide sous-tendu. 

On remarquera l'importance de l'angle solide sous-tendu par le point agissant, 
puisque la composante normale sur l'élément de surface ayant l'unité pour den
sité électrique ne dépend ni des dimensions de l'élément superficiel, ni de son 
inclinaison, mais seulement de la charge du point électrisé et de l'angle sous le
quel il voit cet élément. 

C'est cette expression RCOSSG?S que Maxwell prend d'une manière abstraite 
comme définition de l'induction à travers un élément de surface dS. I l y aurait 
peut-être à critiquer le choix de ce mot, qui est employé par les physiciens dans 
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un autre sens, ainsi qu'on Га fait remarquer (p. 91) : le sens ordinaire est purement 
qualitatif ; ainsi on dit les phénomènes d'induction, la charge par induction, etc. 
Maxwell donne à ce mot un sens quantitatif en lui donnant pour définition l'ex
pression R cos e dS. 

Les critiques qu'on pourrait adresser au choix de ce mot s'effacent à mesure 
que l'on se familiarise avec les conséquences de cette définition et qu'on l'applique 
au calcul du phénomène. On reconnaît bientôt que cette définition est destinée à 
préciser l'idée vague qu'on se fait de l'action à distance des corps électrisés sur la 
surface d'un conducteur et qu'elle pourra permettre de calculer, par exemple, la 
répartition de l'électricité induite sur cette surface, etc. 

Dans un autre ordre d'idées, l'angle solide sous-tendu par une surface mesure 
la portion du rayonnement lumineux, le flux calorifique qui émane de la source 
lumineuse ou calorifique d'intensité un : ici ce flux, d'une natux'e particulière, 
est ce que Maxwell appelle l'induction. 

De même que les rayonnements lumineux ou calorifiques s'ajoutent, de même 
aussi s'ajoutent les inductions ducs à deux ou plusieurs masses électriques. En 
eilet, les composantes normales Rcose se composent par addition algébrique, de 
sorte que la valeur de l'induction due à plusieurs masses électriques e, e', e",... 
aura pour valeur 

( R cos s - h R' coss'-| - R" cos г" - I - . . . ) dS --e d<a Ч- e' du' -4- e" dia" -+-..., 

c'est-à-dire la somme des produits de chaque masse électrique par l'angle sous 
lequel de chacun des points on voil l'élément de surface dS. 

On aura donc, en appelant maintenant R l'intensité de la résultante de toutes 
les actions, c'est-à-dire l'intensité du champ électrique au point où se trouve l'élé
ment de surface dS et s l'angle que fait R avec la normale môme du côté positif 
de la surface, l'expression qui mesure l'induction 

R cos г dS — Se du, 

le signe S s'appliquent à toutes les masses électriques du champ. 
Si l'on fait la somme des inductions, relativement à tous les éléments dS d'une 

portion finie de surface, l'induction totale est donnée par l'intégrale 

qui est égale, comme on le voit, à la somme des produits de chaque masse élec
trique par l'angle sous lequel elle voit cette portion de surface. 

Si la surface est fermée, chaque angle solide a évidemment pour mesure 4it, 
surface de la sphère de rayon égale à l'unité. On a alors pour valeur de l'induc
t ion 

théorème fondamental de l'électrostatique (§76). 

Construction par points des lignes de force. — Nous pouvons maintenant 
revenir au point de départ et comprendre l'importance de la loi de répartition 
des lignes de force que l'auteur a choisie dans ses diagrammes, ainsi que le mode 
de construction qu'il en donne. 

La condition adoptée consiste à découper sur toutes les surfaces équipotentielles 
Tr. d'Élect. et de Magn , L i 4 
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des aires sur lesquelles l'intégrale de surface RcossdS, c'est-à-dire la va

leur de l'induction croit comme la série des nombres entiers. 
Si les surfaces équipotentielles étaient quelconques, cette condition pourrait 

n'avoir aucun rapport simple avec les lignes de force ; mais, dans le cas des dia
grammes o u les surfaces équipotentielles sont de révolution, si l'on convient que 
les aires découpées sont limitées par des cercles ayant pour axes l'axe de révolu
tion, on va démontrer que le lieu de tous ces cercles est une surface de révolu
tion ayant une ligne de force pour méridienne. 

D'où il résultera que la construction d'une série de cercles, à travers lesquels 
l'induction est la même, équivaut à la construction d'une série de points appar
tenant à une même ligne de force. 

En effet, la surface équipotentielle étant de révolution, comme dans le cas des 
diagrammes où les masses électriques e, e', e" sont situées sur une même droite, 
chaque ligne de force est nécessairement dans un plan passant par l'axe. 

Si l'on se reporte à la définition du tube d'induction (surface lieu des lignes de 
force qui passent par le périmètre d'une courbe fermée), on sait que l'induction à 
travers une section quelconque de ce tube est la même. 

Si donc on prend comme base du tube d'induction un cercle concentrique à 
l'axe de figure du champ, les lignes de force formeront nécessairement, par raison 
de symétrie, une surface de révolution. A travel's toute section normale à ГахІ> 

c'est-à-dire à travers toutes les sections circulaires du tube, l'induction sera la 
même qu'à travers le cercle de base. 

Donc, inversement, le lieu de tous les cercles d'égale induction est une surface 
de révolution ayant pour méridienne une ligne de force. 

La valeur de l'induction, étant égale à la somme des inductions relatives à 
chaque point, sera égale à la somme des produits de la masse électrique du point 
par l'angle sous lequel de ce point on voit le cercle. 

Examinons l'expression d'un de ces produits : est le demi-angle au sommet 
de ce cône de révolution, on aura, pour l'angle solide, 

et par conséquent, pour l'induction, 2ir<?(i— cos9). 
En faisant Ѳ = тг on retrouve bien l\ize, résultat donné plus haut. 

• Pour chaque masse électrique, on aura une expression semblable : écrivant que 
la somme des inductions est constante, on aura 

Cette relation est l'équation des courbes méridiennes, c'est-à-dire des lignes de 
force, en coordonnées multipolaires. 

La règle du § 1:23, pour la construction des ljgnes de force, dans le cas de deux 
masses, se comprend aisément. On trace autour de chaque point une série de 
droites inclinées d'angles Ѳ,, Ѳ2, Ѳ3, Ѳ^, Ѳ'2, Ѳ'3,.. v; les points d'intersection, tels 
que la somme des inductions soit constante, sont situés sur une même ligne de 
force. Pour reconnaître facilement les couples de droites à associer, l'auteur ca
ractérise chacune de ces droites par un nombre Ф, qu'il définit en posant 

2 1 î « ( l — C 0 S 6 ) 2 7ie'(i — cos6') -\- ... — G. 

2 т г е ( і — c o s 6 ) = 4'тгФ, 

nombre nécessairement compris entre z«ro et e. 
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C'est Je quotient par 4 i t de Vinduction de la masse e dans le cône d'ouverture аѲ. 
Or 4 e s t l'induction exercée par l'unité d'électricité à travers une sphère en

tière; donc Ф est l'induction de la masse e exprimée en fonction de celle que 
produit,' à travers une sphère, l'unité d'électricité. 

La condition à laquelle doivent satisfaire ces couples de droites Ф , , Ф 2 , 
c[>'j, Ф ' 2 , . . . , pour que l'induction à travel's les cercles communs qu'elles définissent 
soit constante, est donc que 

Ф ; - I - Ф ; = const. = W. 

Cette constante W est la caractéristique de la ligne de force, lieu de tous ces 
points : multipliée par 4 i t > elle donne l'induction à travers les cercles qu'ils en
gendrent. 

L'induction à travers une. zone limitée par deux cercles 4', et W2 sera égale à 
/| TZ (W2 — Wt ) , W{ et W2 étant les caractéristiques des lignes de force qui passent 
par les points générateurs de ces cercles. 

I l est naturel de tracer les lignes de force qui limitent des zones d'égale induc
tion : les caractéristiques W de ces lignes de force devi'ont donc varier en pro
gression arithmétique. Pour construire ces courbes commodément, il convient de 
tracer des droites Ѳ, . . . , Ѳ' . . . (fig. 6), pour lesquelles les valeurs Ф et Ф ' soient 
elles-mêmes en progression arithmétique. La raison commune de ces progressions 
est arbitraire; mais, 4' ne pouvant pas dépasser la somme arithmétique e -f- e' des 
valeurs arithmétiques de e et de e', on choisira celte raison de manière à avoir 
un nombre suffisant de courbes гГ. 

Maxwell a pu, dans les diagrammes précédents, se contenter d'une raison égale 
à i , parce qu'il a donné aux charges des valeurs assez considérables. 

Dans ce cas, en chaque masse, vient aboutir un nombre des lignes de force égal 
au nombre d'unités qui composent cette masse ( 1 ). 

Propriété du faisceau de lignes de force ainsi défini. — Cet ensemble d e 
conventions consistant à caractériser chaque ligne de force par le paramètre Ф et 
à tracer les lignes correspondant à des variations de Ф par degrés égaux, ajoute 
aux lignes de force une notion quantitative qui n'est pas dans leur définition. I l 
en résulte que le faisceau des lignes de force, ainsi construit, donne à lui seul la 
répartition de l'intensité dans le champ électrisé comme le système des surfaces 
équipotentielles, c'est-à-dire qu'il donne aussi bien la grandeur que Ja direction 
de la force. 

(') Ces droites sont inclinées sur l'axe de révolution d'angles Ѳ,, Ѳа, Ѳ3, . .., Ѳ„ (n étant le 
dernier terme de la progression arithmétique et égal à e) donnés par la formule 

e(i — cosô,) -2 Ф,, 

dans laquelle on donne à les valeurs i , 2, 3, . . .. 
Dans la note I on a donné la série des angles Ѳ pour Р = ю. 
Cette règle ne s'applique évidemment que dans le cas où les deux masses sont représentées 

toutes deux par des nombres entiers : supposons le cas le plus complexe qui puisse se pré
senter dans l'application : les nombres ее' ne sont pas entiers et même sont inférieurs à l'unité ; 
la règle du § 1*3 serait en défaut. Si, dans ce cas, on veut avoir une représentation satisfaisante 
des lignes de force du champ et où s'imposera, par exemple, de tracer N lignes de force 
(N = i5 ou 20), i l suffira évidemment de prendre pour la raison commune des progressions Ф, 
Ф' la somme des valeurs arithmétiques de e et do e' divisés par N.. 
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En effet, AA' étant l'axe de révolution {fig. i ) , soient MN et M'N' deux élé
ments de lignes de force infiniment voisines W et 4r + dW, l'induction à travers 

Fig. I . 

A'I 

la couronne de largeur MM' = dx et de rayon MP = y, sur la surface équipoten-
tielle MM', aura pour expression 

d'où l'on conclut 

Si l'on trace les lignes de force correspondant à des dW égaux, l'intensité R, en 
chaque point du champ, sera en raison inverse du produit de la distance dx de 

Y 
deux courbes consécutives par la demi-distance - à l'axe de l'évolution. 

2 

Cette expression de l'intensité est analogue à celle qui résulte de l'emploi des 
э 

surfaces équipotentielles, mais elle est moins simple, à cause du facteur — • 

Dans le cas des surfaces équipotentielles, en effet, on a 
av 

où rfv est la distance M de deux surfaces équipotentielles NN', MM', correspondant 
à V et V + d\ ; si l'on trace les méridiennes équipotentielles correspondant à des 
d\ égaux, l'intensité R est simplement en raison inverse de leur écarlement dv. 

Vérification du tracé des lignes de force. — Si l'on égale les deux expres
sions de R, il en résulte une condition nécessaire que doit remplir chaque maille 
d'un réseau formé par les quatre courbes V, V -+- dV, W et W -I- dW, quels que 
soient d\ et c№, à savoir la relation 

Si le tracé graphique présente des faisceaux de courbes assez serrées pour qu'on 
puisse traiter les côtés des rectangles curvilignes comme les infiniment petits 
Û?V et dx, cette équation donnera une vérification du tracé. 

Cette vérification sera rendue plus facile si l'on adopte, pour la raison de la 
progression des Y, la même valeur numérique que pour celle des W, ce qui don-
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nera d\ = dW, et par suite 

Ëu - £ • 

c'est précisément la vérification indiquée par Maxwell : on remarquera que l'unité 
de longueur figure explicitement dans l'énoncé de la p. 197, parce que l'équation 
n'est plus homogène. 

Remarque. — La loi de répartition des lignes de force, correspondant à des 
variations de Ф par degrés égaux à l'unité, correspond, comme on le verra plus 
loin, à un problème réel de distribution électrique. 

Si l'on se figure un conducteur creux, enveloppant les masses électriques et 
limité intérieurement par une surface équipotentielle fermée, on sait que la charge 
totale de la surface interne est égale à la somme algébrique des charges des points 
intérieurs : les zones découpées sur cette surface par les surfaces de révolution, 
dont les méridiennes sont les lignes de force numérotées Ф, = т, Ф2 = 2, . . . , ont 
des charges totales égales à 1, 2, 3, . . . unité d'électricité. 

Équation des lignes de force. — La construction des lignes de force, donnée 
ci-dessus, est déduite de la considération des tubes d'induction, et c'est ce qui en 
fait l'originalité; mais le lecteur peut demander, comme vérification, de retrouver 
directement la construction de ces courbes par la définition ordinaire, c'est-à-dire 
par la propriété d'être, en chaque point, tangente à la direction de la force résul
tante. 

Soient (fig. 2 ) A, A',. • • les positions sur la droite AX des masses e, e', . . . ; N le 

point du champ où la résultante R est dirigée suivant NN'. Les forces sont diri
gées suivant NA, NA', . . . et ont pour valeur 

(') F = F ' = - ~ , 

r, r' étant les distances du point N aux masses; Ѳ, Ѳ', . . . étant les inclinaisons 
de ces directions sur AX, on aura évidemment 

( 2 ) /•sinö = r'sin6'= . . . =NQ. 

Projetons les forces sur une perpendiculaire à NN', direction de la résultante, 
qui fait un angle 9 avec AX, on aura évidemment une projection nulle, d'où la 
relation 

F sin ( 9 — Ѳ ) + F' sin ( tp - r Ѳ' ) 4 - . . . = 0. 
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Or, l'angle ( 9 — Ѳ) dans chaque triangle infinitésimal NN'P, où NP est la per
pendiculaire abaissée sur une direction infiniment voisine 0 + dô, se déduit de la 
relation 

NN'sin(tp — Ѳ) = /-dO; 
substituant, il vient 

F r dô + F'/•'«№ '+.. . =o. 

Tirant de (i) les valeurs F , F', et de (2) celles de r', . . . , il reste. 

e sinö dQ 4 - e' sin6' dÖ'-h . . . = о, 

relation différentielle qui s'intègre directement et donne 

(3 ) e cosO -+- e' cosO' -+ - . . .= С = const. 
C'est l'équation des lignes de force ou des lignes orthogonales aux lignes équipo
tentielles 

m Î + $ + . . . - T . 

On retrouve donc bien la condition caractérisant les surfaces d'égale induc
tion 

e(i — cos9) •+- e'(i — cosO') -i- . . . - а(Ф н-Ф'ч- . . . ) . 

L'identification des constantes donne 

С = (e'-i- e' + . . . ) — 2(Ф - j - Ф ' + . . . ) . 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier : 
i° Que les familles de courbes (3), (4) sont orthogonales; 
20 Que chaque point chargé d'électricité est, au point de vue géométrique, un 

point singulier d'ordre e des courbes ( 3 ) ; 
n ^ , . dC 2 dV o° Que Ion a la relation — = - — ; ^ dz y dv 
Enfin de rechercher quelles modifications subissent ces équations lorsqu'un des 

points s'éloigne à l'infini. 
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CHAPITRE VIII. 

GAS SIMPLES DE DISTRIBUTION. 

Deux plans parallèles. 

124. Nous considérerons en premier lieu deux surfaces conductrices 
planes et paral lèles, de grandeur infinie, écartées l'une de l'autre d'une 
distance с et maintenues aux potentiels A et B . 

I l est clair que, dans ce cas, le potentiel V est une fonction de la 
distance z au plan A et que, dans un plan parallèle compris entre A 
et B , i l est le même en tous les points, sauf dans le voisinage des l i 
mites des surfaces électr isées; mais, par hypothèse , ces limites sont 
à une distance infiniment grande du point considéré. 

Par suite, l 'équation de Laplace se rédui t à 

à» У 
7zï=°> 

dont l ' in tégra le est 

V = Ci-+-G s *; 

et, puisque V = A pour z~ o, et V — В pour z •= c, 

У = A + (B — A ) - -
• с 

Pour tous les points compris entre les plans, l ' intensité résul tante est 
normale aux plans, et sa grandeur est 

с 

Dans la masse des conducteurs eux-mêmes, R = o. Donc l 'électr ici té 
est r épandue sur le premier plan avec une densité superficielle u, telle 
que 

4тгт = R = 

Sur l'autre surface, où le potentiel est B , la densité superficielle a' est 
égale et de signe contraire à a, en sorte que 

4w' = - R = 
с 
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Considérons maintenant, sur la première surface, une aire S prise de 
façon qu'aucune de ses parties ne soit voisiné des limites de la surface. 
. La quan t i t é d 'é lectr ic i té r épandue sur cette surface est S с = et, et* 
d 'après le n° 79, la force agissant sur chaque uni té d 'é lectr ici té é tant 
1R, la force totale qu i agit sur l'aire S et qui l 'attire vers l'autre plan 
est 

F = * R S * = ^ R » S = A t i z i A ) ! . 
OU OTC c-

Ainsi l 'attraction est expr imée en fonction de l'aire S, de la différence 
de potentiel des deux surfaces (A. — B ) et de leur distance c. L'at
traction, expr imée en fonction de la charge ex qui est la surface S, est 

i - -g e,. 

L 'énergie é lec t r ique , due à cette distribution sur l'aire S et à la d is t r i 
bution sur l'aire correspondante S', déterminée en projetant S sur la 
surface В par un système de lignes de force, lesquelles sont, dans le 
cas présent , des normales aux plans, est 

W = H e i A + e ,B) 
i S (A —B)» R* '>.TZ , 

a 4тс с OU S . 

La première de ces expressions est l'expression générale de l 'énergie 
é lect r ique ( § 8 4 ) . 

La seconde donne l 'énergie en fonction de l'aire, de la distance et de 
la différence des potentiels. 

La t rois ième la donne en fonction de la force résul tante R, du volume 
Se compris entre les aires S et S', et montre que l 'énergie par unité de 
volume est p, où 8ър = R2. 

L'attraction des plans est />S; en d'autres termes, i l y a une tension 
électr ique (ou pression négat ive) égale à p sur chaque unité de sur
face. 

La qua t r i ème expression donne l 'énergie en fonction de la charge. 
La c inquième montre que l 'énergie é lectr ique est égale au travail 

qu'accomplirait la force électr ique si les deux surfaces étaient amenées 
au contact, en se déplaçant paral lèlement à elles-mêmes et en gardant 
leurs charges telles quelles. 

Pour exprimer la charge en fonction de la différence de potentiels, 
nous avons 

. в 1 = - - ^ ( A - B ) = ? ( A - B ) . 
4 ті с 
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Le coefficient q représente la charge due à une différence de potentiels 
" égale à l 'uni té . Ce coefficient est appelé la capacité de la surface S, 

due à la position relativement à la surface opposée. 
Supposons maintenant que le mil ieu qui sépare les deux surfaces 

ne soit plus de l 'air, mais quelque autre dié lect r ique, dont le pouvoir 
inducteur spécifique est K ; la charge due à une différence de poten
tiels donnée est К fois plus grande que si le dié lectr ique est de l 'air , 
ou 

e i = J i - C A - B ) . 

L'énergie totale sera 

La force agissant entre les surfaces sera 

K S ( A - B ) V _ , T C 
1 ~ Р Ъ ~ 8TT C> ~~ KS 1 ' 

donc la force qui agit entre deux surfaces maintenues à des poten
tiels donnés varie proportionnellement au pouvoir inducteur spé
cifique К du d ié lec t r ique ; mais la force qui agit entre deux surfaces 
chargées de quant i tés données d 'électrici té varie en raison inverse 
de К. 

Deux surfaces sphériques concentriques. 

125. Soient deux surfaces sphér iques concentriques, de rayons « e t 
b, b é tant le plus grand, qui sont maintenues à des potentiels A et В ; 
i l est clair que le potentiel V est une fonction de la distance au centre. 
Dans ce cas, l 'équation de Laplace devient 

f)»V a ôV _ 

dont la solution est 

les conditions sont que V •= A pour r — a, et que V = В pour /• — 
ce qui donne pour l'espace compris entre les surfaces sphér iques 

Si aL et a2 sont les densités superficielles sur les surfaces opposées d'une 
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sphère de rayon a et d'une cavité sphér ique de rayon ô, 

i A — В i В — A 

Si ех et е 2 sont les charges totales d 'électr ici té sur chacune de ces deux 
surfaces, 

a~i — b 1 

La capaci té de la sphère in té r ieure est donc ^ a ' 

Si la surface ex té r ieure de la sphère enveloppante est également 
sphér ique et de rayon c, et s'il n'y a point d'autres conducteurs dans 
le voisinage, la charge sur sa surface extér ieure est 

e 3 = B c ; 

donc la charge totale est sur la sphère in tér ieure 

ab , i г. 
e i = _ ( A - B ) 

et sur la sphère extér ieure 

« , ч - « . = 5 # 3 ( В - А ) ч - В с . 

Si l'on fait O — oo, on a le cas d'une sphère dans l'espace inf ini . La 
capacité é lec t r ique d'une pareille sphère est a, c 'est-à-dire qu'elle est 
numér iquemen t égale au rayon. 

La tension é lec t r ique sur l 'uni té de surface de la sphère in tér ieure 
est 

- _L Èi ( A — B '> 2 

P ~ 8rc « 2 (b -- a)* ' 

La résu l tan te de cette tension sur un hémisphère est iza-p = F ; elle 
est normale à la base de cet hémisphère , et, si elle est contrebalancée 
par une tension superficielle appl iquée le long du cercle qui limite 
l 'hémisphère , la tension sur l 'uni té de longueur é tant T, on a 

F = 2 TZ a T ; 
d 'où 
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Si une bulle de savon sphér ique est électrisée au potentiel A , son 
rayon étant a, sa charge sera A a, et la densité superficielle sera 

J_ A 
~ 4 7 1 a 

L'intensi té résul tante est /JTTŒ sur la surface, et zéro immédia tement 
en dehors de cette surface, à l ' in tér ieur de la bulle, en sorte que, 
d 'après le n° 79, la force électr ique agissant sur l 'uni té de surface 
est égale à 2 7ta 2 et dir igée vers le dehors : donc l 'électrisation d i m i 
nuera la pression de l 'air à l ' in tér ieur de la bulle de 2 т е и 2 ou 

_ l _ 
8тс à*' 

Mais on peut montrer que, si T 0 est la tension qui s'exerce dans la 
couche liquide le long d'une ligne ayant l 'uni té de longueur, la pres
sion qu ' i l est nécessaire d'exercer depuis l ' in tér ieur pour empêcher la 

2 T 
bulle de se resserrer est Donc la force é lect r ique sera juste suf

fisante pour maintenir la bulle en équi l ibre lorsque la pression de l 'air 

est la même au dedans et au dehors, si 
A 2 = і б 7 г а Т 0 . 

Deux surfaces cylindriques infinies ayant même axe. 

126. Soit a le rayon de la surface extér ieure d'un cylindre conduc
teur; soit b le rayon de la surface in té r ieure d'un cylindre creux, ayant 
même axe que le premier. Soient A et В leurs potentiels respectifs. 
Puisque, dans ce cas, le potentiel Y est une fonction de la distance /' 
à l'axe, l 'équation de Laplace devient 

<?»V I âV _ 
âr» + r dr ~ °' 

d'où , 

V = C i + C 2 l o g V . 

Puisque V — A pour /' -— a, et V = R pour r=zb, 

A log - - ь В l o g -
r a 

1 b 

log -
ь a 

Si a t et cr2 sont les densités superficielles sur les surfaces in tér ieure et 
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ex té r i eure , 
A — В , В — A 

« l o g - b\os — 

Si et e2 sont les charges sur les portions des deux cylindres qui sont 
(comprises entre deux sections transversales à l'axe, distantes l'une de 
l'autre d'une longueur /, 

i A - B . 
e\ = iTÎcil<Ti = j - l — — e 2. 

log -

La capaci té d'une longueur l du cylindre in tér ieur est donc 

I l 
~x b " log -

Si, au lieu d'air, l'espace compris entre les deux cylindres est occupé 
par un dié lect r ique de pouvoir inducteur spécifique K , la capacité du 
cylindre in té r ieur est 

1 , b log -
a 

L'énergie due à l 'électricité d is t r ibuée sur la partie du cylindre que 
nous avons considérée est 

I IK(X — В)? 

127. Soient A et В (fig. 5) deux conducteurs cylindriques creux, de 
longueur indéfinie, ayant pour axe commun l'axe des x, situés l'un du 

Fig. 5. 

I 
Г 

côté positif, l'autre du côté négatif de l 'origine, et séparés par un 
intervalle étroi t près de l 'origine des coordonnées. 

Soit С un cylindre creux, de longueur il, placé de façon que son 
point mil ieu soit à une distance x du côté positif de l 'origine, et s'en-
gageapt dans les deux cylindres creux. 
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Soient A le potentiel du cylindre creux positif, В celui du cylindre 
creux négatif, С celui du cylindre in t é r i eu r ; et soient a et ß les capa
cités de l 'uni té de longueur de С mis en présence de A ou de B . 

La densité superficielle en des points fixes des cylindres si tués soit 
près de l 'origine, soit à de petites distances des extrémités du cy
lindre in tér ieur , ne dépendra pas de la valeur de x, pourvu qu'une 
longueur considérable du cylindre in té r ieur pénètre dans chacun des 
cylindres creux. P rès des bouts des cylindres creux et près des ex t ré 
mités du cylindre in tér ieur , i l y aura des distributions que nous ne 
sommes pas encore en mesure de calculer; mais la distribution près 
de l 'origine ne sera pas changée par le mouvement du cylindre inté
rieur, tant qu'aucune des extrémités de ce cylindre n'amvera dans le 
voisinage de l 'origine. 

L'électrici té d i s t r ibuée sur les bouts du cylindre in té r ieur se dépla
cera avec l u i , en sorte que le seul effet du mouvement sera d'augmen
ter ou de diminuer la longueur des parties du cylindre in té r i eur sur 
lesquelles la distribution est la même que Sur un cylindre indéfini. 

Donc l 'énergie totale du système sera, en tant qu'elle dépend de x, 

Q = j a ( 7 - ; - . r ) ( C - A ) 2 - i - | ß ( / - ^ ) ( G — B ) 2 

- Ь des quantités indépendantes de x, 

et la force résul tante parallèle à l'axe du cylindre sera 

X = ^ - - = i * ( C - A ) » - ! ß ( C —B)« ; 

si les cylindres A et В ont les mêmes sections, 

a = ß et X = | a ( B - A ) [ G - l ( A + B)] . 

On voit donc qu ' i l existe une force constante agissant sur le cylindre 
in tér ieur et tendant à le tirer à l ' in tér ieur de celui des deux cylindres 
creux dont le potentiel diffère le plus du sien. 

Si G a une valeur numér ique considérable et que A + В soit com
parativement petit, la force est à peu près 

X = { a ( B — A ) G , 

de sorte que la différence des potentiels des deux cylindres pourra être 
mesurée, si l 'on peut mesurer X , et que la précision d'une mesure 
pourra ê t re accrue, en augmentante, le potentiel du cylindre in tér ieur . 

Ce principe, sous une forme modifiée, est utilisé dans l 'é lectromètre 
de Thomson, n* 219. 



2 2 2 I r e PARTIE , CHAP. V I I I . — CAS SIMPLES DE DISTRIBUTION. 

La m ê m e disposition de trois cylindres peut servir à mesurer la capa
ci té . On relie В et С : si le potentiel de A est nu l , si celui de В et G 
est V , la quan t i t é d 'é lectr ic i té sur A sera 

Si donc on déplace С vers la droite, jusqu ' à ce que x devienne x -b £, 
la capacité du cylindre G s'accroît d'une quan t i t é dé terminée 

où 

2 log -
° a 

a et b é tan t les rayons des surfaces cylindriques en regard. 
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CHAPITRE IX. 

SPHÉRIQUES HARMONIQUES ( • ) . 

128. La théorie ma théma t ique des sphér iques harmoniques a fait 
le sujet de plusieurs Tra i tés spéciaux. Le Handbuch der Kugelfunc-
tionen du D 1 ' E. Heine, qui est le travail le plus complet sur la mat iè re , 
a atteint maintenant (1878) sa deux ième édit ion en deux Volumes; le 
D 1 ' Neumann a publ ié ses Beiträge zur Theorie der Kugelf unctionen 
(Leipzig, Teubner, 1878). L'exposé de cette question, dans la Natural 
Philosophy de Thomson et Tait , a été bien amél ioré dans la seconde 
édit ion (1879). Enfin, le Traité élémentaire des fonctions de La-
place, de Lamé et de Bessel, par M . Todhunter , et le Traité élé
mentaire des sphériques harmoniques et des questions connexes, par 
M.Ferrers, me dispensent de m 'é tendre , dans un ouvrage d 'électr ici té , 
sur les développements ma théma t iques de cette question. 

J'ai conservé toutefois la dé te rmina t ion d'un harmonique sphér ique 
en fonction de ses pôles ( 2 ) . 

Des points singuliers où le potentiel devient infini. 

129 a. Si une charge A 0 d 'électr ici té est un i formément répar t i e sur 
la surface d'une sphère , dont le centre a pour coordonnées (a , b, c), 
le potentiel en un point quelconque (x, y, z), ex té r ieur à la sphère , 
est, d 'après le § 125, 

(1) . V = ^ , 

où 

( 2 ) r*=(x-a¥-+-(y-by--h(z-c)h 
Comme l'expression de V est indépendante du rayon de la sphère , 

cette expression reste la même , si nous supposons le rayon infiniment 
petit. Cette expression s ' in terpréterai t alors physiquement en disant 

( 1 ) [Les Chapitres IX et X traitant du calcul des fonctions qui permettent de 
résoudre analytiquement certains cas particuliers de distribution électrique 
peuvent être laissés de côté dans une première lecture de l'Ouvrage. ( C.)] 

(2) [Voir la Note à la fin du Chapitre. (P.)] 
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que la charge A 0 est r épandue sur la surface d'une sphère infiniment 
petite qui se confond sensiblement avec un point ma théma t ique . Or 
nous avons déjà mont ré ( § 5 5 , 81) qu ' i l y a une l imite de la densi té 
superficielle de l 'é lectr ici té : i l est donc physiquement impossible de 
placer une charge finie d 'électr ici té sur une sphère ayant moins d'un 
certain rayon. 

Toutefois, comme l'expression ( i ) représente une distr ibution pos
sible du potentiel dans l'espace qui environne une sphère électrisée, 
nous pourrons, dans des études ma théma t iques , la considérer comme 
'due à une charge A 0 concentrée en un point ma théma t ique (a, b, c ) , 
que nous appellerons point infini d'ordre zéro. 

I l y a d'autres sortes de points singuliers que nous allons définir; 
mais auparavant nous devons définir certaines expressions qui nous 
seront utiles lorsque nous aurons à considérer des directions dans 
l'espace, et.les points qui leur correspondent sur une sphère . 

129 b. On appelle axe une direction quelconque déterminée dans 
l'espace. Nous pouvons la supposer définie au moyen d'une marque 
faite sur la surface d'une sphère , au point où cette surface est ren
cont rée par un rayon mené paral lè lement à l'axe en partant du centre. 
Ce point est appelé le pôle de taxe; un axe n'a donc qu'un seul pôle, 
et non deux. 

Si [x est le cosinus de l'angle compris entre l'axe h et un vecteur 
quelconque /', et si 

p = \xr, 

p est la composante de r suivant la direction de li. 
On distingue les différents axes par des indices différents, et, m et n 

étant les indices qu i dés ignent deux axes, le cosinus de l'angle de ces 
axes est désigné par \ m n . 

La differentiation par rapport à un axe//, dont les cosinus directeurs 
sont L , M , N , se représen te par 

d r d „. d ^ d 
—rr = L -j h M -j- -+- N -.- • 
an dx- dy dz 

D'après ces définitions i l est évident que 

dr _ pm _ 
dhm r 

dp g _ j _ dp m 

dhm

 4 n n dhn 

d\J.,)i ІщР— l^ii 
~dhn r 
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Si maintenant nous supposons que le potentiel au point (я?, y, z). 
cl Ci à un point singulier d'ordre quelconque placé à l 'origine, soit 

A/(a-, y, *), • 

le potentiel en xyz, dû à un pareil point placé au bout de l'axe h, 
sera 

А/[(л7 — LA), (y — MA), ( 3 - N A ) ] , 

et si un point semblable à tous égards , sauf en ce que le signe A est 
renversé , est placé à l 'origine, le potentiel dû à ce couple de points 
sera 

V = A / [ ( * - L A ) , ( / - M A ) , ( s - N Ä ) ] - A / ( a ? , 7 , z) 

— — A A J^/O^Î У> z) _1~ des termes renfermant A 2 . 

Si maintenant nous faisons décroî t re h et augmenter A indéfini
ment, leur produit continuant de rester fini et égal à A ' , la valeur l i 
mite du potentiel pour ce couple de points sera 

W V = - A ' a ) . 

Si f(x, y, z) satisfait à l 'équat ion de Laplace, l 'équat ion é tant 
l inéaire , V , différence de deux fonctions dont chacune satisfait à 
l 'équat ion, devra y satisfaire aussi. 

129 c. Or le potentiel dû à un point infini d'ordre zéro 

(9) ' V „ = A 0 i . 

satisfait à l 'équation de Laplace : donc toute fonction, dédui te de 
celle-ci par un nombre quelconque de differentiations successives par 
rapport à divers axes, devra aussi satisfaire à cette équat ion . 

On peut former un point du premier ordre, en prenant deux points 
d'ordre zéro, ayant des charges égales et contraires — A 0 et A 0 , dont 
la p remière serait placée à l 'origine, et la seconde à l ' ex t rémité de 
l'axe Aj . Faisant alors indéfiniment décroî t re la valeur de ht et croî t re 
la valeur de A„ ,de telle façon que le produit A 0 A i reste toujours égal 
à A x , le résul ta t final de l 'opérat ion, au moment où les deux points 
coïncident, est un point du premier ordre, dont le moment est A t 

et l'axe /ц ; un point du premier ordre est donc un point double : son 
potentiel est 

( , . ) У 1 = - А , ^ У . = А,&. 

Tr. cl'Élect. et de Mag Р., I . i5 
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En plaçant à l 'origine un point du premier ordre dont le moment 
soit — A 4 , et à l ' ex t rémi té de l'axe /г2 un autre point du premier ordre 
dont le moment soit A j j puis, faisant diminuer Л 8 et augmenter A 0 de 
façon que 

( n ) А1Л2=-|А2, 

nous obtenons un point du second ordre dont le potentiel est 

( i 2 ) ѵ, = - І Л , ^ Ѵ , = А > І ^ 1 і і і = ^ 1 ! . 
2 ялг a И 

Nous pouvons dire qu'un point du second ordre est un point qua
druple, puisque nous l'obtenons en faisant s'approcher l 'un de l'autre 
quatre points d'ordre zéro. I l a deux axes hv et h2 et un moment A 2 : 
la direction de ces axes et la grandeur du moment définissent com
plè tement la nature du point. 

En différentiant par rapport à n axes successivement, nous obtenons 
le potentiel dû à un point d'ordre n. C'est le produit de trois facteurs, 
une constante, une certaine combinaison de cosinus et Pour 
des raisons qui deviendront évidentes à mesure que nous avancerons, 
i l est commode de donner à la constante une valeur numér ique telle 
que le coefficient du moment soit lorsque tous les axes coïn
cident avec le vecteur. Nous diviserons donc par /г, lorque nous clifFé-
rentierons par rapport à //„. 

De la sorte, nous obtenons une valeur numér ique dé terminée , pour 
un potentiel particulier, à laquelle nous réservons le nom d'harmo
nique solide de degré — ( и + і ) , à savoir 

( * \ y — ( V' 1 d d d i 
' ° 1 1 i . 2 . 3 . . .n dhi d/i-2 ' ' ' ~dhn r 

Si cette quan t i t é est mul t ip l iée par une constante, elle n'en reste 
pas moins le potentiel dû à un certain point d'ordre n. 

129 d. Le résu l ta t de l 'opérat ion ( i 3 ) est de la forme 

( i4) ,V = Y„ 

où Y w est une fonction des n cosinus [Л}, [*2, • • •, Pvi des angles compris 
entre /• et les /г axes, et des \ n (n — i ) cosinus X 1 2 des angles compris 
entre chaque couple d'axes. 

Si nous considérons les directions de /• et des n axes comme dé te r 
minés par des points pris sur une surface sphér ique , nous pouvons 
regarder Y„ comme une quan t i t é variant d'un point à l'autre de cette 
surface, et qui serait une fonction des \n(n -t- i ) distances comprises 
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entre les n pôles des axes et le pôle du vecteur. Nous appellerons 
donc Y,j l 'harmonique de surface d'ordre n. 

130 a. I l nous faut maintenant faire voir qu 'à tout harmonique de 
surface d'ordre n correspond non seulement un harmonique solide 
d'ordre — (n -+-1), mais encore un autre de degré n, en sorte que 

( i 5 ) na=Y№r»=;Yar*»+*, 

satisfait à l 'équat ion de Laplace. 
En effet, 

Or, puisque V r t.est une fonction homogène de я;, y, s, de degré n é 
gatif égal à ( /г-h i ) , 

(17) .r— [-y—. = - n + i V e 

' ' дх ду dz 

par suite, les deux premiers termes du second membre de l ' équa
tion (16) se dé t ru isent , et, puisque V„ satisfait à l 'équation de Laplace, 
le t rois ième terme est nul , de sorte que Н/г satisfait aussi à l 'équation 
de Laplace et, par suite, est un harmonique solide de degré n. 

C'est là un cas particulier du théorème plus général de l'inversion 
é lec t r ique , lequel affirme que, si F ( ) est une fonction de 
x -, y, z satisfaisant à l 'équation de Laplace, i l existe aussi une autre 
fonction 

a / a-x a'2y a 2 z \ 
/• \ r- r1 /•- / 

satisfaisant aussi à l 'équat ion de Laplace (voir au §162) . 

130 6. L'harmonique de surface Yn contient 2 n variables a rb i -
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traires, car i l est défini par la position de ses n pôles sur la sphère , 
chacun de ces pôles é tant lu i -même défini par deux coordonnées . 

Donc les harmoniques solides Un et V r t contiennent aussi ni va
riables arbitraires, et chacune de ces quant i tés mult ipl iées par une 
constante arbitraire satisfera encore à l 'équation de Laplace. 

Pour démon t r e r que A H r t est la fonction rationnelle homogène de 
degré n la plus générale qui satisfasse à l 'équation de Laplace, obser
vons que K , la fonction rationnelle et homogène de degré a la plus 
générale , contient \(n •+- i)(n H- i) termes. Mais V 2 К est une fonction 
homogène de degré (n — 2) et contient par suite \(n — 1)11 termes, 
et la condition V 2 K = о exige que chacun de ces termes s'annule. I l y 
a donc, entre les coefficients des \(n - ы ) ( л - І - 2) termes de la fonc
tion K { ( « — і ) , я conditions, ce qui laisse 2n + 1 constantes indépen
dantes dans la forme la plus générale de la fonction homogène de 
degré n qu i satisfait à l 'équat ion de Laplace. Or H„ , mult ipl ié par 
une constante arbitraire, satisfait à la condition en question et ren
ferme 2 Й + І constantes arbitraires. Cette fonction est donc de la 
forme la plus générale . 

131 a. Nous sommes maintenant en mesure de combiner une distri
bution de potentiel, telle que ni le potentiel lu i -même ni ses dérivées 
p remières ne deviennent infinis en aucun point. 

La fonction V r t = Y „ / , _ ( " + 1 ) satisfait à la condition de s'annuler à 
l ' in f in i , mais devient infinie à l 'origine. 

La fonction Wll — Yllrn est finie et continue à distance finie de l ' o r i 
gine, mais ne s'annule pas à une distance infinie. 

Mais, si nous prenons anYllr~'-"+V) pour potentiel de tous les points 
ex té r ieurs à une sphère de rayon a, ayant pour centre l 'origine, et 
a~(n+^Y nr11 pour potentiel de tous les points intér ieurs à la sphère ; 
et si, sur la sphère même, nous supposons l 'électricité dis t r ibuée avec 
une densi té superficielle a, telle que 

(18) 4тота2 = ( а л i ) Y w , 

toutes les conditions seront satisfaites par le potentiel dû à une charge 
ainsi répar t ie en forme de couche. 

En effet, partout le potentiel est fini et continu ; i l s'annule à l ' infini ; 
ses dérivées premières sont finies et continues, sauf sur la surface 
chargée , où elles satisfont à l 'équation 
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enfin, l 'équat ion de Laplace est satisfaite en tous les points in tér ieurs 
ou extér ieurs à la sphère . 

C'est donc là une distr ibution du potentiel qui satisfait aux conditions, 
et, d 'après le § 100 a, c'est la seule distr ibution qui leur satisfasse. 

131 b. Le potentiel dû à une sphère de rayon a dont la densi té su
perficielle est donnée par l 'équat ion 

( 2 0 ) /іъа-ъ = (2/1 4- i )Y„ 

est, pour tous les points ex tér ieurs à la sphère, identique à celui qu i 
est dû au point singulier d'ordre n correspondant. 

Supposons maintenant un système électr ique que nous appellerons E, 
extér ieur à la sphère, soit W le potentiel dû à ce système, et cherchons 
la valeur de S ( ¥ e ) pour le point singulier. C'est la partie de l 'énergie 
é lectr ique qui dépend de l'action du système extér ieur sur le point 
singulier. 

Si A 0 est la charge d'un seul point d'ordre zéro, l 'énergie potentielle 
en question est 

( 2 1 ) \Ѵ 0 = АЛѴ 

S'il y a deux pareils points, l 'un négatif à l 'origine, l'autre positif, 
de même valeur numér ique à l 'extrémité de l'axe hu l 'énergie poten
tielle sera 

- A . V + A . ^ + A, щ + - * i -щ +•••}, 

et si A 0 augmente et si Л, diminue indéf in iment , de façon que 
А0Л1 = А1, la valeur de l 'énergie potentielle, pour un point du premier 
ordre, sera 

De même, pour un point d'ordre n, l 'énergie potentielle sera 

I dnW 

131 c. Si nous supposons le système extér ieur formé de parties dont 
chacune est désignée par dE, et le point singulier formé de parties 
dont chacune est désignée par de, alors 

( a i ) W=ï(-dE 

(') Pour ce qui suit, nous trouverons plus commode de désigner par ni le pro
duit des n nombres entiers positifs 1.2.З ... n. 
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Mais, si Y,, est le potentiel dû au point singulier, 

(25) - V„ = S ^ , rfej, 

et l 'énergie potentielle due à l'action tie E sur e est 

(26) W = S(4P de) = S E / L d\i de) = £ V„ d\i, 

la dern ière expression é tant celle de l 'énergie potentielle due à l'action 
de e sur E. 

De même , si a ds est un élément d 'électr ici té de la couche, le poten
t ie l de la couche sur le système extér ieur E est \ n , et l'on a 

(27) W = S (V,, rfE) = S S d\l<ids^ = SV<x ds, 

le dernier ternie renfermant une sommation qui doit s 'étendre à toute 
la surface de la sphère . En l 'égalant à la première expression de W , 
nous avons 

<*> ./'./"' = v *>-srл - жВж;, • 
Si nous nous souvenons que 

4izaa- = ( :>.n ~- 1 ) Y„, 

et que A„ ~ a", cette relation devient 

En vertu de cette équat ion , l 'opération qui consiste à prendre l ' inté
grale de surface de WY „ds pour chacun des éléments de la surface de 
la sphère de rayon a se rédui t à différentier W par rapport aux n axes 
de l 'harmonique, et à prendre la valeur de ce coefficient différentiel 
pour le centre de la sphère , pourvu, toutefois, que W satisfasse à l 'é
quation de Laplace pour tous les points in tér ieurs à la sphère, et que 
Yn soit un harmonique de surface d'ordre n: 

132. Supposons maintenant que W soit un harmonique solide de 
degré m positif, de la forme 

(3o) TF = a- '»Y,„r '«, 

sur la surface sphér ique , /* = a et W = Ym, en sorte que l 'équation (29) 
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devient, dans ce cas, 

< 3 . ) / Y Y . Y . * - V^V, i : ( Y m r : : ) ' 
v 7 J J я ! ( 2 n - f - 1 ) « A i . . . « Л л 

la valeur du coefficient différentiel é tant prise pour le centre de la 
sphère . 

Si n est plus petit que m, le résul ta t de la differentiation est une fonc
tion homogène de oc, y, z, du degré m — n, dont la valeur au centre 
de la sphère est zéro. Si n est égal à m, le résul ta t de la differentia
t ion est une constante, dont nous dé te rminerons la valeur au § 134 b. 
Si la differentiation est poussée plus lo in , le résu l ta t est zé ro ; donc 

l ' intégrale de surfacej* JY mYn ds s'annule toutes les fois que m et n 
sont différents. 

Tous les in termédia i res par lesquels nous sommes arr ivés à ce r é 
sultat sont purement m a t h é m a t i q u e s ; nous avons bien employé des 
termes ayant une signification physique, tels que énergie électrique; 
mais chacun de ces termes visait non pas un phénomène physique à 
é tudier , mais une expression ma thémat ique dé te rminée . Un m a t h é 
maticien a le droit de se servir de ces fonctions aussi bien que de 
toutes autres qu ' i l peut trouver utiles; et le physicien, qui doit suivre 
un calcul ma théma t ique , le comprendra d'autant mieux que tous les 
in termédiai res de ce calcul seront susceptibles d'une in te rpré ta t ion 
physique. 

133. Nous allons maintenant dé te rminer la forme de l'harmonique 
de surface Y w , en fonction de la position d'un point P de la sphère , 
par rapport aux n pôles de l'harmonique. 

Nous avons 

^ ( Yi = I , Y 0 — [j-i, Y 2 = ! p . 1 [ j . 2 — - р ч 2 , 

f Y 3 — f |Лі (J-, ]Л3 — | ( |Xj X 2 3 -1- (J.2 Х31 + |X3 X 1 2 ). 

Chaque terme de Y„ est donc formé de produits de cosinus, les uns 
de la forme JJ-, à un seul indice, se rapportant aux angles compris ent ire 

le point P et les pôles et les autres de la forme X, à deux indices, 
é tant les cosinus des angles compris entre les pôles. 

Puisque chaque axe est in t rodui t par une des n differentiations, 
l 'indice de chaque axe doit se présenter une fois, et une seule, parmi 
les indices des cosinus de chaque terme. 

Si donc dans un terme i l y a s cosinus à deux indices, i l y aura 
dans ce terme n — 2s cosinus à un seul indice. 
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Écr ivons , sous la forme abrégée 

la somme de tous les produits dans lesquels i l y a s cosinus à double 
indice. 

Dans chacun de ces produits apparaî t chacun des indices, et aucun 
d'eux n'est r épé té . 

Si nous voulons exprimer qu'un indice dé te rminé m ne para î t que 
dans les \x ou que dans les X, nous le mettons en indice au [x ou au X. 
Ainsi l ' équat ion 

(33) S(|A»-»'X») = S( |A»-»*X*) + S ( | A » + " X * , ) 

exprime que tout l'ensemble des produits peut être par tagé en deux 
groupes : dans l 'un, l 'indice m para î t parmi les cosinus qui définis
sent le point variable P, et dans l'autre, parmi les cosinus des angles 
compris entre les pôles. 

Supposons maintenant que, pour une valeur par t icul ière de n, 

( 3 4 ) Y„ = A , „ 0 2 ( r ) -b A / n l S ( | A » - * X i ) - i - . . . -h A „ „ Z ( |л»-»« V) . . . , 

les A é tant les coefficients numér iques . Nous pouvons écrire cette 
série sous la forme abrégée 

(35) Y„ = S [ A „ , , Z ( n « - » * X ' ) l , 

où S indique une sommation dans laquelle sont comprises toutes les 
valeurs de s de zéro à ±n, ces deux valeurs comprises. 

Pour obtenir l'harmonique solide de degré négatif ( л + i ) et d'ordre n 
qui l u i correspond, nous multiplions par r ~ ( " + 1 ) , et nous avons 

(36) Ѵ л = S [ А И ) , г « - * « - і 2 X*)], 

en posant r]x — p, comme dans l 'équation (3) . 
Si nous différentions V„, par rapport à un nouvel axe hm, nous avons 

— (n + i ) V w + I et, par suite, 

( n -b I ) V „ + 1 - S [A ( 1 n 4- I - 2 s ) r * * - « « - 8 S ( />»-"+ 1 X* ) 

- A «. /r»*-*»" 1 2 (pn-*s-i Xj+i )]. 

Pour obtenir les termes renfermant s cosinus à double indice, nous 
n'avons qu 'à diminuer s d'une uni té dans le dernier terme, et nous 
trouvons 

( и + і ) Ѵ , ж = S j r » « - » ' - » [ A H , , ( 2 i i — 2 * + i ) S ( / > J ï r M + 1 * * ) 

- A B , H S ^ l f „ ) ] ! ' 
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Or les deux groupes de produits ne se distinguent l 'un de l'autre 
qu'en ce que les indices m ne se rencontrent que parmi les p dans un 
groupe, et parmi les X dans l'autre. Leurs coefficients doivent donc 
ê t re les m ê m e s ; et puisque nous devons arriver au même résu l ta t en 
mettant n -+-i au lieu de n dans l'expression de V„, et en mult ipl iant 
par n -+-1, nous obtenons l 'équation suivante : 

( З9) (« + і ) Л и + м =.( % n — 2s H- 1 ) A„,„, = — A„ ) 4 - . 1. 

Si nous faisons s = o, nous avons 

(4o) (д + і ) А „ + 1 = ( 2 и - ы ) А „ ; 

et, puisque A 1 ) 0 = 1, 

(40 A / f,o = 
2 « ! 

а»(я!)« 

De là nous tirons l'expression générale du coefficient 

(111 — 2 s ) ! 
(4*) A I M = (—1)* a'*-* n ! ( n — s ) ! ' 

et, finalement, l'expression t r igonométr ique de l'harmonique de sur
face 

( 43 ) Y„ = S Г( - i У _(*п-'л*У- 2 ( „ « - 2 , x* ) I . 

Cette expression donne la valeur de l'harmonique de surface en un 
point P de la surface sphér ique , en fonction des cosinus des distances 
de P aux différents pôles et des distances des pôles entre eux. 

I l est aisé de voir que si l 'un des pôles est t ranspor té au point d iamé
tralement opposé sur la surface sphér ique , la valeur de l'harmonique 
change de signe; car tout cosinus où para î t l 'indice de ce pôle change 
de signe, et, dans chaque terme de l'harmonique, l 'indice du pôle pa
raît une fois, et une seule. 

Par suite, si deux ou un nombre pair quelconque de pôles sont 
t ransportés chacun au point d iamét ra lement opposé, la valeur de l'har
monique ne change pas. 

Le professeur Sylvester a d'ailleurs démont ré (Phil. Mag., oct. 
1876) que, é tant donné un harmonique, le problème qui consiste à 
trouver les n lignes coïncidant avec ses axes, a une et une seule so
lut ion, quoique l'on puisse (ainsi que nous venons de le voi r ) i n 
verser par groupe de deux les directions que l'on considère comme 
positives sur les différents axes. 
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134. Nous sommes maintenant en mesure de dé te rminer la valeur 

de l ' in tégrale de surface J JYWYn ds, pour deux harmoniques de sur

face de m ê m e ordre, les directions des axes de ces harmoniques é tant 

en général différentes. 
A. cet effet, formons l'harmonique solide Y,„/•'* et différen lions-le 

par rapport à chacun des n axes de Y„. 
Tous les termes de Ymr'1, qui sont de la forme /•'"(X"1_2ÄXä, peuvent 

s 'écrire 
' Pin "mm' 

Différentiant ces termes n fois par rapport à chacun des n axes de 
Y„ successivement, nous trouvons qu'en différentiant r-s, par rap
port à s d'entre ces axes, nous introduisons s des facteurs pn, ainsi 
que le facteur numér ique 

2 S ( 2 S — %)...:>. ou si. 

Si l'on continue de différentier, par rapport aux s axes suivants, 
les p,,, se transforment en \ n n sans introduction d'aucun facteur numé
rique ; et si l 'on continue de différentier, par rapport aux n — 2S axes 
restants, l e s p m se transforment en \ m n , en sorte que le résul tat est 

•* * • "mi "mm "та 

Nous avons donc, par l 'équat ion ( 3 i ) , 

D'où nous tirons, en effectuant les differentiations et en nous sou
venant que m — n, 

135 a. L'expression ( 46), qu i donne l ' intégrale de surface du produit 
de deux harmoniques de surface, prend une forme remarquable si l'on 
suppose que tous les axes de l 'un des harmoniques Y w coïncident les 
uns avec les autres, en sorte que Ym devienne ce que nous appellerons 
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plus tai'd un harmonique zonal d'ordre m, désigné par le sym
bole P m . 

Dans ce cas, tous les cosinus de la forme "кІІШ peuvent s 'écrire (/.„, 
|x / t dés ignant le cosinus de l'angle compris entre l'axe unique de P,„ 
et l 'un quelconque des axes de Y„. Les cosinus de la forme "k„tm devien
dront tous égaux à l 'uni té , de sorte qu 'à la place de nous de
vons mettre le nombre des combinaisons de s symboles, pourvus cha
cun de deux indices différents de n, aucun des indices ne pouvant ê t re 
r épé té ; d'ofi 

—1 / v /n m 
•x"sl{n — .v) ! 

Le nombre des permutations des n — 2s indices qui restent sur ceux, 
des m axes de P„, est (n — 25)! ; d'où 

• S ( X « 7 ^ ) = = ( « - 2 . « ) ! ! A ' ' - b - . 

L'équat ion (L\6) devient donc, lorsque lous les axes de Y m coïncident , 

ou, d 'après l 'équation (43), 

(i>0) = — \n(m) 

•2 II H- I ' 
Y«(/«) représentant la valeur de Y„ au pôle de Pm. 

On peut arriver au même résul ta t par la méthode suivante qui est 
plus rapide. 

Prenons un système de coordonnées rectangulaires tel que l'axe 
des z coïncide avec l'axe de P ,„ ; et développons Ynrn en fonction ho
mogène de degré n des x, y, z. 

A u pôle de P,„, x — y — o, et z — r, de sorte que, si Gzn est le 
terme qui ne contient ni y ni x, G est la valeur de' Y„ au pôle de Pm. 

Dans ce cas, l 'équat ion ( 3 i ) devient 

Si m est égal à n, le résul ta t de la differentiation est л ! С pour С s" et 
zéro pour tous les autres termes; donc 

С étant la valeur de Y„ au pôle de Pm. 
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135 b. Ce résul ta t est très important dansia théor ie des sphér iques 
harmoniques; car i l nous montre comment on peut former une série 
de sphér iques harmoniques qui représente une quant i té ayant une 
certaine valeur arbitrairement fixée, mais finie et continue en tous 
les points d'une surface sphér ique . 

En effet, soient F la valeur de la quant i té et ds l 'é lément de surface 
en un point Q de la surface sphé r ique ; si nous multiplions F ds par 
Pn, l 'harmonique zonal, dont le pôle est le point P de la même surface, 
et si nous prenons l ' intégrale de ce produit pour toute la surface, le r é 
sultat, ne dépendan t que de la position du point P, pourra ê t re consi
déré comme une fonction de la position de ce point. 

Mais, en P, la valeur de l'harmonique zonal dont le pôle est Q est 
égale à la valeur enQ de l'harmonique zonal du même ordre ayant son 
pôle en P. Nous pouvons donc admettre que, pour chaque élément ds 
de la surface, on ait formé un harmonique zonal ayant son pôle en Q, 
et ayant un coefficient F ds. 

Nous aurons ainsi un système d'harmoniques zonaux superposés 
les uns aux autres, et a} ranl leurs pôles en chacun des points de la 
sphère où F a une valeur. Et, puisque chacun d'eux est un multiple 
d'un harmonique de surface d'ordre n, leur somme sera un multiple 
d'un harmonique de surface, qui n'est pas forcément zonal, d'ordre n. 

L' intégrale de surface JJFPnds, considérée comme fonction du 

point P, estdonc un multiple d'un harmonique de surface Y„; par suite, 

est préc isément l 'harmonique de surface d'ordre n qui fait partie d e l à 
série d'harmoniques qui exprime F, si F peut ê t re expr imé de cette façon. 

Car, si F peut être expr imé sous la forme 

F = A о Y 0 + A, Y H - . . . + Л «Y „ + - . . . , 

en le mul t ip l iant par P ds et en prenant l ' intégrale de surface pour 
toute la sphère , tous les termes qui renferment des produits d'harmo
niques d'ordres différents s'annulent, et. i l reste 

Donc la seule forme sous laquelle le développement de F en har
moniques sphér iques soit possible est 
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Harmoniques conjugués. 

136. Nous avons vu que l ' in tégrale de surface du produit de deux 
harmoniques sphér iques d'ordres différents est toujours nulle. Mais, 
lors même que les deux harmoniques sont de même ordre, l ' in tégrale 
de surface de leur produit peut ê t re nulle. On di t alors que les deux 
harmoniques sont conjugués. La condition pour que deux harmoni
ques de même ordre soient conjugués s'exprime au moyen de l ' équa 
tion (46), en égalant ses deux membres à zéro. 

Si l 'un des harmoniques est zonal, la condition pour que l'autre 
harmonique l u i soit conjugué est qu ' i l ait une valeur nulle au pôle 
de l 'harmonique zonal. 

Si nous commençons par nous donner un harmonique d'ordre n, 
i l faudra, pour qu'un deuxième harmonique l u i soit conjugué, que ses 
in variables satisfassent à une condition. 

Si un troisième harmonique doit être conjugué des deux premiers, 
les 2 n variables doivent satisfaire à deux conditions. Si nous conti
nuons de former des harmoniques dont chacun soit conjugué de tous 
ceux qui le précèdent , le nombre des conditions à satisfaire par cha
cun d'eux sera égal au nombre des harmoniques déjà existants ; de 
sorte que le ( з л + i ) i b m c harmonique devra satisfaire à 2 n conditions 
au moyen de i n variables, et par suite i l sera complè tement dé te r 
miné . 

Tout multiple A Y r t d'un harmonique de surface d'ordre n peut 
s'exprimer sous forme d'une somme de multiples d'une série quel
conque de (з /г + і) harmoniques conjugués du même ordre. En effet, 
les coefficients des ( 2 / І + 1 ) harmoniques conjugués forment une 
série de quant i tés dont on peut disposer, et dont le nombre est égal à 
celui des in variables de Y n et du coefficient A . 

Pour trouver le coefficient d'un quelconque de ces harmoniques 
conjugués, par exemple, supposons que 

A Y „ = AoY/7 -H . . . -f- AffY^-v- . . . . 

Multiplions par' Y%ds et prenons l ' intégrale de surface pour toute 
l 'é tendue de la sphère . Tous les termes qui renferment les produits 
d'harmoniques conjugués s'annulent, laissant 

(5a) xJJ,YuYlds = XltJJ(Y%y-ds) 

i 
équat ion qui dé te rmine A f f . 

Donc, si nous supposons donnée une série de in 1 harmoniques 
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conjugués , tout autre harmonique d'ordre n pourra s'exprimer en 
fonction de ceux- là , et cela d'une seule manière . Donc aucun autre 
harmonique ne pourra ê t re conjugué de tous ceux-là à la fois. 

137. Nous avons vu que, si l 'on donne un système complet de 2 n + 1 
harmoniques d'ordre n, tous conjugués les uns des autres, tout 
autre harmonique de m ê m e ordre peut ê t re expr imé en fonction 
de ceux-ci. Dans un pareil système de (2// + 1) harmoniques, i l y 
a 2 n ( 2 f t + i ) variables liées entre ellespar л ( 2 н + і) équat ions : 
on peut donc considérer comme arbitraires я ( 2 / г + і) d'entre les 
variables. 

Nous pourrions, ainsi que l'ont proposé Thomson et Tait , choisir 
un système d'harmoniques conjugués dans lequel les n pôles seraient 
d i s t r ibués de façon que / d'entre eux se confondent avec le pôle de 
l'axe des к avec le pôle de l'axe des y , et l(—n—j — k) avec 
le pôle de l'axe des z. Etant données les (n - t - i ) distributions pour 
lesquelles / = 0 et les n distributions pour lesquelles / = 1, tous 
les autres harmoniques peuvent ê t re expr imés en fonction de 
ceux-ci. 

Le système qui a été adopté jusqu ' à présent par tous les m a t h é m a 
ticiens, y compris Thomson et Tait , consiste à réun i r (n — a) pôles 
en un point que l 'on appelle pôle positif de la sphère , et les <r pôles 
restants à intervalles égaux le long de l ' équateur si leur nombre est 
impair , et sur la moit ié de l ' équa teur si leur nombre est pair. 

Dans ce cas, (л,, JA 2 , . . . , sont tous égaux à cosO; nous les re
présenterons par \x. Si de plus nous représentons sinO parv, ixn_a+i, 
[л№_,л-2, . . . , \хР sont de la forme v cos(<ï> — ß) , ß é tant l 'azimut d'un 
des pôles équa to r i aux . 

De même , la valeur de lpf} est égale à l 'uni té si p et q sont tous 
deux plus petits que n — <J, égale à zéro si l 'un des deux indices 
p ou q est plus grand que n — <r, et l'autre plus peti t ; enfin égale à 

cos — si tous deux sont plus grands, r é tan t un nombre entier plus 

petit que <r. 

138. Si tous les pôles coïncident avec le pôle de la sphère , <s = o, 
et l 'harmonique est appelé harmonique zonal. Comme l'harmonique 
zonal a une grande importance, nous réserverons pour l u i la nota
tion P „ . 

Nous pouvons tirer sa valeur, soit de l'expression t r igonomé-
tr ique (43) , soit plus directement par differentiation de la manière 
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où i l faut donner à p toutes les valeurs ent ières comprises entre zéro 
et le plus grand entier qui ne dépasse pas-^/г. 

Quelquefois i l est commode d'exprimer Pn sous la forme de fonc
tion homogène de cos 0 et de sin0, ou, suivant notre notation, de \x et 
de V , 

On démont re dans les ouvrages ma théma t iques qui traitent de ce 
sujet que P„. ({*•) est le coefficient de h'1 dans le développement de 

( r _ а р / г - н A»)"*. 
L ' intégrale de surface du carré de l'harmonique zonal, ou 

139. Lorsque l'on considère un harmonique zonal simplement 
comme une fonction de ;x, sans référence expresse à aucune sphère 
par t icu l iè re , on peut l'appeler un polynôme de Legendre. 

Si nous considérons l'harmonique zonal comme existant sur une 
surface sphér ique , dont les points sont dé terminés par les coordonnées 
0 et cp, et si nous supposons que le pôle de l 'harmonique zonal soit au 
point (Ѳ', <p'), la valeur de l'harmonique zonal au point (Ѳ , cp) est une 
fonction des quatre angles О', со', 0 et cp, et, comme c'est une fonction 
de |x, cosinus de l'arc qui j o in t les points (Ѳ , cp) et (Ѳ ' , cp'), elle ne 
sera pas altérée si l 'on échange les plans de 0 et 6', et de cp et cp'. L'har-
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monique zonal ainsi expr imé a été appelé coefficient de Laplace. 
Thomson et Tai t l'appellent ^harmonique biaxe. 

Toute fonction homogène de x, y, z qu i satisfait à l 'équation de 
Laplace peut ê t re appelée un harmonique solide; et l 'on peut appeler 
harmonique de surface la valeur que prend un harmonique solide à la 
surface d'une sphère dont le centre est à l 'origine. Dans cet Ouvrage, 
nous avons défini l 'harmonique de surface au moyen de ses n pôles, 
de sorte qu ' i l n'a que 2 n variables. L'harmonique de surface plus gé
néral qui a 2 / i + 1 variables n'est autre que 1 harmonique de surface 
plus part iculier mul t ip l ié par une constante arbitraire. Quand i l est 
expr imé en fonction de Ѳ et de l 'harmonique de surface le plus gé
néra l est appelé fonction de Laplace. 

140 a. Pour obtenir les autres harmoniques du système symétr ique, 
nous devons différentiel' par rapport à <r axes situés dans le plan des 

xy, et inclinés les uns sur les autres d'angles égaux à C'est ce que 

l'on fait t rès a isément , en employant le système de coordonnées ima
ginaires donné par Thomson et Tait , Natural Philosophy, Vo l . I , 
p. 148 (ou p. i85 de la deuxième éd i t ion) . 

Si nous posons 

(57) X = x+iy, r^ — x — iy, 

en dés ignant par i l ' imaginaire y/— i , l 'opérat ion qui consiste à difïé-
rentier par rapport aux. <r axes peut s 'écrire 

/ d* \ 

<58> ih-a^r^' 
si un des axes coïncide avec l'axe des y, et 

si l'axe des y est bissecteur de l'angle compris entre deux des axes. 
Nous trouverons commode de représen te r ces opérat ions par les 

symboles abrégés d 'opérat ions D(<JKs et D ^ c . Mais ce sont en fait 
des opérat ions réelles que l'on peut représenter de la manière sui
vante, sans recourir à l 'emploi svmbolique des imaginaires, 
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Nous poserons aussi 

De la sorte D ( , f Ä et D(£>c représen ten t les opérat ions de la differen
tiation par rapport à n axes, dont (n — <J) coïncident avec l'axe des z, 

et dont les a restants font les uns avec les autres des angles égaux à — 

dans le plan des œy\ le symbole D^f's, servant quand l'axe des y co ïn
cide avec l 'un des axes, et le symbole D(,^>c, quand l'axe des y est 
bissecteur de l'angle compris entre deux des axes. 

Les deux harmoniques de surface tesséx^aux d'ordre n et de type <s 
peuvent alors s 'écrire 

Nous n'avons plus maintenant qu 'à différentier par rapport à z, ce 
que nous pouvons faire de façon à obtenir le résul ta t , soit comme 
fonction de r et de z, soit comme fonction homogène de z et de p d i 
visée par une puissance de r, 
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OU 

Ces deux fonctions ne diffèrent donc que par un facteur constant. 
Nous pouvons maintenant écr i re les expressions des deux harmo

niques tesséraux d'ordre n et de type а en fonction de Ѳ ou de 2r, 

I l faut nous souvenir que si а = о, sin <ТФ = о et cos стер — i . 
Pour toutes les.valeurs de <r comprises de 1 à n inclusivement, i l y a 

un couple d'harmoniques ; mais, lorsque ff — o, Y{^s = o et Y'f> с = 2 Р Л , 
l 'harmonique zonal. Le nombre total des harmoniques d'ordre n est 
donc г/г -t- i , ainsi que cela doit ê t re . 

lk-Ob. La valeur numér ique de Y , que l'on a adoptée dans cet Ou
vrage, est celle que nous obtenons en différentiant r - 1 par rapport 
aux n axes, et divisant le résul ta t par ni. C'est le produit de quatre 
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facteurs, le sinus ou le cosinus de стер, v f f, une fonction de JA (ou de JA 
et de v) , enfin un coefficient n u m é r i q u e . 

Le produit du second et du t ro is ième facteur, c 'est-à-dire la partie 
qu i dépend de 6, a été expr imée en fonction de trois symboles diffé
rents, qui ne se distinguent l 'un de l'autre que par leurs facteurs n u m é 
riques. Lorsqu' i l est expr imé sous la forme du produit de par une 
série de puissances décroissantes de jx commençan t à \ка~(І, c'est la 
fonction que nous désignerons avec Thomson et Tai t par Ѳ. 

La fonction que Heine (Handbuch der Kugelfunetionem, § Ш) d é 
signe par et appelle eine zugeordnete Function erster Art, ou, 
suivant la traduction de Todhunter, une fonction associée de pre
mière espèce, est liée à 0<f> par l 'équat ion 

T 
n) ( 7 5 ) Ѳ<?> = ( - ! ) * Ptf 

La série des puissances décroissantes de JA commençan t à JA*-.?; est 
désignée par Heine au moyen du symbole p^" , et par Todhunter au 
moyen du symbole TTT(«,<J). 

Cette sérié peut aussi s'exprimer sous deux autres formes 

*•'=-<».»> - T ï ï f r ^ o v - 0 ' . 

~ ( а л ) ! djJ* n' 

C'est cette dern ière forme, sous laquelle on obtient la série quand 
on différentie l'harmonique zonal par rapport à JA, qu i pa ra î t avoir 
donné l ' idée du symbole adopté par Ferrers, et défini par l u i de la 
manière suivante : 

t-,~\ T , a ) — v' • — P„ — j a / t ) ! ЫѴ) 
1 1 1 ) 11 - dy« " ~ *« ( n — <0 ! л ! я ' 

Lorsqu'on met cette même quant i té sous forme de fonction homo
gène de [x et de v, et qu'on la divise par le coefficient-,de | A № - f f v f f , on a 
ce que nous avons déjà désigné par . 

iW c. Les harmoniques du système symét r ique ont été classés 
par Thomson et Tai t , d 'après la forme des courbes sphér iques suivant 
lesquelles ils s'annulent. , 

La valeur de l 'harmonique zonal en un point quelconque de la sphère 
est une fonction du cosinus-de- là ' 'd is tance polaire; en égalant cette 
fonction à zéro, on obtient (une équat ion de degré n, dont toutes les 
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racines sont comprises entre - f - 1 et — i , et correspondent par suite à 
n paral lèles en latitude sur la sphère . 

Les zones comprises entre ces parallèles sont alternativement posi
tives et négat ives , et le cercle qui entoure le pôle est toujours positif. 

L'harmonique zonal peut donc servir à exprimer une fonction qu i 
s'annule suivant certaines parallèles en latitude de la sphère , ou sui
vant certaines surfaces coniques dans l'espace. 

Les autres harmoniques du système symétr ique se présen ten t par 
groupes de deux, l 'un renfermant le cosinus et l'autre le sinus de crcp. 

Ils s'annulent donc suivant <r cercles mér id iens , et suivant n — <r pa
rallèles de la sphère , de sorte que la surface de la sphère est divisée 
en a'd(/i — <J — i ) quadr i la tè res ou tessères, et quarante-six triangles 
aux pôles . Ils sont donc utiles dans les recherches relatives à des qua
dr i la tè res ou tessères découpés sur la sphère par des méridiens et des 
paral lè les . 

On les appelle harmoniques tesséraux, sauf ceux du dernier groupe, 
lesquels ne s'annulent que sur n cercles mér id iens , découpant la sur
face sphér ique en n secteurs. On les appelle, par suite, harmoniques 
sector iaux. 

141. 11 nous faut maintenant trouver l ' intégrale de surface du carré 
d'un harmonique tesséral quelconque pour toute l 'é tendue de la surface 
de la sphère . Nous pouvons y arriver par la mé thode du n° 134. Nous 
transformons l 'harmonique de surface Y ' f en un harmonique solide 
de degré positif, en mul t ip l iant par ; , r e , nous différentions cet harmo
nique solide, par rapport aux n axes de l'harmonique lu i -même, nous 
faisons alors x—y — z = o, et nous multiplions le résul ta t par 

л ! ( 2 Д + і ) 

Dans notre notation, ces opérat ions sont représentées par la for
mule 

(7*) / / ^ ' ^ І Л ^ Г ^ ^ -

Si l 'on met l'harmonique solide sous forme de fonction homogène 
de s, \ et Y), soit 
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on trouve que, les differentiations par rapport à z é tant effectuées, tous 
les termes de la série disparaissent sauf le premier, et que le facteur 
( n — <r)! est in t rodui t . 

En continuant de différentier par rapport à ij et t\, nous nous débar
rassons aussi de ces variables et nous introduisons le facteur ai, de 
sorte que le résul ta t final est 

Nous désignerons le second membre de cette équat ion par le symbole 
abrégé [n, a]. 

Cette expression est exacte pour toutes les valeurs de <r de i à n i n 
clusivement, mais i l n'y a pas d'harmonique en sin<r<p pour <r = o. 

On peut faire voir de la même manière que 

pour toutes les valeurs de <J de 1 à n inclusivement. 
Lorsque <rr=o, l'harmonique devient l 'harmonique zonal, et 

( « . ) = 

résul ta t que l'on pouvait tirer directement de l 'équat ion (5o) en y fai
sant Yn = P,„, et en se souvenant que la valeur de l'harmonique zonal 
à son pôle est égale à l 'uni té . 

142 a. Nous pouvons maintenant appliquer la mé thode du § 136 à 
la dé te rmina t ion du coefficient d'un harmonique tesséral donné quel
conque dans le développement d'une fonction quelconque de la posi
tion d'un point sur une sphère . Soit, en effet, F la fonction, et soit 
le coefficient de Yffs dans lé développement de cette fonction en série 
d'harmoniques de surface du système symétr ique : 

(83) JJFY<?> ds = MVf f № s ) * d s = с), 

où [/г, <т] est une abréviat ion pour la valeur de l ' intégrale de surface 
donnée par l 'équat ion (80). 

142 b. Soit W une fonction quelconque satisfaisant à l 'équation de 
Laplace et ne présen tan t point de valeurs singulières dans un rayon a 
autour d'un point О que nous pouvons prendre pour origine des coor
données. I l est toujours possible de développer une telle fonction en une 
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s é n é d'harmoniques solides de degré positif ayant leur origine au poin 10> 
Une façon de faire ce développement consiste à décr i re autour,du 

point O, comme centre, une sphère de rayon inférieur à a, et de d é 
velopper la valeur du potentiel à la surface de cette sphère en une 
série d'harmoniques de surface. Multiplions chacun de ces harmo
niques par une puissance de ^ égale à l 'ordre de l'harmonique de 

surface, nous obtenons les harmoniques solides dont la fonction donnée 
est la somme. 

Mais une mé thode plus simple et qu i n' implique pas d ' in tégrat ion 
consiste à différentier par rapport aux axes des harmoniques du sys
tème symét r ique . 

Supposons, par exemple, que, dans l'expression de W, i l y ait un 
terme de la forme A,7> сY^cr". 

Si nous effectuons sur W et sur son développement l 'opération 

et si nous faisons ensuite x, y et z égaux à zéro après la differen
t iat ion, tous les termes du développement s'annulent, à l'exception de 
celui qui contient A ' f ' c . 

En exprimant l 'opérat ion effectuée sur W en fonction de symbole de 
differentiation par rapport aux axes réels, nous obtenons l 'équat ion 

au moyen de laquelle nous pouvons dé te rminer le coefficient d'un 
harmonique quelconque de la série en fonction des coefficients diffé
rentiels de W par rapport à x, y et z, pris à l 'origine. 

143. De l 'équat ion (5o) i l résulte qu ' i l est toujours possible d'ex
primer un harmonique quelconque par la somme d'un système d'har
moniques zonaux de même ordre dont les pôles sont distr ibués sur la 
surface de la sphè re ; mais i l ne semble pas facile de simplifier ce 
système. Toutefois, pour faire saisir à l 'œil quelques-uns des carac
tères des harmoniques sphér iques , j ' a i calculé les harmoniques zonaux 
de t rois ième et de quat r ième ordre, et j ' a i dessiné, par la méthode déjà dé
crite pour l 'addition des fonctions, les lignes équipoten tielles de la sphère 
pour les harmoniques qui sont la somme de deux harmoniques zonaux. 

La Pl. VI représente la différence de deux harmoniques zonaux du 



Harmonique sphérique du troisième ordre. 

n = 3, er = i . 
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troisième ordre, dont les axes sont inclinés de 1200 dans le plan du pa
pier. Cette différence est un harmonique de second type, pour lequel 
» est égal à i , et l'axe est perpendiculaire au papier. 

Dans la Pl. VII, l 'harmonique est aussi du troisième ordre, mais 
les axes des harmoniques zonaux dont i l est la somme, sont inclinés 
l 'un sur l'autre de 90 0, en sorte que le résul ta t n'appartient à aucun 
type du système symét r ique . Une des lignes nodales est un grand 
cercle, mais les deux autres que la p remière rencontre ne sont pas 
des cercles. 

La Pl. VIII représente la différence de deux harmoniques zonaux 
d u qua t r i ème ordre, dont les axes sont rectangulaires. Le résul ta t est 
un harmonique tesséral pour lequel n = 4 et <r = 2. 

La PL /xF représente la somme de ces mêmes harmoniques zonaux. 
Le r é su l t a t donne quelque idée d'un des types de l'harmonique géné
ral du qua t r i ème ordre. Dans ce type, la ligne nodale sur la sphère est 
formée de six ovales ne se recoupant pas. A l ' in tér ieur de ces ovales, 
l 'harmonique est positif; et dans la partie de la surface sphér ique qui 
est ex té r ieure à ces ovales et qui présente six passages ou régions de 
connexion, l 'harmonique est négatif. 

Toutes ces figures sont d'ailleurs des projections orthogonales des 
figures de la surface sphér ique . 

J'ai aussi dessiné (Pl. V) une section plane passant par l'axe de la 
sphère , pour montrer les surfaces équipotentiel les et les lignes de 
force dues à une surface sphér ique sur laquelle la charge est répar t ie 
suivant les valeurs d'un harmonique sphér ique du premier ordre. 

A l ' in té r ieur de la sphère , les surfaces équipotentiel les sont des plans 
équid is tan ts , et les lignes de force, des lignes droites parallèles à l'axe, 
dont les distances à l'axe sont comme les racines carrées des nombres 
naturels. Quant aux lignes extér ieures , elles représenteraient celles 
qu i seraient dues au magnét isme terrestre, si ce magnét isme étai t 
d i s t r ibué suivant la lo i la plus simple. 

144 a. Nous sommes maintenant en mesure de dé terminer la d is t r i 
but ion de l 'électricité sur un conducteur sphér ique soumis à l'action 
de forces électr iques de potentiel donné." 

A u moyen des méthodes indiquées plus haut, on développe le po
tentiel V dû aux forces données en une série d'harmoniques solides de 
degré posit if ayant leur origine au centre de la sphère . 

Soit AHrnYn l 'un de ces harmoniques : comme le potentiel est un i 
forme sur toute la surface conductrice, i l doit y avoir un terme 
— Anr'lYn dû à la distr ibution de l 'électricité sur la surface de la 
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P l . V I I . 

Harmonique sphérique du troisième ordre. 
о 

n — 0. 
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Harmonique sphérique du quatrième ordre. 

n — 4, a — 2. 
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P l . I X . 

Harmonique sphérique du quatrième ordre. 



Lignes de force et surfaces équipotentielles dans une section diamétrale d'une 
surface sphérique, pour laquelle la densité superficielle est un harmonique 
du premier degré. 
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s p h è r e ; et, par suite, dans le développement de (LTZV, i l doit y avoir un 
terme 

4TW W . = (•xn-\-i)an-iknYH. 

Nous pouvons dé te rminer de cette manière les coefficients des harmo
niques de tous les ordres, sauf celui de l'ordre zéro, dans l'expression 
de la densi té superficielle. Le coefficient correspondant à l 'harmonique 
d'ordre zéro, dépend de la charge e de la sphère , et i l est donné par 
[\TzaQ — a~-e. 

Le potentiel de la sphère est 

Ѵ = Ч Г 0 - І - - . 
a 

\hh b. Supposons maintenant que la sphère soit placée dans le v o i 
sinage de conducteurs mis à la terre, et que la fonction de Green G 
ait été déterminée en fonction des coordonnées x, y, z et x'', y', z' de 
deux points situés dans la région où la sphère se trouve placée. 

Si la densité superficielle de la sphère est expr imée par une série 
de sphér iques harmoniques, les phénomènes é lectr iques qui se pro
duisent au dehors en raison de cette charge de la sphère seront iden
tiques à ceux que produiraient une série fictive de points singuliers 
tous placés au centre de la sphère , le premier de ces points é tant un 
point simple possédant une charge égale à celle de la sphère , et les 
autres des points multiples de divers ordres correspondant aux har
moniques au moyen desquels a été expr imée la densi té superfi
cielle. 

Désignons la fonction de Green par Gpp>, où p désigne le point dont 
les coordonnées sont x, y, z, et p' le point dont les coordonnées sont 
x', y , z'. 

Soit A 0 la charge placée au point p' : alors, cons idérant x', y', z' 
comme constantes, GPP' devient une fonction de x, y, z} et le po
tentiel dû à l 'électricité induite par À 0 sur les corps environnants est 

( i ) W = A0GPP'. 

Si, au lieu de placer en p' la charge A 0 , nous la distribuons unifor
mément sur une sphère de rayon a ayant son centre en p', la valeur 
de W restera la même pour les points extér ieurs à la sphère-

Si la charge n'est pas uniformément d i s t r ibuée sur la surface de la 
sphère , exprimons, comme nous le pouvons toujours, la densi té super
ficielle par une série d'harmoniques sphér iques , telle que 

4 icà 2 u = Ао-ьЗА^ч- . . . 4 - ( î n + i ) A s Y „ , 

file:///TzaQ
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Le potentiel dû à un quelconque des termes de cette dis t r ibut ion 

(3) 4 т т а 2 < 7 л = ( 2 f t + i ) 

par exemple, sera A-»Y„ pour les points in tér ieurs à la sphère , et 

- ^ j - j A № Y r t pour les points ex tér ieurs . 

Or, d 'après les équa t ions ( i 3 , i4) du § 129, cette dernière expression 
est égale à 

A a ' 1 d " 1 • 
( — 1 )»A„ ~ j dhldhi...dhll r' 

c 'es t -à-dire que le potentiel en un point ex té r ieur à la sphère dû à 
une certaine charge de cette sphère est égal au potentiel dû à un 
certain point mult iple dont les axes sont h{, /г 2, . . . , hn et dont le mo
ment est A.,, a'1. 

Donc la distribution, de l 'é lectr ici té sur les conducteurs environ
nants, et le potentiel dû à cette distr ibution, sont identiques à ceux 
qu i seraient dus à un pareil point mult iple. 

Par suite, au point p (x, y, z), le potentiel dû aux charges induites 
sur les corps environnants est 

l'accent qui affecte les д indiquant que les differentiations sont effec
tuées par rapport aux œ', y', z1. Après quoi on fait ces coordonnées 
égales à celles du centre de la sphère . 

I l est commode de supposer Y„ résolu en ses 2 » + i é léments du 
système symét r ique . Soit A ^ Y ' f l 'un de ces é léments ; alors 

K } d'I4...ù'hn " 

I l n'est pas nécessaire, dans le cas actuel, d'ajouter l 'indice s ou c, 
qui indique si c'est le sinus ou le cosinus no qui se présente dans 
l 'harmonique. 

Nous pouvons maintenant écr i re l'expression complète de W 

(6) . .-/ '- : - Y = A 0 G + 2S(A£>̂ D'£>G). 
Mais,/à l ' in tér ieur de la sphère , le potentiel est constant, c 'est-à-dire 

que 

(7) ' f ^ . A £ . > = const. 
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Nous obtenons ainsi une série d 'équat ions : le premier membre de 
chacune d'elles renferme un des coefficients que nous voulons déter
miner. Le premier terme du second membre renferme A 0 la charge 
de la sphère , et nous pouvons le considérer comme le terme principal . 

Négligeant provisoirement les autres termes, nous avons, comme 
première approximation, 

(9) AJ?«' = - - -, r. A0а».-и DJ?«»G. 
Et, si l 'on désigne par b la plus courte distance du centre de la 

sphère au plus voisin des conducteurs environnants, 

<,,-HD«G<(f )'"*'. 
Si donc b est grand relativement au rayon a de la sphère , les coeffi

cients des autres harmoniques sphér iques sont très petits relativement 
à A 0 . Donc, les termes qui suivent le premier dans le second membre 

de l 'équat ion (8) seront du même ordre de grandeur que ( ^ ) 

On peut donc les négliger dans une première approximation; puis, 
à la seconde approximation, introduire dans ces termes les valeurs des 
coefficients obtenues à la p remière approximation, et ainsi de suite 
ju squ ' à ce que l 'on ait atteint le degré d'approximation voulu. 

Distribution de l'électricité sur un conducteur à peu près sphérique. 

ik$a. Soit 

( i ) r = a ( i + F ) 

l 'équat ion de la surface du conducteur, F étant fonction de la direc
tion de r, c 'es t -à-dire de Ѳ et de tp ; et nous supposerons dans cette 
é tude que son carré puisse ê t re négl igé. ' 

Effectuons sur cette expression l 'opérat ion D ^ 1 ' , ou les differentia
tions doivent ê t re faites par rapport à x, y, z, et où les valeurs de nt 

et «Tj sont indépendantes de celles de n et <r. Tous les termes de (7) 
disparaissent, sauf celui qui fait partie de Y ^ f ) , et nous trouvons 
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Développons F en une série d'harmoniques de surface 

( 2 ) F = / o + / i Y 1 + / 2 Y 2 + . . . -+-/»Y«. 

De ces termes, le premier dépend de l 'excès du rayon moyen sur a. 
Si donc nous admettons que a soit le rayon moyen, c 'es t -à-dire que a 
soit à peu près le rayon d'une sphère dont le volume est égal à celui 
du conducteur donné , le coefficient / „ disparaî t . 

Le second terme, e n / , , dépend de la distance de l 'origine au centre 
de masse du conducteur que l 'on suppose de densi té uniforme. Si 
donc nous prenons ce centre pour origine, ce deuxième terme dispa
raî t éga lement . 

Nous supposerons d'abord que le conducteur a une charge A 0 , sans 
qu'aucune force é lect r ique ex té r i eure agisse sur l u i . Le potentiel à 
l ' ex tér ieur du conducteur doit donc ê t re de la forme 

on ne suppose pas, d'ailleurs, que dans ce développement les harmo
niques de surface appartiennent au même type que dans le développe
ment de F. 

A la surface du conducteur, le potentiel est celui du conducteur, 
c 'est-à-dire la quant i té constante a. 

Donc, si l 'on développe les puissances de r en fonction de a et de F, 
et si l 'on néglige le carré et les puissances supérieures de F, on a 

i « = A „ £ ( i - F ) + A i - L Y ' 1 ( i - 2 F ) 4 - . . . 

(4) . 
( Y ' „ [ i - ( n + i ) F ] . 

Puisque les coefficients A t , . . . sont év idemment très petits en com
paraison de A 0 , on peut au débu t négliger les produits de ces coeffi
cients par F. 

Si maintenant dans le premier terme on remplace F par son déve
loppement en harmoniques sphér iques , et si l 'on égale à zéro les termes 
qui renferment des harmoniques de même ordre, on trouve 
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De ces équat ions i l résul te que les Y ' doivent ê t re du même type 
que les Y , et par suite leur ê t re identiques ; et que 

A ! = o et A K = A 0 anf„. 

Pour dé te rminer la densi té en un point de la surface, nous avons 
l 'équat ion 

dV- dV 
(8 ) 4 7ГС7 = — = — j - COS S, 

où v est la normale, et s l'angle de la normale avec le rayon. Puisque4; 
dans cette é tude , on suppose t rès petits F et ses dérivées premières 
par rapport à Ѳ et à <p, on peut prendre cos e — 1, de sorte que 

( 9 ) 4 T T J = — — ~ A 0 — H- . . . -+- (n-+- i)\nYn 

/i-t-2 

Développant les puissances de r en fonction de a et de F, et négl i 
geant les produits de A„ par F, on trouve 

(10) 4Tcff = A o ^ ( i — aF) + . . . + (n + i ) A f t - ™ - Y„. 

Développant F en harmoniques sphér iques et donnant à An sa va
leur p récédemment t rouvée , on obtient 

( u ) 4 u a = A 0 — [ i - + - / s Y j + 2 / 8 Y 3 - b ' . . . - b ( / i — l ) / , J „ ] . 

Donc, si la surface donnée diffère de la surface d'une sphère par une 
couche mince dont l 'épaisseur varie comme les valeurs d'un harmo
nique sphér ique d'ordre n, le rapport de la différence des densités su
perficielles en deux points à leur somme sera égal à (n — 1) fois 
le rapport de la différence à la somme des rayons en ces deux 
points. 

145 b. Soit un conducteur à peu près sphér ique et soumis à l'ac
tion de forces extér ieures , dont le potentiel est U : développons ce 
potentiel en une série d'harmoniques sphér iques de degré positif, ayant 
leur origine au centre du volume du conducteur : 

(12) U = B 0 - v - B 1 r Y ' 1 + B 2 r 2 Y ' 2 - b . . . - b B r e r " Y ; , , 

l'accent de l 'Y signifiant que ces harmoniques ne sont pas nécessaire
ment de même type que ceux qui figurent dans le développement 
de F. 

Si le conducteur étai t exactement sphér ique , le potentiel dû à sa 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 17 
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charge superficielle sur un point ex té r ieur serait 

(.3) v = A . I - B 1 ^ Y ' 1 - . . . - B e 2 _ Y ; v 

Représentons par V + W le potentiel dû à la charge superficielle 
actuelle, où 

0 4 ) w = c e I + c 1 l Y ; + . . . H - c f f l ^ i Y ; + . . . 1 

les harmoniques affectés d'un double accent é tant différents de ceux 
qu i se rencontrent soit dans F, soit dans U, et les coefficients G é tant 
petits, puisque F est lu i -même petit . 

La condition à remplir est que, pour r = a(i + F ) , 

U + V + W = const. = A 0 - •+• B 0 , 
a 

potentiel du conducteur. 
Développons les puissances de r en fonction de « et F, en conservant 

la p remiè re puissance de F lorsqu'elle est mul t ip l iée par A ou B, et la 
négl igeant quand elle est mul t ip l iée p a r l a petite quan t i t é G; nous 
trouvons 

( FT—A0 i Ч-ЗВ1«^'1+5В2сг5У'2+...4-(2/гч-])В/га2«+іу'„ 

( i5) L . a 

( + c 0 I + G 1 l y ; + . . . 4 - c M J T i Y ; = o . 

Pour dé te rmine r les coefficients C, i l faut effectuer la multiplication 
ind iquée dans le premier terme, et exprimer le résul ta t par une série 
d'harmoniques sphér iques . Cette série, avec ses signes changés , repré
sentera W à la surface du conducteur. 

Le produit de deux harmoniques sphér iques d'ordres n et m est une 

fonction rationnelle de degré m + n de - , - et i l peut donc ê t re 

ê t re développé en une série d'harmoniques sphér iques d'ordre ne dé
passant pas m H- n. Si donc F peut ê t re développé en une série d'har
moniques sphér iques dont l 'ordre ne dépasse pas m, et si le potentiel 
dû aux forces extér ieures peut ê t re développé en harmoniques sphér i 
ques dont l 'ordre ne dépasse pas n, le potentiel dû à la charge superfi
cielle ne comprendra pas d'harmoniques sphér iques d'ordre supér ieur 
à m -t- n. 

Cette densi té superficielle peut ê t re dédui te du potentiel par l ' équa-
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t iön 

(16) 4 O T + ^ ( U + V + W ) = O. 

145 с. Conducteur à peu près sphérique renfermé dans un vase à 
peu près sphérique et à peu près concentrique. 

Soit 

(17) r = ß ( i + F ) 

l 'équat ion de la surface du conducteur, où 

(18) F = / , Y t + / , Y , 4 - . . . + /<f>Y<?>. 

Soit 

(19) r = 6 ( 1 4 - G) 

l 'équation de la surface in té r i eu re du vase où 

( 2 0 ) G = tf,Y,+ ^ Y , 4 - . . . 4-^,?>Y<f>, 

les / et les g é tan t petits en comparaison de l 'un i té , et YJf> é tan t 
l'harmonique de surface d'ordre n et de type a. 

Soient a le potentiel du potentiel du conducteur, ß celui du vase; 
et développons en série d'harmoniques sphér iques le potentiel d'un 
point quelconque compris entre le conducteur et le vase 

(•21) 

i l faut dé t e rmine r les constantes de la forme h et de la forme k, de 
telle sorte que, pour 

/• = a ( i + F), W soit égal à a, 
et que, pour 

r = b(i-+- G), W soit égal à ß. 

I l est clair, d 'après notre é tude précédente , que tous les h et tous 
les k, sauf Л 0 et k0, sont de très petites quan t i t é s , dont les produits 
par F peuvent ê t re négligés. Nous pouvons donc poser 



и б о I г о PARTIE , CHAP. I X . -r*. SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 

nous avons donc 

( 24 ) a = h0 -+• k0 -, 
et 

(25) ß = Ao -b ko g > 

(26) * 0 I / ^ s A w « » + 

d 'où nous tirons, pour la charge du conducteur i n t é r i eu r , 

et, pour les coefficients des harmoniques d'ordre n, 

(3o ) *„ = *„ a" 6 2 / ; + 1 _ a 2 / t + i - ' 

où i l faut bien se rappeler que / „ , gn, hn et kn sont les coefficients des. 
termes de même type et de même ordre. 

La densi té superficielle sur le conducteur in té r ieur est donnée par 
l ' équat ion 

< ш « ± і , ( і + . . , + А л ^ ) ) 

où 

— fn[na2"+l-+-(n -+- i ) 6 2 " + ' l — ff „(in -4- і ) д " + ' 6» 
A » - ' ô* .«+ l_ a *«-H 

146. Comme exemple de l 'emploi des harmoniques zonaux, re
cherchons les conditions de l 'équi l ibre é lectr ique sur deux conduc
teurs sphér iques . 

Soient a et b les rayons des sphères ; с la distance des centres. Pour 
abréger , nous poserons a = ex, b — cy, en sorte que x et y sont des 
quan t i t és numér iques plus petites que l 'uni té . 

Prenons, pour axe des harmoniques zonaux, la ligne qui jo in t les 
centres des s p h è r e s ; pour pôle de ces harmoniques sur chaque sphère, 
le point de cette sphère le plus proche de l'autre sphère . 

Soit r la distance d'un point quelconque au centre de la p r e m i è r e 
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sphè re et soit s la distance du m ê m e point au centre de lai seconde 
sphère . 

Supposons que la densi té superficielle <jt de la p remiè re sphère soit 
donnée par l 'équat ion 

( i ) 4 i r j i a 2 = A + АіРіЧ- 3 A 2 P 2 - f - . . . + ( 2 m + i ) A , B P w ' , 

en sorte que A est la charge totale de la sphère , et que At, A 2 , . . . 
sont les coefficients des harmoniques zonaux P t , P 2 , . . . . 

Le' potentiel, dû à une telle dis tr ibut ion de la charge, peut ê t re re
présenté : 

Pour les points in té r ieurs à la sphère , par 

( . ) U ' = I (A + A.P, £ + A,P, £ + . . . + A , „ P m £ ) 

et, pour les points ex tér ieurs , par 

(3) U = - ( A - ь A , P , - + A , P , - + . . . -t- A,„P,„ —y 

De même , si la densi té superficielle de la seconde sphère est donnée 
par l 'équat ion 

(4) 4тгсг2г>2 = в + B ^ - H . . . Hr (an + i ) B „ P B , 

le potentiel à l ' in tér ieur et à l ' extér ieur de la sphère peut ê t re r e p r é 
senté par des équat ions de la forme 

(5) V = i ( B - b B 1 P 1 î + B 2 P 2 g + . . . - b B / l P f t £ ) , 

I / b 62 Л и \ 

(G) v = - ( B + B 1 P 1 7 + B 8 P , - + . . . + B n P * V 
S \ S S SI 

les harmoniques généraux é tant i c i relatifs à la seconde sphère . 
Les charges respectives des sphères sont A et B . . . -
Le potentiel en tout point in té r ieur à la p remière sphère est con

stant, et égal à a, potentiel de cette sphère , de sorte que pour tout 
point in té r i eur à la p remière sphère 

(7) U ' - i - V = a. 

De même , si ß est le potentiel de la seconde sphère, pour des points 
in tér ieurs à cette sphère , 

(8 ) ' • • ' ü + v = f - . • . 
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Pour les points ex té r ieurs aux deux sphères , le potentiel est W et 
l 'on a 

(9) T J + V = V . 

Sur l'axe, entre les centres des sphères , 

( 1 0 ) r-\- s = c; 

d 'où , en différentiant par rapport à r et faisant r = о après la diffe
rentiation, et nous souvenant que chacun des harmoniques zonaux 
devient égal à l 'uni té à son pôle, nous trouvons 

où l 'on doit faire s — c après la differentiation. 
Si nous effectuons les differentiations, et si nous posons 

Pour dé te rminer les potentiels de deux sphères , nous avons les équa-
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tions (7) et ( 8 ) que, maintenant, nous pouvons écr i re 

(14) ca = A - + B + B i j -4- B 2 / 2 -+ - . . . -b Bny», 
x 

( і5) сЗ = В - + А + А і ж + А 2 а ? 5 + .. ,->г kmxm. 
У 

Si donc nous bornons notre attention aux coefficients de A t à A w et 
de B t à Bn, nous avons m -+- n équat ions pour dé te rminer ces quan
ti tés en fonction des charges A et В des deux sphères ; en in t rodu i 
sant ensuite dans (1/4.) e t ( i 5 ) les valeurs de ces coefficients, nous pou
vons exprimer les potentiels des sphères en fonction de leurs charges. 

Ces opérat ions peuvent être expr imées sous forme de d é t e r m i 
nants; mais, pour le calcul, i l est plus commode de p rocéder comme 
i l suit : 

Substituant, dans les équat ions ( 1 2 ) , les valeurs de B j , . . . , Bn t irées 
des équat ions ( i 3 ) , nous trouvons 

En substituant dans les seconds membres de ces équat ions les va
leurs approchées de A t , . . . et répé tan t cette opérat ion pour obtenir 
de plus grandes approximations, nous pouvons pousser l 'approxima
tion du coefficient j u squ 'où nous voudrons dans les puissances ascen
dantes et les produits de x et y. 

Si nous posons 
A„ — pnA — qnB, 
В./ ~ — r n \ +Î„B; 
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nous trouvons 

Pour les opérat ions u l tér ieures , i l sera plus commode d'écrire ces 
coefficients en fonction de a, b et c, et d'ordonner les termes suivant 
les puissances de c. On rend ainsi plus facile la differentiation par rap
port à.c. Nous trouvons ainsi 
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Les valeurs de /• et de s peuvent se dédui re en échangeant a et b 
dans les p et les q. 

Si, maintenant, nous calculons le potentiel des deux, sphères en 
fonction de ces coefficients sous la forme 
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La valeur de / peut se dédu i re de celle de n en échangeant entre 
eux a et b. 

L'énergie potentielle du système est, d 'après le § 87, 

(44) \V = | JA*- i - /wAB-f - iwB«, 

et la répulsion qui s'exerce entre les deux sphères est, d 'après le 
§ 93 a, 

(45) - ^ l A ' f + A B ^ + Î B » ! * 
oc ' de de i oc 

La densi té superficielle, en un point quelconque de chacune des 
deux sphères , est donnée par les équat ions ( i ) et (4) en fonction des 
coefficients A r a et B № . 
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N O T E 

S U R L E S S P H E R I Q U E S H A R M O N I Q U E S ; 

PAR M. POTIER. 

Le lecteur déjà familier avec la théorie des coefficients de Laplace, ou des fonc
tions harmoniques sphériques, n'aura aucune peine à suivre le Chapitre IX, mais 
s'il rencontre ces fonctions pour la première fois, on peut craindre qu'il ne croie 
leurs propriétés liées à l'existence des points singuliers où le potentiel devient 
infini, conception abstraite qui n'est justifiée que par la concision plus grande 
qu'elle permet de donner au calcul; à cette difficulté s'ajoute celle provenant de 
l'emploi de coordonnées imaginaires, et la superposition de ces deux abstractions 
ne compense pas, pour une première exposition du sujet, la simplification de cal
culs qui en résulte. I l semble, au contraire, qu'il y ait avantage à se rapprocher 
du mode d'exposition de Laplace, qui, bien qu'un peu laborieux comme calcul, 
fait comprendre, dès le début, comment s'introduisent les fonctions, comment 
elles permettent de développer une fonction arbitraire des coordonnées géogra
phiques sur la sphère, ce qui justifie amplement les calculs qui conduisent à leur 
expression développée; une fois ces premières notions (d'ailleurs suffisantes pour 
les applications) acquises, la lecture du Chapitre IX devient plus attachante, parce 
que l'esprit saisit mieux l'élëgance des méthodes qui le mènent à un but déjà 
atteint plus péniblement. 

1. Laplace a introduit dans l'analyse les fonctions Y , et le Livre I I I de la 
Mécanique céleste contient, au point de vue des applications à la Physique ma
thématique, tout ce qu'il est nécessaire de savoir sur ces fonctions. 

Leur origine est la suivante : Si des masses distribuées autour d'un point O , 
qui sera pris comme origine, attirent un point M dont les coordonnées sont x,y, z, 
en coordonnées cartésiennes, ou r, Ѳ, cp en coordonnées polaires (Ѳ sera la colati-
tude), le potentiel des masses attirantes au point M pourra se développer en série 
ordonnée suivant les puissances négatives de r, si le point M est plus éloigné 
de l'origine qu'aucune des masses attirantes ; en effet, la distance p du point M à 
une masse dont les coordonnées sont x', y', z', ou /'', Ѳ', cp' a pour valeur 

p = (,.:! + /.'*_ a/•/•' cose)2, 
en posant 

cos s = cosô cos6' -+- sin Ѳ sin Ѳ' cos (cp' — cp) ; 
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si r' est plus petit que r, on écrira 

et cette expression se développera en série convergente suivant les puissances de 

~; il en sera de même pour toutes les masses attirantes, et le potentiel V sera dé

veloppé ainsi 
r U„ U, I L 
V — —2 -I L _f_ . . . _1 ÎL . . . ; 

les numérateurs sont des fonctions algébriques entières des sinus et des cosinus 
de Ѳ et de tp et ne contiennent pas r. Ce sont ces fonctions qu'on désigne sous le 
nom de fonctions harmoniques sphériques de surface, d'ordre 0, 1, 2, 3, . . . , n. 

Chacune des fonctions homogènes de degré —(ті - t - i ) qui constitue V, doit 
satisfaire isolément à l'équation V 2 = o; équation qui, transformée en coordonnées 
polaires, devient 

à • пдУ d , àV t à2Y 
-r- r- —- H- -y- v2 -r H - , — 7 = 0, 
or or O\J. o\i. v- d'f-

si l'on convient, pour abréger l'écriture, de poser cosô = \x, sinô = v. 
En exprimant que U „ / — s a t i s f a i t à cette équation, il vient 

( 2 ) n(ft + i)U„-f- -r- v2 —-a -+- - - — = 0, 

condition à laquelle doit satisfaire toute fonction U„. 

2. Nous désignerons par Y n une fonction satisfaisant à cette équation, et en
tière en [x, v, cos<p et sin tp; on aura alors 

r , , Y ; _ r P + , [ p { p + l ) Y n + £ v» ^ + i ^ Ь ] . 

et cette expression sera nulle si p(p + 1 ) = / 1 (7*+ т), c'est-à-dire si p = ra, ou si 
p = — (n + 1) ; les fonctions Ynrn, YH/—<"+<) satisfont donc à la condition V 2 = o. 
De là résultent les propriétés remarquables de ces fonctions. 

Y a" 

Considérons, en effet, une sphère de rayon a, et les deux expressions " t + [ , 

Y.r» ( H . i" î e M e s s o n t égales sur tous les points de la sphère, satisfont à la condition 

V 2 = 0 ; la première est finie à l'extérieur de la sphère, la seconde à l'intérieur : 
donc, en vertu du théorème de Green, la fonction dont la valeur est 

Y an 

V„= " ,,- à l'extérieur 
et 

Y rn 

\ , = ——7 à l'intérieur 
l л»+1 

est le potentiel dû à une distribution d'électricité à la surface de la sphère, dont 
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la densité en un point (O'cp') est donnée par 

si dv et (Jv, sont les normales extérieures et intérieures, en attribuant aux déri
vées les valeurs qu'elles ont au point a, Ѳ', <p' ; or on a 

rfV, _ àSe _ . , . v a" d\, _ dV{ _ 

sur la sphère r = a, et, si l'on désigne par Y'n la valeur de Y„ au point 6'<j>', on 
aura 

4 тг a 2 S = ( з й 4 - 0 Y/j, 

et réciproquement une distribution à la surface de la sphère, dans laquelle la den-
( 2 n •+• i ) Y Y an 

site serait i — , —̂"> produira à l'extérieur le potentiel —2-7-> à l'intérieur le po-4 тг a- r /•"+' r 

Y r" 
tentiel - і ц г • 

Toute fonction Y„ satisfaisant à (2) , entière en ц,, v, coscp et sin «p est donc une 
fonction U„. 

3. Considérons maintenant une distribution arbitraire/(6',<p') à la surface de 
la sphère du rayon a, elle produit un potentiel qui pourra être développé à l'ex
térieur suivant la série 

et à l'intérieur suivant la série 

, r Yo Y , г Y i"1 

Connaissant les potentiels intérieurs et extérieurs, un raisonnement calqué sur 
le précédent donne 

(3) 4 i c a V ( Ö Y ) = Y ' 0 + 3 Y ' ! + . . . + ( 2 r t + i ) Y ' „ + . . . . 

Donc une fonction quelconque (uniforme et finie) des coordonnées géogra
phiques sur la sphère pourra toujours être développée en une somme d'harmo
niques. 

Ce développement de /n'est possible que d'une seule manière; car, si l'on avait 

4 i r « 2 / = Y ; + 3 Y ; + . . . + ( 2Р + 1 ) Y ; + . . . , 

Y ' , Y ' T , . . . étant d'autres fonctions harmoniques, il faudrait que le potentiel dû 
à / fût, en un point quelconque, 

Y„ Y , a 

qui ne peut être identique à V que si Y , = Y\, Y 2 — Y ' 2 J . . . . 

4. Ayant ainsi montré l'intérêt qui s'attache à l'étude des fonctions Y , il faut 
examiner comment elles sont constituées. Soit toujours / la densité en un point 

Ѳ', <p' de la surface de la sphère, le potentiel dû à la charge fdS d'un élément 
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de cette surface, au point r, Ѳ, <p, est 

P 
où 

p 2 = r'2+ a2— 3a/'[cos0 cosö '+ sinö sin6'cos(ep'— <p)]. 
On a donc 

p-' = j 1 + ~ _ _ [ | x [ x -h vv'cos(<p — <p)] j ; 

en développant cette série, Laplace montre que le coefficient de est de la 

forme 

Л?, 4- À/ tcos(<p' — о)Н-...-ЬЛЙС08Л({р'— <p) 

et que le coefficient Aft de cosa(<p' — cp) est lui-même de la forme 
CSej(p.)e*(|x'). 

C'est le produit d'une constante numérique par une fonction de [A, et la même 
fonction de JJ.'. On le démontrera plus bas quand on aura montré l'usage de ces 
fonctions. 

Le potentiel de l'élément est donc 

[
л = ю ог-л "1 

}т+2 '̂"2 c5eg(K. )e5(^)cos*(«p' - ? ) , 
n—l (7 = 0 J 

et le potentiel dû à la distribution / sur toute la sphère sera, au point (r , u., ç ) , 
/1 = 30 <J = n 

n = l (7=0 

X j ^ c o s a c p / d S 0 £ ( ; j . ' ) cosacp'+sin a c p f % % ( JJI' ) sinacp' d s j , 

Y 0 Y, a Y„a» 
с est cette expression qu on a representee par ~ н——i- . . . - I — • 

La fonction Y n est donc nécessairement, en représentant par M, M,, N, N, des 
constantes, 

M0©o ( V-) •+• м і ѳ і ( Iх) c 0 S t P + М 2 Ѳ а ( tO cos a «p H- . . . + Mn©£ ( ji) cos дІр 
- т - - \ eï(fji) sin y H- - h N„0£(u.) sinnep. 

L'expression générale comprend 2 « + i constantes arbitraires, et l'on a en même 
temps la valeur de / , en vertu de l'équation (3), 
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Ainsi / a été développé en une série, dont le terme général est 

МѲ£ coscrtp -+- N0$ sinitp) ; 

le coefficient de chaque terme s'obtient en intégrant dans toute l'étendue de la 
sphère de rayon a le produit de /dSC^©J(u . ' ) par cosa<p ou sinatp, proposition 
analogue à celle qui conduit à la célèbre série de Fourier. 

Les fonctions Q„ sont par définition des harmoniques sphériques d'ordre n et 
satisfont à l'équation ( 2 ) ; il en est de même des fonctions 0£ cosacp et @Jt sinap, 
individuellement; il suffit, pour s'en assurer, de remplacer û par son développe
ment dans l'équation ( 2 ) et d'exprimer qu'elle est vérifiée, quelle que soit la va
leur de tp. 

On est donc arrivé à trouver ( г п + і ) harmoniques, d'ordre n, indépendantes, 
telles que toute harmonique de même ordre en est une combinaison linéaire, et 
l'on a réalisé le développement d'une fonction arbitraire, en séries d'harmoniques 
d'ordre n croissant. 

Maxwell nomme a le type des harmoniques 0£ cosacp, 0^ sin afp. On remarquera 
que à1 disparait en réalité dans le développement ci-dessus; car l'élément 
dS = a? d]x rfO. On peut donc diviser les deux membres par a-, à condition de rem
placer l'intégration sur la surface de la sphère par 

dy j d\x. 

5. Le développement de / met en évidence une propriété des fonctions 0. 
Puisque / est arbitraire, on peut prendre / = Y M ; et, puisque le développement de 
/ en harmoniques n'est possible que d'une seule manièx-e, tous les termes du se
cond membre, qui ne sont pas des harmoniques d'ordre n, doivent s'annuler; 011 
a donc 

/ d\x I dy Y „ c o s < j y (ou sin cep) = 0 , 
J—\ Jo 

dès que m et n sont différents, ou comme un Y quelconque est une fonction 
linéaire des 0"', 

( 5 ) / d{x / dy\n\m = o, 

relation que Laplace déduit de l'équation différentielle ( 2 ) ; on voit, en effet, que, 
si l'on écrit successivement que Ym, Yn satisfont à cette équation, il viendra 

[ » ( » + 1) — m(m 4 - 1 ) ] Y,„Y„ 

- ±^(y ^ L _ Y ?bf\ + ± ±(Y ^ L - Y 
~ d\L \ d\x " à\x J ^ v* ду V "' ày " dy J' 

d'où résulte l'équation ( 5 ) , puisque v s'annule aux deux limites, et que les fonc
tions Y ont la même valeur pour y = о et 9 = 21г. 

Si l'on particularise davantage, et qu'on pose / = 0£" cosucp, il viendra 

d\x / dy [ 0 ^ ] 2 cos2<r?, 
1 d0 



tous les autres termes disparaissant en effectuant l'intégration par rapport à f, et 
i 21Î 
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•mes disparaissant en effet 
/»21Г 

observant que / c?tp cos2 a» = тс, il reste 

r-xtz 
à moins que l'on n'ait a.= 0, alors 1 ds - air, et il vient 

Л 

6. Il y a donc lieu d'étudier le développement de 

qui donne 

où Q„ est un polynôme entier en cos s; substituant ensuite à cos s sa valeur 
vv' cos(<p'— <p ) , il est aisé de voir que le terme en cos a (cp'— cp ) dans ce po

lynôme ne peut provenir que des termes de QH qui renferment cos s à la puissance 
с ou à une puissance plus élevée, et comme vv' accompagne toujours cos(cp' — « p ) , 
le coefficient — A^ contient en facteur le produit (vv') ( r; on peut donc poser 

A£ - (vv')'Л, 

R étant un polynôme entier en \L de degré (n— a) ; on posera donc 

A* - yvT('i.-'"7 -+- В\i"- a l + ...), 

et l'on exprimera que cette expression satisfait à l'équation différentielle ( 2 ) ; on 
en déduit, pour le polynôme entre parenthèses, 

~r- Г ( " —<*)(>?< — и—i) . „ 
в?, = v* ix"-17 — '• u"- < r--

" L ' 2.2 n — 1 
+ (n — <J) (n — с — 1) [n — S — 2) {il — <7 - 3) ^ "I 

2.^.(2 11 — l)(2ll — 3) " J 

D'ailleurs A K est symétrique en [i et ц'; il est donc nécessairement 

С * Ѳ * Ы Ѳ * ( ц ' ) , 
en désignant par C£ une constante numérique. 

Pour déterminer cette constante, il faut faire [x = |A' = o, v — v' = 1 ; A£ doit se 
réduire alors au coefficient de cosa('j — cp') dans le terme de a"/" 1 - 1 du dévelop-

_1 

pement de p - 1 = r~1 [̂ 1 + ~5 — -jr cos(cp — cp')J ' ; or la parenthèse est le pro-

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 18 



274 l v e P A R T I E , CHAP. I X . — SPHÉRIQUES HARMONIQUES. 

cependant, si a = o, il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient 

c o = j - i . 3 . 5 . . . (an — t)-j^ 

Dans le cas où (n — a) est impair, cette méthode donne, pour С, mais on 

lèvera l'indétermination ainsi : on prend, dans le produit Ѳ(|Х)Ѳ(|І.'), le coeffi
cient de qui, dans ce easiest 

[ Ѳ ' ( о ) ] 2 [ 

et, après l'avoir multiplié par Cn, on l'égale au coefficient de \x\x' cosg(cp — cp') 
dans le développement de p - 1 , coefficient qu'on obtient en remarquant qu'il est le 

coefficient de a " / — c o s g ( c p ' — cp) dans le développement de d ^ x t x , ^ P o u r H*'—о 
s. 

Г a? 2 a ~| ~2 

ou dans ar~2 14 5 cos(cp —es') . Ce développement est obtenu, 
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_ .3. _ _ 

.comme ci-dessus, en multipliant ĵ i— ~І(?-<?')^ 2 par | \ — ^ І - ( ? - ? ' ^ , et l'on 

retombe sur la môme valeur pour et C°. 
On a, en effet, 

Multipliant ces deux séries entre elles et par a/ ' - 2 , on trouve pour le coeffi
cient de a' i/--( , l + 1) dans le produit, ou pour coefficient de a"-1/—("-') dans le pro
duit des séries, 

comme plus haut. 
11 est bon de remarquer que si l'on fait JA = \x' — i, v = v' = o, le développement 

de p-1 se réduit à 2А"Й , 1 /-(» + | ) , ou à S C & [Ѳ? 4(і)] 2> o r > d a n s ce cas, 

_1 
Le développement de p-1 = [ г 2 - н a1— 2 ar ( \У.\І! -+- vv' costp — '?')]""2 est donc en

tièrement connu, et, par suite, tous les éléments de la formule (4) sont déter
minés. 

7. Depuis Laplace, d'autres procédés ont été indiqués pour parvenir plus rapide
ment aux harmoniques d'ordre n; le produit YnT—(n+l) est le quotient d'une fonc
tion homogène des coordonnées as,y, s par r 2 n + ,

} et satisfait à l'équation V 2 = 0; 

or la fonction j et toutes ses dérivées y satisfont aussi; et il est clair que 

-, . -, * ^ „ • - si a + 3 + v = n ôcc*dy$dzl r 
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est bien le quotient d'une fonction homogène de degré n par r 2 " + l ; par suite 

д I (6) dxadyMzi r 

est une fonction harmonique d'ordre n, et il en est de même d'une combinaison 
linéaire quelconque de ces dérivées. En particulier 

г » ! I , ,.»H-I J L L 
dz r " ' dz'1 r 

sont des harmoniques du type zéro, des divers ordres; car, si, après les differen
tiations, on remplace z par \xr, on aura des fonctions de ;л seul. 

On préfère prendre pour valeur de la fonction type 

i dz r ~ " ' •• ' я! dz- r _ 1 " ' 
_ i 

pour la raison suivante : si l'on développe p - 1 = [x2-\-y- + (z- — a-)] 2 , qui re
présente l'inverse de la distance au point x, y, z du point situé sur l'axe des z à 
la distance a, au moyen de la série de Taylor, on a 

, I / à r \ , ( — ] ) " / d I \ 
P - ' = I" -

 e U - Л + ' ' ' + -nT [ diï • r ) , + • • • ' 

l'indice zéro indiquant qu'il faut faire a = 0 après la differentiation; mais on a 

c'a dz 
et, en général, 

? = < - . ) • ? . 

da dz 

de sorte que l'on peut toujours écrire 

I à I i I 1 / „ « , r . « " \ 
Г ' = - + а - і 1- ... -1 , -r— - = . . . = - I — P, - -t- . . . rfc P„ „ ,, 
r /• dz r n ! dz'1 r r \ ' /• " /•" / 

quand a est < /•,. 
Les fonctions P,t, ainsi obtenues, sont donc identiques à С^Ѳ® ( і ) ѲЯ ( р - ) , ce qu'il 

est aisé de vérifier; ce sont les harmoniques zonaux. Voici les valeurs des pre
miers 

— P, = u-, — 1 . 2 . 3 P . = i 5 —9|j., 

+ i . 2 P , = 3;x— I , , + 1 . 2 . З . 4 Р 4 = I O J ; J . ' — 9о;х2ч- y, 
et, en général, 

( - і ) « і . а . З . . . л Р п = І . 3 . 5 . . . ( 2 / г - і ) [ { х » - ?{"nZ_i) V'1-* 

я ( я - і ) ( я - а ) ( л - 3 ) a „ _ 4 + Д 
2 . 4 ( 2 / 1 — і ) ( г / г — 3 ) 1 ' J 

Ces harmoniques zonaux sont de beaucoup les plus utiles dans les applications. 

8. Pour représenter par des symboles analogues les autres harmoniques en 
cosuœ et sinay, on remarquera que toute combinaison linéaire, réelle ou imagi-
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nairc, des différentielles telles que (6) est une harmonique de même ordre; par 
suite, si Z est une harmonique, 

дЪ_ . дЪ àZ _ . àZ 
dx dy' dx dy 

sont des harmoniques aussi; ou bien, si l'on exprime Z au moyen des coordonnées 
imaginaires \ — x -+- yi, -t\ — x —yi, les dérivées 

àZ àZ 
d\' &n 

seront encore des harmoniques ; par conséquent, les expressions suivantes 

dn i àn i _,, дѣ i 
_ ,.7»+І _ . . . , . » + 1 _ 

aids"-1 r d'V-dz»-'1 r d\n r 
<)"• i àn i j./H-t _ , /•»+) „ — _ 

&с\дзР-1 r &r\'1 г 

sont des harmoniques; mais іл = Стц- ~2> par suite 

En ajoutant deux harmoniques situés sur la môme colonne, ou en retranchant 
et divisant par i — \J— i , il viendra, en observant que \ = 7've'?, t\ — rve - 1'?, 

Par analogie avec ce qu'on a fait pour les harmoniques zonaux, on prendra 
pour valeur des harmoniques d'ordre n et de type a les deux fonctions 

ou, plus simplement, on pourra écrire comme facteur de sinacp et cosu? dans les 

rn+a+l2(sl à i 
n ! a ! 2» àzn-" r2°+ï' 

deux Y<f' 
lu 
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Les valeurs de ces Y résultent des équations 

» n n \ d%" àz,l~a r 

n n n ; orf ozn-a 

analogues à celle que donne P„. 
Ces fonctions ne peuvent différer que par un facteur constant de 0<f> cosaç; en 

effet on trouve facilement 

dz»-" " v ; 1 .3.5... ( 3 a — 1) " ' 

On pourra, sous cette forme, vérifier par les principes généraux de la théorie des 
équations que 0',*' s'annule pour (n — <r) valeurs réelles de \x, entre — 1 et - ы . 
et qu'ainsi l'harmonique Y ^ sinutp, ou cos »y, s'annule sur <r méridiens et sur 
n parallèles, d'où le nom de tesséraux donné à ces hai'moniques. 

9. Lorsque h est une direction faisant avec les axes des angles dont les cosinus 
ôW dY д\т dV sont a, ß, y, on entend par le symbole l'expression a + ß + y — ; dif-

férentiant de nouveau, par rapport à une direction h', on aura l'équation 

en convenant de remplacer, dans le produit, les facteurs 7 - x -p par -—-, • • • 
OOC ООО OJC~ 

Cette équation se généralise immédiatement pour n differentiations successive: 
et l'on a 

Toute expression de cette forme est donc une combinaison linéaire des dérivées 
dn 

de la forme -т г———-r.-, quand m-h m'+m" = n; mais, quand on opère sur 
ox"1 oy'"'• ozm 

une fonction V satisfaisant à l'équation V 2 V = o, ces dérivées sont elles-mêmes 
des fonctions linéaires de {211 + 1) d'entre elles : par exemple, de 
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auxquelles on peut ramener toutes les autres de même ordre, puisque 

ds2 ~ \дх> ду2Г 

ce qui permet de réduire l'exposant de dz à 0, ou 1. 
Si l'on suppose que p de ces directions h, h', . . . soient dans le plan des xy, 

l'expression 

sont le résultat de la differentiation par rapport à g axes, faisant entre eux l'angle 
TZ 

- j et tels, dans le premier cas, que l'axe des y soit l'un de ces axes, et dans le se
cond qu'il soit le bissecteur de l'angle formé par deux axes consécutifs, propriété 
énoncée par Maxwell, § 140. 
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EXPLICATION DES PLANCHES. 

9. Ces résultats se voient bien sur les Pl. VI et suivantes : 
La Pl. VI représente l'harmonique du troisième ordre et de type i , l'axe des s 

est perpendiculaire au plan du papier, l'axe des x ou cp = о est vertical. Les lignes 
ponctuées sont les projections orthogonales des parallèles, et du méridien pour 
lequel l'harmonique s'annule; les courbes en traits pleins sont des courbes le 
long desquelles la fonction Y' / ' s = 5 sin cp (u.2 — \ ) v est constante et égale à 
± i , 3 , 3 , 4 , 5 et 6. 

Dans la Pl. VIII, l'axe des z est horizontal dans le plan du papier et la fonc
tion Y | = з- | ( [л 3 —y)v 2 2 sin2tp, le plan des xz est à 45° du papier; les courbes en 
traits pleins indiquent les points pour lesquels la fonction est zpo,o5, o,io, o,i5, 

Les к7/et L T représentent des harmoniques non tesséraux. Maxwell ex
plique clairement leur construction. Pour la première, il faut considérer un har
monique zonal f-(i5[A3—QJA), dans lequel [i est le cosinus de la distance angu
laire à un pôle situé dans le plan du papier, sur la verticale, et un autre 
J-(i5u,3— 9[i) perpendiculaire au papier. En prenant un nouvel ordre z horizon
tal, les axes des x et des y passant par les pôles primitifs, on obtient 

pour l'harmonique représenté, qui se met facilement sous forme de sommes d'har
moniques du troisième ordre, du premier et du troisième type. 

Les mêmes axes ont été pris pour la Pl. IX. 
La Planche de la page 235 représente une sphère, sur laquelle la densitéj est re

présentée par l'harmonique du premier ordre G\x, et change de signe à l'équateur. 
Ce potentiel intérieur est 

les surfaces équipotentielles sont toutes fermées, leur prolongement serait tangent 
à l'axe des x à l'origine; en valeur absolue et suivant l'axe, le potentiel, nul au 
centre, croit jusqu'à la sphère, pour décroître ensuite, en raison inverse du carré 
de la distance au centre; sa valeur maximum est 

par suite, l'induction (voir les Notes précédentes) à travers un cercle extérieur à 
a sphère de rayon x, à la hauteur z, est 

•1 [5v3 (cos3<p + s i a 3 cp ) — 3v(costp + sincp)] 

* TT/'[A X С ou | T W [ A X C , 

et la force f тс G y est constante et verticale ; à l'extérieur le potentiel est 

•fita 3С x "\ ou \TZa3С x 4S; 
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Les lignes de forces limitant lés cercles à travers l'induction, ^ъФ, ont alors 
pour équation 

Ф x 7Г TZ et C. 

La partie (parasite) de ces courbes à l'intérieur de la sphère serait tangente à 
l'axe des s, et les distances auxquelles elles coupent normalement l'axe des x 
sont en raison inverse de Ф. 

A l'intérieur, les lignes de forces sont verticales. 
La figure correspond à des valeurs de Ф égales à o, o,5, i , . . . , \ , [\,b, et à des va

leurs de V croissant par degrés égaux à o,5 de — 3 à -i- 3; si l'on suppose la con-
3 

stante С = — et qu'on prenne le rayon a de la sphère égal à 3 unités, dans la 
•i TZ 

figure il est de |- de pouce anglais. 
Dans la Pl. V, Maxwell ne s'est pas astreint à tracer les lignes de force suivant 

la règle du § 123; cette règle a été appliquée sur la Pl. Vbis (partie droite); 
les lignes de force portent un numéro qui, multiplié par 4^, donne l'induction à 
travers une surface limitée par la surface de révolution engendrée par cette ligne; 
on remarquera : i° la discontinuité des directions des lignes de force quand elles 
arrivent à la sphère; 2° la discontinuité de l'induction dans les mêmes circon
stances; la composante normale à l'intérieur n'est que la moitié de la composante 
normale à l'extérieur de la sphère; par conséquent, si l'on considère une calotte 
sphérique, l'induction à l'extérieur sera double de ce qu'elle est à l'intérieur; on 
pourra vérifier encore que la composante tangentielle de la force est continue, à 
l'intérieur et à l'extérieur; par conséquent, l'angle de la ligne de force et-de la 
normale à l'extérieur a une tangente moitié de l'angle intérieur correspondant. 

Cette distribution des lignes de force, qui correspond, comme on le verra plus 
loin, au cas d'une sphère aimantée uniformément, permet d'étudier la déforma
tion que subissent les lignes de force d'un champ électrique uniforme par la 
présence d'une sphère conductrice isolée; en effet, la distribution étudiée sur la 
sphère produit à son intérieur une force constante dirigée de haut en bas (en 
supposant la densité positive dans la moitié supérieure) et égale à 2; si donc on 
place cette sphère dans un champ électrique uniforme, où la force soit égale à 2, 
mais dirigée de bas en haut, la résultante sera nulle à l'intérieur; l'harmonique 
de premier ordre représente donc la distribution de l'électricité sur une sphère 
placée dans ce champ uniforme, et à l'extérieur, le potentiel et l'induction s'ob
tiendront en ajoutant le potentiel du champ V c = — чг, et l'induction 2irx 2 du 

champ sur un cercle de rayon au potentiel V, = et à l'induction \ s — - —, 

dus à la distribution sur la sphère; on a tracé en lignes ponctuées, sur la partie 
gauche de la figure, les horizontales équipotentielles de — юа+ю (leur distance 
est la moitié de l'unité de longueur choisie) et les verticales limitant les cy
lindres pour lesquels l'induction est !\TZ, 81:, OU pour lesquels la valeur de Ф 
est 1.2.3...; leur distance à l'axe est ^ Ф . 

En appliquant les méthodes détaillées dans les Notes précédentes, on construit 
des points pour lesquels le potentiel total et l'induction totale ont les valeurs * 
o, i , 2, 3. Les lignes de force, ainsi construites, sont bien normales à la sphère, 
et le numéro d'ordre de chacune donne la charge de la portion de la sphère qu'elle 
découpe. 
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P l . V bis. 



SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ HOMOFOCALES. 28З 

C H A P I T R E X . 

SURFACES DU DEUXIÈME DEGRÉ HOMOFOGALES (*). 

147. Soit l 'équat ion générale d'un système homofocal 

( \ x ~ Г 2 -s2 _ 
{ l ) X 2 - a * + W^TT* + )JZT^ - '' 

où X est un pa ramèt re variable que nous affecterons d'un indice sui
vant l 'espèce de surfaces considérées : ainsi nous prendrons X j poul
ies hyperboloïdes à deux nappes, X 2 pour les hyperbolo ïdes à une 
happe, et X 3 pour les ellipsoïdes. Supposons que l 'ordre 

a, X j , b, X 2 , c, X ; ) , 

soit celui des grandeurs croissantes de ces quant i tés . La quant i té a est 
introduite pour la symétr ie , mais dans tous nos résul ta ts nous suppo
serons a — o. 

Si l 'on considère les trois surfaces dont les paramèt res sont X 1 ? X 2 

et X 3 , on trouve, en é l iminant entre leurs équat ions , que la valeur de 
oc*, a leur point d'intersection, satisfait à l 'équat ion 

( 2 ) a?2(62 — a » ) ( c s — a * ) = ( X 2 — а*)(Ц — « 2 ) ( X 2 — a 2 ) . 

Les valeurs de y- et z1 s'obtiendraient par la permutation circulaire 
de a, b et c. 

En différentiant cette expression par rapport à X 1 ; on trouve 

(3) D X - X l • X 

Si dsx est la longueur de l'arc de la courbe d'intersection de X 2 et X 3 , 
qui est compris entre les surfaces X x et X 1 - h d\1} on a 

(') Cette étude est piùncipalement empruntée à l'Ouvrage si intéressant de 
G. LAMÉ : Leçons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces 
isothermes. Paris, 1857. 
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Le dénomina teur de cette fraction est le produit des carrés des 
demi-axes de la surface X t . 

Si nous posons 

(5) Щ = Ц - Ц , D1 = X » - Â Î , D8 = Â Î - X ? , 

et si nous faisons a — o, i l vient 

<hx D , D 3 

I l est facile de voir que D 2 et D 3 sont les demi-axes de la section 
centrale de À l 5 qu i est conjuguée du diamètre passant par le point 
donné , et que D 2 est parallèle à ds% et D 3 à ds3. 

Si nous substituons aux paramèt res Ai, л 2 , X3 leurs valeurs en fonc
tion de trois fonctions a, 0, y définies par les équat ions 

(8) dsy=- D 2 D 3 dz, dsi = - D 3 D t rfß, ds% =-Dx D 2 rfy. 
с s с 0 

14*8. Or, soit V le potentiel en un point quelconque a, ß, y : la 
force résul tante dans la direction de ds1 sera 

, dW _ dY dx _ dY с 
(9> 1 _ dst~ dx dsi~ da D 2 D 3 ' 

Puisque dsi, ds2 et ds3 sont perpendiculaires l 'un à l'autre, l ' in té
grale de surface sur l 'é lément superficiel dst, dss est 

. . D , . dY с Ü3Ü! D , D 2 7 Q t dY D? 
d o ) R А , Л , = - ^ ^ — — d? a~; = - ^ ^ ,/ß rfy. 

Considérons maintenant l 'é lément de volume compris entre les sur
faces a, ß, y et a -+- aa, ß + t/ß, Л -b <г/Л. I l y aura hui t de ces éléments, 
un dans chaque octant de l'espace. 

Nous avons t rouvé l ' intégrale de surface de la composante normale 
de la force (d i r igée vers l ' in té r ieur ) pour l 'é lément superficiel d é 
coupé sur la surface a par les surfaces ß et ß 4- <:/ß, y et Л н- г/Л. L ' i n -
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tégrale de surface pour l 'é lément correspondant de la surface a -f- dct, 
sera 

d\ Df , 0 . rf«V Df , , 0 , H— j d3 с/ѵ ч j—r —- dx dp dv, 
dx с ' ' «a 2 с 

puisque D j ne dépend pas de a. L ' in tégrale de surface pour les deux 
faces opposées de l 'élément de volume sera la somme de ces quant i t és , 
soit 

d2Y D 2 

- 7 - • — d-j. «'S d'f. 
« x 2 с 1 ' 

De même, les intégrales de surface pour les deux autres couples de 
faces opposées seront 

d*V D 2 , ;a , d*\ Щ . 7 0 , 
-7/7; an. d[i «v et —7-7 — 1 a a a i d-[. 
a ß 2 с ' ' «v 2 с 1 ' 

Ces six faces comprennent un élément dont le volume est 

et si p est la densité de volume dans cet é lément , nous trouvons, en 
vertu du § 77, que l ' intégrale prise sur la surface totale de cet é lé
ment, augmentée de la quant i té d 'électr ici té qui y est comprise m u l 
tipliée par [\TI, est égale à zéro, ou, en divisant par da, d§, âfy, 

, , ^ Ѵ ^ , <>»V n , ^ V n , . Df D 2 D 2 

( n ) • Df -h т б Г D5 + Щ -f- 4*p ——; = o. 
v ' da2 dp2 " G Y 2 c J 

Telle est la forme que prend en coordonnées elliptiques l 'équat ion de 
Laplace généralisée par Poisson. 

Si p = 0 , le qua t r i ème terme s'annule, et l 'équation équivaut à celle 
de Laplace. 

Pour la discussion générale de cette équat ion , on renvoie le lecteur 
à l'ouvrage de Lamé cité plus haut. 

149. Pour dé terminer les quant i tés a, S, y, on peut les mettre sous 
forme d' intégrales elliptiques ordinaires, en introduisant les angles 
auxiliaires Ѳ, cp et ф; on a 

( 1 2 ) l i — b s inô, 

(13) X 2 = / с 2 s i n 2 c p -+- 62cos2cp, 

( 1 4 ) ) v 3 = с sect};. 
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Si l 'on pose b — /с, et A - 2 -h /с ' 2 — i , en appelant к et k' les deux mo
dules complémenta i res du système homofocal, on trouve 

f ° db 
i5) ' a = / - — — , 

intégrale elliptique de première espèce, que l 'on peut écr i re suivant 
la notation habituelle : F (A,Ö). 

De m ê m e , on a 

(16) . ß - Г f—rl-^ - - ^ . т ) . 

où F (A') est la fonction complète pour le module k', 

(17) 

I c i a est Qguré comme fonction de l'angle 0, qui , par suite, doit ê t re 
une fonction du pa ramèt re \t; ß, comme une fonction de «p, et par suite 
de X2 ; et y, comme une fonction de ou de X 3. 

Mais ces angles et ces paramèt res peuvent ê t re regardés comme 
fonctions de a, ß, y. Les propr ié tés de ces fonctions inverses, et d'autres 
qui en dépendent , sont développées dans le Tra i té de M . Lamé sur 
cette question. 

I l est aisé de voir que les pa ramèt res , é tant des fonctions p é r i o 
diques des angles auxiliaires, doivent ê t re des fonctions pér iodiques 
de a, ß et y. La pér iode de X t et de X3 est 4F(/c), celle de X2 est 2¥(k'). 

Solutions particulières. 

150. Si V est une fonction l inéaire de a, ß , y , l 'équat ion est satis
faite. Donc nous pouvons dédui re de l 'équation la distribution de l 'é
lectr ici té sur deux surfacesconfocales de même famille, maintenues à 
des potentiels constants, et le potentiel en un point quelconque de l'es
pace compris entre ces surfaces. 

Hyperboloïdes à deux nappes. 

Si a est constant, la surface correspondante est un hyperboloïde à 
deux nappes. Supposons que le signe de a soit le même que celui de 
x sur la nappe que nous considérons. Nous pourrons ainsi n 'é tudier 
qu'une seule nappe à la fois. 
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Soient a t et a2 les valeurs de a pour deux nappes par t icul ières appar
tenant au même hyperboloïde ou à des hyperboloïdes différents, et 
soient V i et V 2 les potentiels auxquels elles sont maintenues. Alors, si 
nous posons 
t v « і Ѵ > - ^ Ѵ і + а ( Ѵ і - Ѵ » ) 
( l о ) V = ? a, — a 2 

les conditions seront satisfaites sur les deux surfaces et dans tout l'es
pace in te rmédia i re . Si nous faisons V constant et égal à V t pour tout 
l'espace situé au delà de la surface ац, V constant et égal à V 2 pour 
tout l'espace situé au delà de la surface a 2, nous aurons la solution 
complète dans ce cas particulier. 

La force résul tante en un point quelconque de l'une ou l'autre des 
nappes est 

(N дѴ d% 

^ R L = - Й; = - ~оЧ tu 
ou 

(20) R I ^ -
a 2 

D.D* 

Si pi est la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 
en un point quelconque de la surface, et si P t est le produit des demi-
axes de la surface, on a 

i ) 1 D s D 8 = P „ 
d'où l 'on t ire 
/ \ R Vi — V a cpi 
(21) Ri = — 7Г v > 

scj — зс 2 r 1 

c'est-à-dire qu'en un point quelconque de la surface la force résul tante 
est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 
tangent. La densité superficielle a se dédui t de l 'équat ion 

(22) = R . 

La quant i té totale d'électricité r épandue sur le segment in tercepté 
sur une des nappes de l 'hyperboloïde par le plan dont l ' équa t ion est 
x — a, est 

(23) q = S.Yinh 

La quant i té r épandue sur la total i té de la nappe infinie est donc 
infinie. 

Les formes limites de la surface sont les suivantes : 
i° Pour uz=.F(k), la surface est la partie du plan des xz, qui est 
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si tuée du côté positif de la branche positive de l'hyperbole ayant pour 
équa t ion 

(24) 
6 2 С2 — Ы 

2° Pour a — o, la surface se r édu i t au plan des yz. 
301 Pour — F ( a ) , la surface se r édu i t à la partie du plan des 

ÛCZ qu i est du côté négatif de la branche négat ive de l'hyperbole dont 
i l a été par lé plus haut. 

Hyperboloide à une nappe. 

En faisant ß constant, nous obtenons l 'équat ion de l'hypei^boloïde à 
une nappe. Les deux surfaces qui l imitent le champ électr ique doivent 
donc appartenir à deux hyperboloïdes différents. Pour tout le reste, 
l ' é tude est la môme que pour les hyperboloïdes à deux nappes; quand 
la différence des potentiels est donnée, la densité en un point quel
conque de la surface est proportionnelle à la perpendiculaire abaissée 
du centre sur le plan tangent, et la quant i té totale répandue sur la 
nappe infinie est infinie. 

Les formes limites de la surface sont les suivantes : 
i° Quand ß = o , la surface est la partie du plan des xz comprise 

entre les branches de l'hyperbole dont l 'équat ion a été donnée plus 
haut ( 2 4 ) . 

2° Quand p r r : F ( / f ' ) la surface est la partie du plan des xy ex té 
rieure à l'ellipse homofocale dont l 'équat ion est 

( a 5 ) — ~ H •— TT, = I • 
4 ' с2 — о2 

Ellipsoïdes. 

Y est constant pour un ellipsoïde donné. Si deux ellipsoïdes Yi et 
y 2 sont maintenus à des potentiels Vj et V 2 , nous avons en un point 
quelconque y de l'espace in te rmédia i re 

I l j2 

La densité superficielle en un point quelconque est 

r - 1 V | — Ѵ З CP* 

où p3 est la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent, et 
P 3 le produi t des demi-axes. 
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La charge totale d 'é lectr ic i té r épandue sur l'une ou l'autre des deux 
surfaces est donnée par 

( 2 8 ) Q 2 = = C X » Z Z Z ? = _ Q 

Yi—Y» 
cette charge est finie. 

Si Y = F ( / C ) , la surface de l 'ell ipsoïde est à l ' inf ini dans tous les 
sens. 

Si l 'on fait V 2 = о et Л 2 = F ( / r ) , on trouve pour la quant i té d 'é lec
t r ic i té qui charge un ellipsoïde maintenu au potentiel V au mil ieu 
d'un champ indéfini 

La forme l imite de l 'ellipsoïde se présente quand 7 = 0 ; alors la 
surface se rédui t à la partie du plan des xy in té r ieure à l'ellipse ho-
mofocale dont l 'équat ion a été donnée plus haut ( 2 6 ) . 

La densité superficielle sur chacune des faces du plateau elliptique 
représenté par l 'équat ion ( 2 6 ) et dont l 'excentr ic i té est к est 

Cas particuliers. 

151. Si с reste fini, tandis que b et par suite к décroissent j u squ ' à 
devenir finalement nuls, le système de surfaces se transforme de la 
manière suivante : 

L'axe réel et l 'un des axes imaginaires de chacun des hyperboloïdes 
ù deux nappes décroissent indéfiniment, et, à la l imi te , la surface se 
r édu i t à deux plans se coupant suivant l'axe des z. 

La quan t i t é a devient identique à Ѳ, et l 'équat ion des plans m é r i 
diens auxquels se rédu i t le premier système est 

/ о ч X* y* 
(З2) J -sin 2 a cos2 a 

Pour la quan t i t é ß, si nous employons la définition donnée à l 'équa
t ion ( 7 ) (§ 147), nous trouvons une valeur infinie de l ' intégrale pour 
la l imite infér ieure . Afin d 'évi ter cette difficulté, nous définirons ß, 

Tr. d'Èlectr. et de Magn., I . 19 
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dans ce cas particulier, comme étant la valeur de l ' in tégrale 

, c cdk* f 
• Л . 

Si maintenant nous faisons X 2 — с sincp, S devient 

Et si nous désignons la quan t i t é exponentielle ~(e$ + e~P) sous le 
nom de cosinus hyperbolique, ou, plus br ièvement , (Vhypocosinusde 
ß ( o u c o s h ß ) , et la quan t i t é { ( e ß — e - ß ) sous le nom àliyposinus 
ou s i n h ß , et si , de même , nous employons d'autres fonctions du 
m ê m e genre analogues aux fonctions t r igonomét r iques ordinaires, 
X 2 = с s e c h ß , et l ' équat ion du système d 'hyperboloïdes à une nappe est 

(35) * 2 - ^ 2 £? _ c . 
K ' ( s e c h ß ) 2 ( t a n g h ß ) 2 ° ' 

La quant i té Y se r édu i t à de sorte que X 3 — ccosécy , et l 'équat ion 
du système d'ell ipsoïdes est 

(36) , / 4 = C 2 . 
4 sec2Y tan g 2 y 

Les ellipsoïdes de ce genre, qui sont des figures de révolut ion au
tour de leurs axes conjugués , sont appelés ellipsoïdes planétaires. 

La charge é lec t r ique d'un ellipsoïde planétai re maintenu au poten
t ie l V au mil ieu d'un champ indéfini est 

(37) ' Q = CT~7,' 

тг-Y où csécY est le rayon equatorial, et ctangY le rayon polaire. 
Si Y = o, la figure est un disque circulaire de rayon c, et 
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152. Deuxième cas. — Soit b — с ; alors к •= i et k' = o. 

It - I - 20 
a = log tang — - , 

4 
d 'où 
(4o) Лі = с tang h a, 

et l ' équat ion des hyperboloïdes de révolut ion à deux nappes devient 

(40 tangh 2a s é c h 2 a 

La quan t i t é (3 se r édu i t à <p, et chacun des hyperboloïdes à une 
nappe se r édu i t à un couple de plans se coupant suivant l'axe des x, 
et ayant pour équat ion 

C'est un système de plans mér id iens où (3 est la longitude. 
La quan t i t é y, définie comme à l 'équat ion (7) du § 1 1 7 , devien

drait infinie à la l imi te infér ieure : pour éviter cette difficulté, nous 

la définirons comme étant la valeur de l ' in tégrale / r - = — • 

Si donc nous posons X 3 — c s é c ^ , nous trouvons 

d'où X 3 = с cot h y, et l ' équat ion de la famille d'ell ipsoïdes est 

I- = с2. 
v ' cot h 2 Y coséch 2 Y 

Ces ellipsoïdes, dans lesquels l'axe de révolut ion est l'axe transverse, 

sont appelés ellipsoïdes en œuf. 
La charge électr ique d'un ellipsoïde en œuf maintenu au poten

t iel V au mil ieu d'un champ indéfini est dans ce cas, d 'après l ' équa
t ion (29) , 

(44) Л 

où с séc^o est le rayon polaire. 
Si nous désignons par A le rayon polaire, par В le rayon equatorial, 
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le résul ta t p récéden t devient 

v / A 2 — B 2 

(45) 
, A Ч- \ / A 2 — В 2 

log g 

Si le rayon equatorial est très petit, comparativement au rayon po
laire, comme dans un fi l dont les bouts seraient arrondis 

AV 
(46) ç log2A— logB 

Si b et с s'annulent, leur rapport restant fini, le système de surfaces 
se r édu i t à deux systèmes de cônes confocaux, et un système de sphères 
dont le rayon est inversement proportionnel à Y . 

Si le rapport de H с est zéro ou un, le système de surfaces se ra
mène à un système de plans mér id iens , un système de cônes droits 
ayant l'axe commun, et un système de surfaces sphér iques concen
triques, dont le rayon est inversement proportionnel à 4. C'est le sys
tème ordinaire des coordonnées polaires sphér iques . 

Surfaces cylindriques. 

153. Quand с est inf ini , les surfaces sont des cylindres dont les gé
néra t r ices sont parallèles à l'axe des z. 

L'un des systèmes de cylindres est hyperbolique : c'est celui auquel 
se réduisent les hyperboloïdes à deux nappes. Comme pour с — oo , 
к = о et par suite Ѳ = a, l 'équat ion de ce système doit ê t re 

r 2 y 2 
(47) -.-z = №. 

sin 2 a cos 2 a 

L'autre système est elliptique, et, puisque pour к — о, ß se rédui t à 

ou X 2 = b cos h ß, 

l 'équat ion de ce système est 

x* y2 ' 
( 4 8 ) c o s h 2 ß + s i n A 2 ß = Ь К 

Ces deux systèmes sont représentés à la Pl. X. 

Paraboloïdes confocaux. 

154. Si, dans l 'équat ion générale , on transporte l 'origine des coor-
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P l . X . 

Ellipses et hyperboles confocales. 
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données en un point quelconque de l'axe des x, à une distance t du 
centre, et si à x, X, b et с on substitue t -t- x, £ + X, t + b et t -f- c, 
puis que l 'on fasse cro î t re t indéfiniment, on obtient, à la l imi te , l 'équa
t ion d'un système de parabolo ïdes dont les foyers sont les points 
x — b et x — c, et dont l 'équat ion est 

( 4 9 ) 4 < * - A ) + 5 ^ 5 + TÊTC=O-

Si l 'on appelle le pa ramè t re variable X pour le premier système de 
parabolo ïdes elliptiques, jx pour les paraboloïdes hyperboliques, et v 
pour le second système de paraboloïdes elliptiques, on aura, dans 
l'ordre des grandeurs croissantes : X, b, [x, с, v et 

Pour éviter les valeurs infinies des intégrales ( 7 ) , on prend dans 
d'autres limites les intégrales correspondantes du système de parabo
loïdes. 

On pose dans ce cas 

Si & — с, on a le cas des paraboloïdes de révolution autour de l'axe 
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des x, et 
( aa= a(e 2*— e2Y), 

(53) ) y = 2,ae*+ycos$, 
( я = 2 a e a + Y s i n ß. 

Les surfaces pour lesquelles ß est constant sont des plans passant 
par l'axe et faisant un angle ß avec un plan fixe passant par l'axe. 

Les surfaces pour lesquelles a est constant sont des parabolo ïdes 
confocaux. Si a = — oo , le parabolo ïde se r édu i t à une ligne droite 
s 'ar rê tant à l 'origine. 

Nous pouvons aussi trouver les valeurs a, ß, y en fonction de r, 
Ѳ et tp, coordonnées polaires sphér iques rappor tées au foyer comme 
origine, et à l'axe des paraboles comme axe de la sphère 

a = l o g ( r 2 cos-g-ô), 
ß=cp, 

i 
Y = l o g ( r 2 s in |6 ) . 

Nous pouvons comparer le cas où le potentiel est égal à « à l'har
monique solide zonal r'Q,-. Tous deux satisfont à l 'équat ion de Laplace 
et sont des fonctions homogènes de oc, y, z\ mais, dans le cas qu i se 
dédui t des paraboloïdes , i l y a une discont inui té sur l'axe, et i l n'existe 
point de différence finie entre zéro et la valeur de i. 

La densité superficielle sur un paraboloïde électrisé placé au mil ieu 
d'un champ indéfini (y compris le cas d'une ligne droite s 'é tendant à 
l ' inf in i dans une direction) est inversement proportionnelle à la racine 
car rée de la distance au foyer ou, dans le cas d e l à ligne droite, de la 
distance à l ' ext rémité de la ligne. 
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C H A P I T R E X L 

THÉORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES ET DE L'INVERSION 
ÉLECTRIQUE. 

155. Nous avons déjà mont ré que, quand une sphère conductrice est 
soumise à l'influence de charges é lect r iques d is t r ibuées d'une ma
niè re dé t e rminée , la dis t r ibut ion de l 'électr ici té à la surface de cette 
sphère peut ê t re dé te rminée par la mé thode des harmoniques sphér iques . 

A cet effet, on développe le potentiel du système agissant en une 
sér ie d'harmoniques solides de degré positif ayant pour origine le 
centre de la sphère , et l 'on trouve alors une série correspondante 
d'harmoniques solides de degré négatif, qui représente le potentiel dû 
à l 'é lectr isat ion de la sphère . 

A u moyen de cette puissante méthode d'analyse, Poisson réussi t à 
dé t e rmine r l 'é lectr isat ion d'une sphère soumise à l'influence d'un 
système é lec t r ique donné , et résolut même le problème plus difficile 
de la distr ibution sur deux sphères conductrices en présence l'une de 
l 'autre. Ces é tudes ont été poursuivies en détai l par Plana et par 
d'autres, qui ont confirmé l'exactitude des résul ta ts de Poisson. 

Si l 'on applique cette mé thode au cas le plus é lémentai re , celui 
d'une sphère soumise à l'action d'un point électrisé unique, i l faut 
développer le potentiel dû à la charge de ce point en une série d'har
moniques solides, puis dé te rmine r une deuxième série d'harmoniques 
solides qui représen ten t le potentiel ex tér ieur dû à l 'électrisation de 
la sphère . 

I l ne semble pas qu'aucun des mathémat ic iens nommés ci-dessus 
ait r e m a r q u é que cette seconde série représente le potentiel dû à un 
point électrisé imaginaire : ce point n'a pas d'existence physique, 
en tant que point électr isé, mais i l peut ê t re appelé une image élec
trique, car Faction de la surface sur les points extér ieurs est la même 
que produirai t le point électrisé imaginaire si l 'on enlevait la surface 
sphé r ique . 

Cette découver te para î t avoir été réservée à Sir W i l l i a m Thomson 
qu i en a fait sortir une méthode d'une grande puissance pour la solu
t ion des prob lèmes électr iques , susceptible d 'être présentée sous une 
forme géomét r ique é lémenta i re . 
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Dans les travaux originaux, publ iés dans le Cambridge and Dublin 
Mathematical Journal de i848, i l emploie les expressions de la 
théor ie ordinaire des attractions à distance, et ne se sert pas de la 
méthode des potentiels n i des théorèmes généraux du Chapitre I V , 
qu i cependant ont probablement conduit à ces découver tes . A u l ieu de 
suivre la marche de l'auteur, je ferai couramment usage de la notion 
du potentiel et des surfaces équipotent ie l les , toutes les fois que l 'ex
position pourra ê t re rendue plus claire par ce p rocédé . 

Théorie des images électriques. 

156. Soient A et В {fig. 7) deux points dans un mil ieu d ié lec t r ique 
uniforme s 'é tendant à l ' inf in i : soient et et e% les charges respectives 
de A et В ; soit P un point de l'espace dont les distances à A et à В 
sont ri et r2. La valeur du potentiel en P sera 

A'I ГГ 

Les surfaces équipotent ie l les dues à cette distr ibution é lec t r ique 
sont représentées à la Pl. I (p. 187) quand les charges et et e2 sont de 

m ê m e signe, à laPl.II (p . 189) quand elles sont de signes contraires. 
Considérons maintenant la surface pour laquelle V —. o, qui est la 
seule surface sphér ique du système. Si les charges e^ et e2 sont de 
même signe, cette surface est tout ent ière à l ' inf ini ; si elles sont de 
signes contraires, i l y a, à distance finie, un plan ou une surface sphé
rique où le potentiel est égal à zéro. 

L 'équat ion de cette surface est 

' 1 '2 

et son centre est en un point С situé sur le prolongement de A B , et 
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tel que 
AC _ e\# 

ВС ~ e\' 
le rayon de cette sphère est 

Les deux points A et В sont deux points réc iproques par rapport à 
cette sphère , c 'est-à-dire qu'ils sont si tués sur le même rayon, et que 
le rayon est une moyenne proportionnelle entre leurs distances au 
centre de la sphère . 

Puisque cette surface sphér ique est au potentiel zéro, rien ne sera 
changé dans le potentiel d'aucun point in té r ieur ou ex tér ieur , si nous 
supposons cette surface formée d'une couche mince de méta l et mise 
à la terre; les actions électr iques resteront partout celles qui sont 
dues aux deux points électrisés A et B . 

Si maintenant, laissant l'enveloppe métal l ique reliée à la terre, nous 
enlevons le point B , le potentiel deviendra zéro pour tous les points 
in té r i eu r s à la sphère , mais i l restera le même pour tous les points ex
té r i eu r s . En effet la surface de la sphère reste au même potentiel que 
p récédemment , et aucun changement n'a été appor té dans les charges 
élect r iques extér ieures à cette sphère . 

Donc, si un point électrisé A est placé à l ' extér ieur d'une sphère 
. conductrice maintenue au potentiel zéro, l'action é lect r ique sur tous 

les points extér ieurs à la sphère est la même qui serait due au point A 
et à un autre point В in té r ieur à la sphère , que l'on peut appeler 
l'image é lect r ique du point A . 

157. Définition d'une image électrique. — Une image électr ique 
est un point ou un système de points électrisés, situé d'un côté d'une 
surface, et produisant de l'autre côté de cette surface une action élec
trique identique à celle qui est due à la charge effective de cette sur
face. 

En Optique, on appelle image virtuelle un point ou un système de 
points situés d'un côté d'un miro i r ou d'une lentille, qu i , s'il existait 
réel lement , émet t ra i t le système de rayons qui existent effectivement 
de l'autre côté du miro i r ou de la lentil le. 

Les images électr iques correspondent aux images virtuelles de 
l 'Optique, en ce qu'elles se rapportent à l'espace situé au delà de la 
surface. Mais elles ne leur correspondent pas en position, n i même 
dans le rôle simplement approximatif des foyers optiques. 

I l n'y a point d'images électr iques réelles, c 'est-à-dire de points 
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électrisés imaginaires qui produiraient, dans la région si tuée du côté 
de la surface électrisée où ils sont eux-mêmes , un effet équivalent à 
celui de cette surface électr isée. 

Car si, dans une certaine région de l'espace, le potentiel est le même 
qui serait dû à une certaine charge é lect r ique située dans cette région, 
i l ne peut ê t re dû qu 'à cette charge même existant en réal i té . En 
fait, la charge en un point peut se dédu i re du potentiel aux environs 
de ce point, au moyen de l 'équat ion de Poisson. 

Soient 

a le rayon de la sphè re ; 
/ la distance du point électrisé A au centre С ; 
e la charge de ce point. 

Alors l'image du point est si tuée en B , sur le même rayon de la 

sphère , et à une distance y; la charge de l'image est — e j> 

Nous avons mon t r é que cette image produit , de l'autre côté de la 
surface, le même effet que la charge effective de la surface. Nous allons 
maintenant dé te rmine r la densité superficielle de cette charge, en un 

point quelconque P de la surface sphér ique : à cet effet, nous ferons 
usage du théorème de Coulomb ( § 8 0 ) , que si R est la force résul tante 
et a la densi té superficielle à la surface d'un conducteur, 

R = ^Tza, 

R étant mesuré en s 'éloignant de la surface. 
Nous pouvons considérer R comme la résul tante de deux forces, 

une répulsion ~ — agissant suivant A P , et une attraction e ^ — ~ sui-
AP" J PB 

vant PB. 
Décomposant ces forces dans les directions de AC et CP, nous 

trouvons : 
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Pour les composantes de la répulsion, 

ef —T— suivant AG, ea - T — suivant CP; 
АР AP 

pour les composantes de l 'attraction, 

— - j —--7 ВС suivant AC, — e~ — — suivant CP. 
J BP J BP 

Or BP — j A P et ВС —~у> ^е s o r t e 4 u e l e s composantes de l'at

traction peuvent s 'écrire 

T . ef* I 
— ef - — suivant AC, — suivant CP. 

АР a AP 

Les composantes de l 'attraction et de la répulsion suivant AC sont 
égales et opposées : la force résul tante est donc ent iè rement dir igée 
suivant le rayon CP. Ce résul ta t ne fait que confirmer ce que nous 
avions déjà é tab l i , à savoir que la sphère est une surface équ ipo
tentielle, c 'est-à-dire une surface à laquelle la force résul tante est tou
jours perpendiculaire. 

La force résul tante mesurée suivant la normale CP à la surface, et 
comptée vers le côté de la surface où se trouve le point A, est 

(3) „ / ' . 
AP 

Si A est pris à l ' in tér ieur de la sphère , j est plus petit que a, et i l 
faut compter R vers l ' in tér ieur . On a donc, dans ce cas, 

(4) R = — e — - — 
a A p 

Dans tous les cas, on j>eut écr ire 

/кч T > AD Ar/ i 
(5) R = — e G P A V 

où A D et A d sont les segments in terceptés par la sphère sur une ligne 
quelconque passant par A , segments dont le produit doit toujours être 
compté positivement. 

158. De là résul te , par le théorème de Coulomb (§ 80) que la 
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densi té superficielle cr au point P est 

AT).Ad i 
(6) <x = — e 

La densi té é lectr ique en un point quelconque de la sphère est en 
raison inverse du cube de sa distance au point A . 

L'effet combiné de cette dis t r ibut ion superficielle et du point A est 
de produire : du côté de la surface où est s i tué le point A , un poten
tiel équivalent à celui qui est dû à la charge e placée en A et à son 

image — -j. en В ; de l'autre côté d e l à surface, le potentiel est nul en 

tous les points. Donc l'effet de cette distr ibution superficielle prise en 
elle-même est de produire : du côté de A , un potentiel équivalent à celui 

• • вес 
qui est dû à l'image -r placée en B ; et du côté opposé, un poten-

t/ 

t iel égal et de signe contraire à celui qui est dû à la charge e placée en A . 
La charge totale répandue sur la surface de la sphère est év idem-

cet • 
ment — — ? puisqu'elle est équivalente à la charge de l'image B . 

Nous arrivons ainsi aux théorèmes suivants relatifs à l 'action d'une 
charge d'électrici té répandue sur une surface sphér ique , de façon que 
la densi té superficielle soit en raison inverse du cube de la distance à 
un point A extér ieur ou in té r ieur à la sphère . 

Supposons la densité donnée par l 'équat ion 

(7) a = = ï > 
AP 

où С est une quant i té constante. D'après l 'équat ion (6 ) , 

A D . A d 
(8) C= — e . 

4 TZ a 

L'action de cette distribution superficielle sur un point séparé de A 
par la surface est égale à celle d'une charge é lect r ique — e, ou 

4тса С 
ADTÂrf' 

concentrée en A . 
Son action en un point quelconque situé du m ê m e côté de la surface 

que A est égale à celle d'une quan t i t é d 'électr ici té 

4т :Са 2 

/ . A D . Ad' 

concentrée au point B , image de A . 
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La quan t i t é totale d 'électr ici té r épandue sur la sphère est égale à la 
p r emiè re de ces quan t i t és si A est in té r ieur , à la seconde si A est ex
té r i eu r à la sphère . 

Ces propositions ont été établies par Sir W i l l i a m Thomson, dans 
ses p remiè res recherches géométr iques relatives à la distribution de 
l 'é lectr ici té dans les conducteurs sphér iques : le lecteur devra s'y re
porter. 

159. Si un système, pour lequel la distr ibution électr ique est con
nue, est placé dans le voisinage d'une sphère conductrice de rayon a, 
que l 'on maintient au potentiel zéro en la mettant à la Terre, les 
charges dues aux différentes parties du système se superposent. 

Soient A j , A 2 , . . . les points électrisés du système, fu / 2 , . . . leurs 
distances au centre de la sphère , el} e2, . . . , leurs charges. Les images 
B j , B 2 , . . . de ces points seront situées sur le même rayon que ces 

points eux-mêmes , et à des distances -f, ~, . . . du centre de la 

sphère : leurs charges seront 

a a 
— e l T , - e r / , 

/ 1 / 2 

A l ' ex tér ieur de la sphère , le potentiel dû à la distr ibution superfi
cielle sera le même qui serait produit par le système des images B 4 , 
B 2 , . . . . Ce système est appelé, par suite, l'image é lect r ique du sys
tème A j , A 2 , . . . . 

Si , au l ieu d 'ê t re au potentiel zéro, la sphère est au potentiel V , i l 
faut encore superposer une couche répandue sur sa surface extér ieure 
avec la densi té superficielle uniforme 

V 
a = 

L'effet de cette couche sur tous les points extér ieurs à la sphère 
sera égal à celui d'une quan t i t é d 'électr ici té "V a placée au centre; en 
tous les points in té r ieurs , le potentiel sera simplement augmenté de V. 

La charge totale de la sphère due au. système de points agissants 
extér ieurs A t , A 2 , . . . , est 

(9) E = Va — ej — —e2 -r 
/ 1 / 2 

d'où l 'on peut t irer soit la charge E, soit le potentiel V , suivant que 
l 'un ou l'autre est donné . 

Si le système électrisé est in té r ieur à la surface sphér ique , la charge 



THEORIE DES IMAGES ÉLECTRIQUES. ЗоЗ 

induite sur la surface est égale et de signe contraire à la charge i n 
ductrice, ainsi que nous l'avons démont ré pour toute surface fermée 
soumise à l 'action de points in té r i eurs . 

160 (*). U n point électrisé e placé à une distance / du centre plus 
grande que le rayon a de la sphère , et la charge de la surface s p h é 
rique due tant à l'influence du point électrisé qu 'à la charge propre 
de la sphère , exercent l 'un sur l'autre une action mutuelle dans la
quelle l 'énergie est 

„ Ее i 
0 о) M = —. 

où V est le potentiel et E la charge de la sphère . 
La répulsion entre le point électrisé et la sphère est donc, d 'après 

le § 92, 

Par suite la force qui s'exerce entre le point et la sphère est toujours 
une attraction dans les cas suivants : 

i° Quand la sphère n'est pas isolée ; 

(') Cette discussion sera peut-être plus facile à comprendre, si l'on considère 
le problème comme un exemple à l'appui du n° 86. Supposons que ce qu'on ap
pelle point électrisé soit en réalité un petit conducteur sphérique, de rayon b et 
de potentiel v. On a ainsi un cas particulier du problème des deux sphères, dont 
une solution a déjà été donnée au § 146 et dont une autre sera donnée au § 173. 
Dans le cas actuel, le rayon b est si petit que l'on peut regarder la charge du 
petit conducteur comme distribuée uniformément sur sa surface, et l'on peut 
négliger les images électriques du petit conducteur, sauf la première. 

On a ainsi 
„ P P 

a f 

E + e-, 
f ea e 

v — ^ h - • 
/ p - a ' ^ b 

L'énergie du système est donc ( § 85 ) 

W Е е e* Г i a3 1 

2 « + T + 2 i l 7ч72— J" 
Au moyen de l'équation précédente, on peut aussi exprimer l'énergie en fonction 
des potentiels; ce qui fait, à la même approximation, 

а V 2 i / . ab1 \ n ab 
H - 6 + -y- :. )v2

 T ve. 
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2° Quand elle n'a pas de charge; 
3° Quand le point électrisé est t rès voisin de la surface. 
Pour que la force soit répuls ive , i l faut que le potentiel de la sphère 

soit posit if et plus grand que e ^ % _ а Ъ у > et que la sphère ait une 

charge de m ê m e signe que e et plus grande que e -Jj^ 2~r^-' 

A u point d ' équi l ib re , l ' équi l ibre est instable, la force devenant une 
attraction si les corps sont rapprochés , une répuls ion s'ils sont plus 
éloignés. 

Si le point électrisé est in té r ieur à la surface sphér ique , la force qui 
agit sur l u i va toujours en s 'éloignant du centre de la sphère, et elle a 
pour valeur 

La densi té superficielle au point de la sphère le plus rapproché du 
point électr isé, quand ce point est ex tér ieur à la sphère, est 

. . T Г , . f-\- a T I Г « 2 ( 3 / — a ) l 

La densi té au point de la sphère le plus éloigné du point électrisé 
est 

f Гч7 a(f—a)~\ I Г a*(3 / -4-a)"l 
(13) a2 = -, г \Уа — е - - / ~ = E + e ' 

Lorsque la charge E de la sphère est comprise entre 

a*(3/~a) q » ( 3 / 4 - a ) 

JV-af /(/+«)» ' 

l 'é lectr isat ion est négat ive auprès du point électrisé, et positive sur la 
partie opposée. И y a une ligne circulaire qui sépare les parties de la 
surface électrisées positivement et négat ivement , et cette ligne est une 
ligne d ' équ i l ib re . 

Si 

(14) " " E = ea 1 1 

la surface équipotent iel le qu i coupe la sphère suivant la ligne d 'équi
l ibre est une sphère dont le centre est au point électrisé, et dont le 
rayon est égal à y / / 2 — a 2 . 

Les lignes de force et les surfaces équipotentiel les correspondant à 
ce cas sont données à la Pl. IV. 
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Images dans une surface plane conductrice indéfinie. 

161. Si les deux points électrisés A et В du § 156 sont chargés de 
charges électr iques égales et de signes contraires, la surface de poten
t ie l zéro sera un plan dont tous les points sont également distants de 
A et B . 

Si donc A est un point électrisé dont la charge est e, et A D une 
perpendiculaire au plan; que sur A D prolongé on prenne un point В 
tel que A D = : D B , et que l 'on place en В une charge — e, cette charge 
placée en В sera l'image de A ; elle produira, sur tous les points situés 
du même côté que A par rapport au plan, un effet identique à celui 

Fig. 8. 

de la charge actuelle de ce plan. En effet, du côté de A , le potentiel dû 
à A et В satisfait aux conditions que V 2 V = о en tous les points sauf A , 
et que Ѵ = о dans le plan. Or i l n'y a qu'une forme de V qui puisse 
satisfaire à ces conditions. 

Pour dé te rminer la force résul tante en un point P du plan, obser

vons qu'elle est la résu l tan te de deux forces égales chacune à 
AP 

agissant l'une suivant A P , et l'autre suivant PB. Donc la résu l tan te 
de ces forces est dir igée paral lè lement à A B , et est égale à 

e A B 

A P 2 Ä P ' 

r Donc la force résul tante R, mesurée depuis la surface vers la partie 
de l'espace où est si tué le point A , est 

( i5) R = 

Tr. d'Électr. et de Magn., I . 

2e A D 

AP 
3 0 
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et la densi té au point P est 
e.AD 

(16) cr = = r 
2ТГ.АР 

De l'inversion électrique. 

162. La mé thode des images électr iques conduit directement à une 
mé thode de transformation au moyen de laquelle on peut dédui re 
d'un p rob lème dont la solution est connue la solution d'un nombre 
quelconque d'autres prob lèmes . 

Nous avons vu qu'un point placé à la distance r du centre d'une 
sphère de rayon R a pour image un autre point si tué sur le même 
rayon à une distance r ' , telle que rr' — R 2 . Donc l'image d'un système 
de points, de lignes ou de surfaces se dédui t du système p r i m i t i f par 
la mé thode connue en Géométr ie sous le nom de méthode d'inversion, 
laquelle a été décr i te par Chasles, Salmon et d'autres mathémat ic iens . 

Fig- ci-

Si A et В sont deux points, A ' et B ' leurs images, par rapport au 
centre О d'une sphère d'inversion de rayon R, 

OA.OA' = R 2 = OB. OB'. 

Donc les triangles O A B , O A ' B ' sont semblables, et 

AB _ OA _ OB _ OA.OB 
A 'B ' ~~ OB' — OA' ~~ R2 

Si la quan t i t é d 'électr ici té e est placée en A , son potentiel sur В sera 

V = — AB . 

Si e' est placé en A ' , son potentiel en B ' sera 
e' 

V ' = . 
A 'B ' 

Dans la théor ie des images électr iques 

e OA _ R 
e' — R ~ OA' ; 



d 'où l 'on t ire 

(i7) 
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R 

З07 

V' ~~ OB 

c'est-à-dire que le potentiel sur В de la charge é lec t r ique de A est 
au potentiel sur l'image de В de l'image élect r ique de A comme R est 
à OB. 

Puisque ce rapport ne dépend que de OB et non de OA, le poten
t ie l sur В dû à un système quelconque de corps électrisés est au po
tentiel sur B ' dû à l'image de ce système dans le rapport de R à OB. 

Si r est la distance au centre d'un point quelconque A et r' celle de 
son image A ' ; si e est la charge de A , ete ' celle de A ' ; si L , S, К sont 
des éléments de longueur, de surface et de volume en A , L ' , S7, K ' 
leurs images en A ' ; si X, a, p, X', a', p' sont les densi tés l inéai res , su
perficielles et de volume correspondantes en ces deux points; si V est 
le potentiel en A dû au système pr imi t i f , et V le potentiel en A ' dû 
au système inverse, on a 

< i 8 ) ( i ) 

Si, dans le système pr imi t i f , une certaine surface est la surface d'un 
conducteur, et a par suite un potentiel constant P, son image dans le 

système t ransformé aura un potentiel P —, - Mais, en plaçant au centre 

d'inversion О une quant i té d 'électr ici té égale à — PR, le potentiel de 
la surface transformée est r édu i t à zéro . 

Si donc on connaî t la distr ibution é lec t r ique sur un conducteur 
isolé dans l'espace indéfini, et chargé au potentiel P, on peut trouver 
par inversion la distr ibution sur un conducteur dont la forme est 
l'image du premier, lorsque ce conducteur mis à la Terre est soumis 
à l'influence d'une charge — PR placée au centre d'inversion. 

(' ) Voir THOMSON et TAIT, Natural Philosophy, § 515. 
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163. Voici quelques théorèmes de Géomét r ie fort utiles lorsque l 'on 
é tudie les cas d'inversion. 

Toute sphère se transforme par inversion en une autre sphère , à 
moins qu'elle ne passe par le centre d'inversion, auquel cas elle se 
transforme en un plan. 

Si a et a! sont les distances au centre d'inversion des centres des 
deux sphères dont les rayons sont a et a', et si l 'on appelle puissance 
d'une sphère par rapport à un centre d'inversion le produit des seg
ments in terceptés par la sphère sur une ligne passant par le centre 
d'inversion, la puissance de la p remière sphère est a%— a2, et celle de 
la seconde est a'2— a'2. Nous avons dans ce cas 

^ "ä ~ a ~ a 2 — a2 ~ R 2 ' 

c 'est-à-dire que le rapport des distances des centres de la p remière et 
de la seconde sphère est égal au rapport de leurs rayons, et au rapport 
de la puissance de la sphère d'inversion à la puissance de la p remiè re 
sphère , ou au rapport de la puissance de la seconde sphère à la puis
sance de la sphère d'inversion. 

L'image du centre d'inversion par rapport à une sphère est le point 
inverse du centre de l'autre sphère . 

Dans le cas où les surfaces inverses sont un plan et une sphère, la 
perpendiculaire abaissée du centre d'inversion sur le plan est au rayon 
d'inversion comme ce rayon est au d iamètre de la sphère ; la sphère a 
son centre sur cette perpendiculaire, et passe par le centre d'inversion. 

Une circonférence se transforme en une autre circonférence, à 
moins qu'elle ne passe par le centre d'inversion ; elle devient alors 
une ligne droite. 

L'angle de deux lignes ou de deux surfaces à leur point d'intersec
t ion n'est point al téré par l ' inversion. 

Tout cercle qui passe par un point et par l'image de ce point prise 
par rapport à une sphère est orthogonal à cette sphère . 

Donc, tout cercle qui passe par un point et est orthogonal à la 
sphère passe par l'image du point. 

164. On peut, en appliquant la mé thode d'inversion, dédui re de la 
dis tr ibut ion uniforme à la surface d'une sphère isolée qui n'est soumise 
à aucune influencera distr ibution à la surface d'une sphère non isolée 
soumise à l'influence d'un point électr isé. 

Si le point électrisé est placé en A , on le prend comme centre 
d'inversion; et, s'il est placé à une distance j d e l à sphère de rayon a, 
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la figure inverse sera une sphère de rayon a', dont le centre est à une 
dis tance/ ' , avec les relations 

( 2 0 ) â = 7 = = 7 ^ ' 
Le centre de chacune de ces sphères correspond au point inverse de 

l'autre par rapport à A , c 'es t-à-dire que si G est le centre et В le point 
inverse de la p remière sphère , C' sera le point inverse et B ' le centre 
de la seconde sphère . 

Or soit e1 une charge é lec t r ique donnée à la seconde sphère , et non 
soumise à des forces extér ieures . Elle se distribuera un i fo rmément 
sur la sphère , avec une densi té superficielle 

(21) ë 

Son action sur tout point ex tér ieur à la sphère sera identique à 
celle d'une charge e' placée au centre B ' de la sphère . 

Sur la surface sphér ique et à l ' in tér ieur , le potentiel est une quan
ti té constante 

(22) P ' = -r 

Transformons le système : le centre B ' devient alors le point i n 

verse B , et la charge ë de B ' devient e'^j en B ; et en tout point sé

paré de В par la surface, le potentiel est celui qui est dû à cette 

charge placée en B . 
Le potentiel en un point quelconque P si tué sur la surface ou du 

même côté que В par rapport à cette surface, est dans le système 
t ransformé 

a' AP* 

Si maintenant on superpose à ce système une charge e placée en A , 
e é tant égal à 

(23) e = - 7 7 < R > 
CL 

le potentiel se rédui t à zéro sur la surface m ê m e et sur tous les points 
situés du même côté que B . Pour tous les points situés du même côté 
que A , le potentiel est le m ê m e qui serait dû à une charge e en A , 

et à une charge e'— située en B . 
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Mais « 

Ы) 
, R G! a 

e7'=-e7=-e7 
ainsi que nous l'avons v u plus haut, à propos de la charge de 
l'image B . 

Pour trouver la densi té en un point quelconque de la p r emiè re 
sphè re , nous avons 

(25) 
AP 

et, substituant à a' son expression en fonction de quant i tés apparte
nant à la p r e m i è r e sphère , nous trouvons la même valeur qu'au § 158 

(26) 
4тсаАР 

Sur les systèmes finis d'images successives. 

165. Si deux plans conducteurs se coupent sous un angle qui soit 
un sous-multiple de deux droits, i l y a un système d'images en 
nombre fini qu i dé te rmine complè tement la dis tr ibut ion. 

Soit, en effet, A O B une section des plans conducteurs normale à 

leur intersection, et soient A O B = - l'angle d'intersection, P le point 

électr isé, PO = r et РОВ = Ѳ. Menons un cercle de centre О et de 
rayon OP, et cherchons les points qui sont les images successives de P 

dans les deux plans, en commençan t par OB. Nous trouvons ainsi Qt 

pour l'image de P dans OB, P 2 pour l'image de Q t dans OA, Q 3 pour 
celle de P 2 dans OB, P 3 pour celle "de Q 3 dans OA, et Q 2 pour celle 
de P . dans OB. 
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Si nous av ionscommencépa r l'image deP dans АО, et que A O B satis
fît à la condition d 'ê t re une partie aliquote de deux angles droits, nous 
aurions t rouvé les mêmes points dans l'or,dre inverse Q s , P 3 , Q 3 , P 2 , Q t . 

En effet, les images de deux en deux P 1 ; P 2 , P 3 , . . . sont sur le 
cercle, à des distances angulaires égales à 2 A O B , et les images inter
média i res Q j , Q 2 , Q 3 sont à des intervalles de même grandeur. Donc, 
si 2 A O B est une partie aliquote de 2 те, i l y aura un nombre f ini 
d'images, dont aucune ne tombera à l ' in tér ieur de l'angle A O B ; mais,, 
si A O B n'est pas une partie aliquote de it, i l sera impossible de rep ré 
senter la distr ibution existante au moyen d'un nombre fini de points 
électrisés. 

Si A O B — - , i l y aura n images négatives Q 1 } Q 2 , . . . , toutes égales 

et de signe contraire à P, et n — 1 images positives, toutes égales et 
de même signe. 

L'angle compris entre deux images de même signe consécutives 

est — • Si nous considérons l 'un ou l'autre des plans conducteurs 

comme plan de symétr ie , nous voyons que les images positives et 
négatives sont placées symét r iquement , par rapport à ce plan, en sorte 
qu 'à chaque image positive correspond une image négat ive placée 
sur la même normale, à une distance égale, de l'autre côté du plan. 

Si, maintenant, nous transformons ce système par rapport à un 
point quelconque, les deux plans deviennent deux sphères , ou une 

sphère et un plan se coupant sous l'angle - > le point agissant P é tan t 

compris dans cet angle. 
Les images successives sont situées sur le cercle qui passe par P et 

qui coupe orthogonalement les deux sphères . 
Pour trouver la position des images, nous pouvons faire usage du 

principe qu'un point et son image sont sur le même rayon de la sphère : 
nous sommes conduits à mener des cordes successives dans ce cercle, 
en partant de P et en passant par le centre de chacune des deux sphères 
alternativement. 

Pour trouver la charge qu ' i l convient d'attribuer à chaque image, 
prenons un point quelconque du cercle d'intersection : la charge de 
chaque image est proportionnelle à sa distance à ce point, et son 
signe est posit if ou négatif, suivant qu'elle appartient au premier ou 
au second système. 

166. JNIous avons ainsi t rouvé la distribution des images, lorsqu'on 
soumet à l'influence d'un point électrisé un conducteur formé de deux 
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sphères se coupant sous un angle -> et maintenu au potententiel zéro . 

De là nous pouvons déduire' , par inversion, le cas d'un conducteur 
formé dé deux segments de sphère se coupant sous un angle rentrant égal 

à ^> chargé au potentiel uni té et placé dans l'espace indéfini. 

A cet effet, transformons le système par rapport à P ; le cercle sur 
lequel é ta ient les images devient une ligne droite passant par le centre 
des sphères . 

La fig. 11 r eprésen te une section passant par la ligne des centres 
A B . Soient D et D ' l e s points où le cercle d'intersection coupe le plan 
du papier. Pour trouver les images successives, menons un rayon DA 
du premier cercle, puis des rayons DC, D B , . . . , faisant avec D A des 

TC TC • у-ч • 
angles Les points C, B , . . . , où ces rayons coupent la ligne 
des centres, sont les positions des images positives; la charge de cha
cune d'elles est représentée par sa distance à D . La dernière de ces 

Fig. i l . 

images est au centre du second cercle. 
Pour trouver les images négat ives , menons DP, D Q , . . . , faisant 

TC !? TC • • 
avec la ligne des centres des angles - ? —> — L'intersection de ces l i -
gnes avec la ligne des centres donnera la position des images négatives, 
et la charge de chacune d'elles sera représentée par sa distance à D . 

La densi té superficielle en un point quelconque de l'une ou l'autre 
des sphères est la somme des densités dues au système d'images. 
Ains i , la densi té superficielle en un point quelconque S de la sphère 
qu i a son centre en A est 

où A , B , C , . . . sont les images de la série positive. 
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Si S est sur le cercle d'intersection, la densi té est zéro . 
Pour trouver la charge totale de chacun des segments sphér iques , 

nous pouvons prendre l ' intégrale de surface de l ' induction produite à 
travers ce segment par chacune des images. 

La charge totale du segment de centre A , due à l'image A , dont la 
charge est D , est 

D A ^îr A = ^ D A + 0A)' 
où О est le centre du cercle d'intersection. 

De même la charge de chaque segment due à l ' imageB est^(DB + OB), 
et, ainsi de suite, les lignes telles que OB qui sont mesurées de О vers 
la gauche, é tant comptées négat ivement . 

Donc la charge totale du segment dont le centre est A est 

{ ( D A -h DB - ь DC 4- . . . ) { ( O A -+- OB - ь ОС - ь . . . ) 

- { ( D P + D Q - b . . . ) _ { ( O P 4 - O Q - i - . , . ). 

167. La méthode des images électr iques peut s'appliquer à un es
pace quelconque, l imi té par des surfaces planes ou sphér iques , se 
coupant les unes les autres sous des angles qui sont des parties a l i 
quotes de deux angles droits. 

Pour qu'un pareil système de surfaces sphér iques puisse exister, 
tous les angles solides de la figure doivent ê t re t r ièdres et avoir deux 

» de leurs angles droits, et le t rois ième droit ou partie aliquote de deux 
droits. 

Par suite, les cas où le nombre des images est fini sont les suivants : 
i° Une seule surface, plane ou sphé r ique ; 
2 ° Deux plans, une sphère et un plan, ou deux sphères se coupant 

sous un angle — ; 
° n • 

3° Ces deux surfaces, jointes à une t rois ième, plan ou sphère , qui 
les coupe orthogonalement; 

4° Ces trois surfaces et une qua t r i ème coupant les deux premières 

orthogonalement et la t rois ième sous un angle - • De ces quatre sur

faces, une au moins doit ê t re sphér ique . 
Nous avons déjà examiné le premier et le second cas. Dans le pre

mier cas, nous avons une seule image; dans le deuxième, nous en avons 
2 n — i , disposées en deux séries sur une circonférence passant par le 
point agissant et orthogonales aux deux surfaces. Dans le troisième 
cas, nous avons, outre les images précédentes , leurs images par rap-
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porta la t ro is ième surface, soit en tout 4n — i images en outre du 
point agissant. 

Dans le qua t r i ème cas, nous commençons par mener par le point 
agissant un cercle orthogonal aux deux premières surfaces, sur lequel 
nous dé te rminons la position et la grandeur des n images négatives et 
des n — i images positives; puis, pour chacun de ces in points (le 
point agissant compris), nous menons un cercle orthogonal aux deux 
autres surfaces, sur lequel nous dé te rminons deux séries de n' images 
chacune. Nous obtenons ainsi, en sus du point agissant, 2 / г / г ' — i 
images positives et 2/г/г' néga t ives ; et ces 4и/г ' points sont les inter
sections de n cercles avec n' autres cercles, ces cercles appartenant 
aux deux systèmes de lignes de courbure d'une cyclide. 

Si chacun de ces points reçoi t la charge voulue d 'électr ici té , la sur
face, dont le potentiel est nul , se compose de n H- n' sphères formant 
deux sér ies ; les sphères successives de la première série se coupent 

sous un angle - > celles de la seconde série sous un angle et chacune 

des sphères de chaque série est orthogonale à toutes les sphères de 
l'autre série. 

Cas de deux sphères orthogonales. 

(Voir Pl. IV.) 

168. Soient A et В les centres de deux sphères se coupant orthogo-
nalement en D et D ' (fig. 1 2 ) , et soit G le point où la ligne D D ' 

Fig. 12. 

coupe la ligne des centres. С est l'image de A par rapport à la sphère В , 

et l'image de В par rapport à la sphère A . Si A D = a, et BD = ß, 

A B = Л/а2 н - ß 2 ; et si l 'on place en A , В et С des quant i tés d 'é lectr i 

ci té égales à a, ß et ———-- les deux sphères seront des surfaces 
Л/а2-!- ß 2 

équipotent ie l les , dont le potentiel sera égal à l 'uni té . 
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Donc, au moyen de ce système, nous pouvons dé te rminer la d i s t r i 
bution dans les cas suivants : 

i° Sur le conducteur PDQD' que forment les grands segments des 
deux sphères . Son potentiel est égal à l 'uni té et sa charge est 

a _ i_ fi _ g g — = AD - ь BD — CD. 
y / a 2 + ß 2 

Cette quant i té est donc la mesure de la capaci té d'un conducteur de 
cette forme, qui n'est soumis à aucune action inductive de la part 
d'autres corps. 

La densi té en un point quelconque P de la sphère de centre A , et la 
densi té en un point quelconque Q de la sphère de centre B , sont res
pectivement іМ-ОШ et 4̂['-(жг)']-

A u x points d'intersection D et D ' , la densité est zéro. 
Si l'une des sphères est beaucoup plus grande que l'autre, à la l i 

mite, la densi té au sommet de la petite sphère est égale à trois fois la 
densi té au sommet de la grande sphère . 

2 ° La lentille P ' D Q ' D ' , formée par les petits segments des deux 

sphères , chargée d'une quan t i t é d 'électr ici té et soumise à 
y/a2 -+- ß 2 

l'influence des points A et В chargés des quant i tés a et ß, est aussi au 
potentiel un i té , et sa densité est expr imée par les mêmes formules. 

3° Le ménisque D P D ' Q ' , formé par la différence des segments, 
é tant chargé de la quant i té a et soumis à l'action des charges ß en В 
et — ^ g ^ en C, est aussi en équi l ibre au potentiel un i t é . 

4° Le ménisque Q D P ' D ' , sous l'influence des points A et C. 
On peut aussi en dédui re la distribution électr ique sur les surfaces 

internes suivantes : 
La lentille creuse P D Q ' D ' soumise à l'influence d'un point élec

trisé in té r ieur C, placé au centre du cercle DD' ; 
Le ménisque creux sous l'influence d'un point placé au centre de la 

surface concave ; 
Le creux formé par les grands segments des deux sphères , .sous l ' i n 

fluence de trois points A , В et C. 
Mais, au l ieu de rechercher la solution de ces cas, nous allons ap

pliquer le principe des images électr iques pour dé te rminer la densité 
de la charge induite en un point P de la surface extér ieure du con
ducteur PDQD' , par une uni té d 'électr ici té placée au point O. 
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Soient 
OA = a, OB = 6, OP = г, BP = p, 

AD = a, BD = 8 , AB = у/а»-н ß». 

Transformons ce système, par rapport à une sphère de centre О et de 
rayon un. 

Les deux sphères restent des sphères orthogonales, ayant leurs 
centres sur le m ê m e rayon que A et B . Si nous distinguons par un 
accent les quan t i t é s relatives au système t ransformé 

,_ a j , _ b , _ а я , _ ß 
a - aT~-^' 0~W=rfî> a - ^ ? Z ^ i ' P - E T T T ß i ' 

r p ~ r » ( 6 » _ ß « ) » 

Si dans le système t ransformé le potentiel de la surface est égal à 
l 'uni té , la densi té au point P' est 

'-£['-(*)']• 
Si dans le système p r i m i t i f la densi té en P est <J, on a 

<r _ i 

et le potentiel est ^« En mettant en О une charge d 'électr ici té néga

tive égale à l 'uni té , le potentiel deviendra nul sur la surface et la den

sité en P sera 

I « 2 _ Я2 ( ß3r* ) 
(j — . 1 x I • 

4 7 1 а Н j [ ß * r » _ b ( o s _ _ ß « ) ( / , » _ ß J ) ] ¥ J 

On a ainsi la distr ibution produite sur l'une des surfaces sphér iques 
par une uni té d 'électr ici té placée en O. La distribution sur l'autre 
surface sphér ique s'obtiendra en échangeant a et b, a et ß, et en rem
plaçan t p par q ou A Q . 

Pour trouver la charge totale induite sur le conducteur par un point 
électr isé O, examinons le système transformé. 

Dans le système t ransformé, nous avons des charges a' en A ' , ß' en B ' , 
a'S' 

et une charge négative en un point С de la ligne A ' B ' , tel 
ъ ь

 v /a '2-bß'2 
que 

A ' С _ 
С В' _ ß '» ' 



Si 
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O A ' = a ' , 0 ' B ' = 6 ' , O C ' - c ' , 

nous trouvons 
' 2 - a ' 2 ß ' 2 4 " У»a'»--a7»ß'2 

C ~ a ' 2 -+-ß' 2 

Transformons ce système, les charges deviennent 

et 

Donc la charge totale qui est induite sur le conducteur par l 'uni té 
d 'électr ici té négat ive placée en O, est 

- + ê - * 3 

a b ^фЬ,г^_№с$ — а? ß* 

Distribution de l'électricité sur trois surfaces sphériques orthogonales. 

169. Soient a, ß, Y les rayons des sphères , alors 

ВС = v/ß2 -+• Y 2; CA = y/Y2 -+• a2, AB = v7«2 H - ß 2 -

Soient P, Q, R (У?^-. i 3 ) les pieds des perpendiculaires abaissées de A , 

Fig. i3. 

B , G sur les côtés opposés du triangle, et soit О l'intersection de ces 
perpendiculaires. 

Alors P est l'image de В dans la sphère Y, et l'image de С dans la 
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sphère ß, et О est l'image de P dans la sphère a. Soient a, ß, y les 
charges placées en A , В et G. La charge en P sera 

Рт = _ ' 

V ß 2 Y 2 

De m ê m e 
. D t / ß 2 Y 2 + Y 2 « 2 4 - « 2 ß * 

A r = * 
Л/ß2 -f- Y 2 

de sorte que la charge du point O, considéré comme image de P, est 

aßy _ i 
v/ß2Y2 

On trouverait de m ê m e le système d'images, qui sont é lec t r iquement 
équivalentes , à quatre surfaces sphér iques orthogonales maintenues au 
potentiel un i té . 

Si 8 est le rayon de cette sphère , et si l'on place au centre de cette 
sphère une charge égale à S, la charge au point où la ligne des centres 
de deux sphères quelconques, a et ß par exemple, rencontre leur plan 
d'intersection, est 

La charge, au point où le plan de trois centres, A , B , G par exemple, 
rencontre la perpendiculaire abaissée de D est 

et la charge, au point d'intersection des quatre perpendiculaires, est 

Système de quatre sphères orthogonales soumis à l'influence 
d'un point électrisé. 

170. Soient A , B , C, D les quatre sphères, et soit О le point élec
t r i sé . Traçons quatre sphères A t , B 1 ? C n D 1 ; dont chacune A t passe 
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par le point О et coupe orthogonalement trois des sphères primitives 
В , С et D dans le cas p résen t ; menons six sphères (ab), (ас), (ad), 
(be), (bd), (cd) passant chacune par le point О et par le cercle d ' in 
tersection de deux des sphères primit ives. 

Les trois sphères B t , C i , Dj se coupent en un second point diffé
rent de O. Soit A ' ce point, et soient В ' , С et D ' l e s intersections de 
C 1 } D j et A n de D j , A t et B t , et de At, Bj et C j . Deux quelconques 
de ces sphères A t , B t coupent Tune des six sphères (cd) en un point 
(a'b'); i l y a donc six de ces points. 

Une quelconque des sphères A t coupe trois des six sphères (ab), 
(ас), (ad) en un point a'. И y a quatre points de cette espèce. Enfin, 
les six sphères (ab), (ас), (ad), (be), (bd), (cd) se coupent en un 
point S. 

Si maintenant nous transformons le système par rapport à une 
sphère de rayon R et de centre O, les quatre sphères A , B , C, D se 
transforment en sphères , et les d ix autres sphères en plans. Des points 
d'intersection des quatre premières , A ' , В ' , С et D ' , deviennent les 
centres des sphères : les autres correspondent aux onze autres points 
du paragraphe précédent , et ces quinze points forment l'image de О 
dans le système des quatre sphères . 

A u point A ' , image de О dans la sphère A , i l faut placer une charge 

égale à l'image de O, c'est-à-dire — -> a é tant le rayon de la sphère A 
et 

et a la distance de son centre au point O. De même , i l faut placer les 
charges voulues en В ' , С et D ' . 

Les charges de chacun des onze points restants peuvent se dédu i re 
des expressions trouvées au paragraphe précédent , en substituant a', 
ß', y' et 8' à a, ß, y et 8, et mult ipl iant le résul ta t obtenu pour chaque 
point par la distance de ce point au point O, en employant la no
tation suivante : 

, _ a Q, ß , _ Y <>,_ § 

[Les cas é tudiés aux §§ 169 et 170 peuvent ê t re t ra i tés comme i l suit : 
Prenons trois plans coordonnés rectangulaires, et plaçons des charges 

± e, en chacun des hui t points du système (̂ — ~ ' ± ^ ~ , ± - ^ - ^ , 

les charges négat ives étant placées aux points qu i ont une ou trois 
coordonnées négat ives . I l est clair qu'alors les plans coordonnés sont 
au potentiel zéro. Transformons alors par rapport à un point quel
conque, et nous avons le cas de trois sphères se coupant orthogonale-
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ment soumises à l'influence d'un point électr isé. Si nous transformons 
par rapport à un des points électrisés, nous avons la solution pour le 
cas d'un conducteur ayant la forme de trois sphères de rayons a, (3 et y 
se coupant orthogonalement, et librement chargé . 

Si au système de points électrisés décr i t ci-dessus, nous ajoutons 
son image par rapport à une sphère ayant son centre à l 'origine, nous 
voyons qu'en outre des trois plans coordonnés , la surface de la sphère 
fait aussi partie de la surface au potentiel z é r o ] . 

Deux sphères qui ne se coupent pas. 

171. Lorsqu'un espace est l imi té par deux surfaces sphér iques qu i 
ne se coupent pas, les images successives d'un point agissant in té r i eu r 
à cet espace forment deux séries infinies situées l'une et l'autre en de
hors de ces sphères : la condition, pour que l'on puisse appliquer la 
méthode des images électr iques , est donc satisfaite. 

Deux sphères quelconques qu i ne se coupent pas se transforment 

en deux sphères concentriques, si l 'on prend pour centre d'inver-
sion l 'un ou l'autre des deux points inverses communs aux deux 
sphères . 

Nous commencerons donc par le cas de deux surfaces sphér iques 
concentriques non isolées et soumises à l'influence d'un point électrisé 
placé entre les deux surfaces. 

Soient b le rayon de la p remière , be™ celui de la seconde; et soit 
/- = beu la distance du centre au point agissant. 

Toutes les images successives seront sur le même rayon que le point 
agissant. 

Soient Q 0 (fig. i 4 ) l'image de P par rapport à la p remière sphè re ; 
Pj l'image de Q 0 par rapport à la seconde sphère ; Qt celle de P t par 



DEUX SPHÈRES QUI NE SE COUPENT PAS. 321 

rapport à la p r emiè re , et ainsi de suite ; alors 

OP , .OQ,= &2, O P , . O Q ^ i = * « e * & , 
OQo = be~u, OPj = beu+™, OQ t = ôe-(»+«w), . . . , 

d 'où 

OPs = Ьеіи+-*ш), OQs = 6e~'M+ 2 Äc' ; 

et, si l 'on représente par P la charge du point P, on a 
P, = P е«ст, QA. = Q e-ün+u). 

Soient maintenant Q\ l'image de P dans la seconde sphère, P', celle 
de Q\ dans la p remière , etc. 

OQ.; ' = be*a-u, OP\ = be»-**, 
OQ' 2 = Ье**-и, О Ѵ \ - Ъ е и - ь ъ , 
OQ; s. = fce*«*-», ОРІ = beu-*s™, 

Q; = _ p e^~u, p ; = P e-«». 

Parmi ces images, tous les P sont positifs et tous les Q sont négat i fs ; 
tous l'esP et tous lesQ appartiennent à la p remière sphère , tous les P' 
et tous les Q' à la seconde sphère . 

Les images in tér ieures à la p remière sphère forment une série con
vergente dont la somme est 

ßTÄJ II — j 
— 1 J . 

Telle est donc la quant i té d 'électr ici té répandue sur la p remière sphère , 
la sphère in té r ieure . Les images extér ieures à la seconde sphère for
ment une série divergente; mais l ' intégrale de surface de chacune de 
ces images, par rapport à la sphère, est égale à zé ro . La charge élec
trique sur la sphère extér ieure est donc 

/ e™-11 — I \ „ е е т — ест-» 
P ^ = = - P 

\ е е т — 1 / е е т — I 

Si nous substituons à ces expressions leurs valeurs en fonction de OA, 
OB et OP, nous trouvons 

charge de A = — P ^ ' ^ , 

charge de В = — P ^ | . ~ 

Si l 'on suppose que les rayons des deux sphères deviennent infinis, le 
cas devient celui d'un point électrisé placé entre deux plans paral-

Tr. d'Èlect. et de Magn., I . 21 



3a2 I м PARTIE, CHAP. X I . — THÉORIE DES IMAGES, ETC. 

lèles A et B . Dans ce cas, les expressions deviennent 

charge de A = — P ^ 5 , 

AP 
charge de В = — P — 

AB 
AP 
AB 

172. Pour passer de ce cas à celui de deux sphères qui ne se coupent 
pas, commençons par trouver les deux points inverses communs О et 
O', par lesquels passent tous les cercles orthogonaux aux deux sphères . 
Si alors nous transformons le système par rapport à l 'un ou l'autre 
de ces points, les deux sphères deviennent concentriques, comme dans 
le premier cas. 

Si nous prenons pour centre d'inversion le point О de la fig. i 5 , 
ce point sera placé dans la fig. i 4 , quelque part entre les deux 
sphères . 

Or , au § 171, nous avons t ra i té le cas d'un point électrisé placé 

Fig. i5. 

entre deux conducteurs concentriques maintenus au potentiel zéro. 
Donc, en transformant ce cas par rapport au point O, nous en t i re 
rons la dis t r ibut ion de l 'é lectr ici té sur deux conducteurs sphér iques 
ex té r ieurs l 'un à l 'autre, maintenus au potentiel zéro, et soumis à l ' i n 
fluence d'un point électrisé placé dans le voisinage. On verra au § 173 
comment les résul ta ts ainsi obtenus peuvent servir à trouver la distr i 
bution sur deux conducteurs sphér iques électrisés et soumis unique
ment à leurs influences réc ip roques . 

Le rayon OAPB de la fig. i 4 , sur lequel se trouvent les images 
successives, devient dans la fig. i 5 un arc de cercle passant par О et O ' ; 
et le rapport de O'P à OP est égal à Cew, où С est une quant i té nu
m é r i q u e . 
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Si nous posons 

ft . O'P . O'A. « . O'B 
Ѳ = = І 0 § О Р ' a = 1 ° s - ö T ' Р = 1 о * Э Т ' . 

on a 
ß — a — ст, и + a = û. 

Toutes les images de P seront sur l'arc OAPBO' . 
La position de l'image de P dans la sphère A est Q 0 , ou 

G(Qo) = l o g ^ = 2 a - 6 ; 

celle de Q 0 , dans la sphère B , est Pi} où 

e(P 1 ) = l o g ^ - = 6- l-am. 

De même , 
Ѳ(Р,) = Ѳ 4- 257Я, 6(Q S) = 20C •— Ѳ — 2SJSJ. 

De même , les images successives de P par rapport à B , A , B , . . . , 
é tan t Q'o, P',, Q',, 

0 ( Q ' o ) = 2 ß - 6 , Ѳ(Р'0 = Ѳ-2ПУ, 
Ѳ(Р;) = Ѳ — 6 ( Q ; ) = 2ß—Ѳ-1-25ВТ. 

Pour trouver la charge d'une image Ps, observons que sa charge dans 
le système transformé est 

ce qui doit ê t re mult ipl ié par OP Ä dans la figure pr imi t ive . Donc la 
charge de Ps dans la figure bipolaire est 

/ O P j . O ' P , 
y O P . O ' P ' 

Si nous posons \ — y/OP.O'P, et si nous appelons £ le pa ramèt re 
du point P, nous pouvons écrire 

P , = | P , 

c'est-à-dire que la charge d'une image est proportionnelle à son para
mèt re . 

Si nous employons les coordonnées curvilignes 0 et tp, en sorte que 

вѲ+/=Г<р = x + \ / ~ y - k ^ 
oc -4- \/—\y •+- к 



Puisque la charge de chaque image est proportionnelle à son para
m è t r e et doit ê t re prise positive ou négat ive, suivant qu'elle est de la 
forme P ou de la forme Q, nous trouvons 

Nous avons ainsi obtenu les positions et les charges de deux séries 
infinies d'images. Nous avons maintenant à dé terminer la charge to
tale de .la sphère A , en trouvant la somme des images intér ieures de 

(') I l faut se rappeler que dans ces expressions 

2 c o s h 9 = Іѳ-ь e - 8 , 2 s i n h 9 = e9—e~\ 

et que toutes les autres fonctions de Ѳ se dérivent de celles-ci d'après les mêmes 
règles que les fonctions trigonométriques ordinaires correspondantes. 

La manière d'appliquer les coordonnées bipolaires à cette question a été indi
quée par Thomson, dans le Journal de Liouville de 1847. ( Voir THOMSON, Reprint 
of Papers, § 211 et 212.) Dans le texte, je me suis servi de la méthode du pro
fesseur Betti (Nuovo Cimento, vol. X X ) pour ce qui est de la méthode analy
tique; mais j'ai conservé la notion des images électriques, telle qu'elle a été em
ployée par Thomson dans son Mémoire original, Phil. Mag., i853. 

За'4 I м PARTIE, CHAP. XI. — THÉORIE DES IMAGES, ETC. 

en appelant чк la distance 0 0 ' , on aura 
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la forme P' ou de la forme Q. Nous pouvons écrire cette somme 

173. Nous allons appliquer ces résul ta ts à la dé terminat ion des coef
ficients de capaci té et d'induction dans le cas de deux, sphères de 
rayons a et b, dont la distance des centres est c. 

Supposons la sphère A au potentiel un i té , et la sphère В au poten
t iel zéro. 

Les images successives d'une charge a placée au centre de la sphère A. 
seront celles qui correspondent à la dis tr ibut ion actuelle. Toutes les 
images seront sur l'axe, entre les pôles et les centres des sphères ; et 
l 'on observera que des quatre systèmes d'images dé terminés au § 172, 
le premier et le qua t r i ème seulement existent dans le cas présent . 

Si nous posons 

к = • , 
1С 

nous aurons 
s i n h a = » s i n h ß — — T -

a 1 b 

Les valeurs de Ѳ et de <p, au centre de la sphère A , sont 

6 = id, cp = о. 
Si donc, dans les équations, ' nous substituons à P , a ou — ^ sînTïa^ 

à Ѳ, 2 a et à <p, o, en nous souvenant que P lui-même fait partie de la 
charge de A , nous trouvons pour le coefficient de capacité de A 
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pour le coefficient d'induction de A sur В ou de В sur A 

Çab 
4 d sin h h S та 
s = b 

De m ê m e , en supposant В au potentiel uni té et A au potentiel zéro, 
nous pouvons dé te rmine r la valeur de qbb ; nous trouvons avec notre 
notation actuelle 

s = oo 

q b h = k D *тЩ + *ъ)' 
5 = 0 

Pour calculer ces quant i tés en fonction des rayons a et b des sphères 
et de la distance с de leurs centres, nous remarquerons que, si 

К = / a*+ 2 Ô 2 C 2 — 2 C 2 « 2 — 2 a 2 62 , 

nous pouvons écr i re 

sin h a = — ; s i n h ß = - ^ - > s m h c r = - ^ - > 
2 ас ' 26c а а б 

с8+Й«-І!

 1 0 c 2 - t - 6 2 — а 2 . с2—а2 — б 2 

cos h а = ? cosh В = = > cos h та = = > %ca %cb 2 « 6 

et, nous servant de la relation 

sinh(a -+- ß) = sin h a cosh ß -f- cos h а sin h ß, 
cosh(a -b ß) = cosh a cosh ß -+- sin h а sin h ß. 

De cette manière , ou bien en calculant directement les images suc
cessives par la mé thode indiquée dans le Mémoire de Sir W . Thomson, 
nous trouvons 

_ a*b <z362 

q a a - a + c 2 _ _ £ 2 "b (Ci_é»+ec)(c»_ 6 « —ас ) " 1 ' 

_ ab a*b* а*Ы 
q a b ~ с с (с 2 — а 2 — б2) ~~~ с(с*— а 2 — 6 2 -ь ab) (с 2— а 2 — б 2 — ab) ' 

_ « б 2 a 2 6 ä • 

qbb-b+ с 2 _ а 2 + ( С 2 _ а 2 _ , _ е с ) ( с 2 — а 2 - 6с) 4 

171. Nous avons alors les équat ions suivantes pour dé terminer les 
charges E a et des deux sphères , quand elles sont portées aux po
tentiels V A et VÔ, 
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Si nous posons 

Paa—qhb1^', РаЬ= — ЯаьЪ', D', 
d 'où 

PaaPbb — Pab = 
les équat ions qui dé te rminent les potentiels en fonction des charges 
sont 

V« = paa 4-pab Eft, 

Vft = pab E« -\~Pbb Eft, 

où Pab E T JPÔU sont les coefficients de potentiel. 
L 'énergie totale du système est, d 'après le § 8 5 , 

Q = 1 ( E « V « 4-Eft Vft); 
= ? ( V ^ « « 4 - 2 V « V f t ^ f t 4 - V l ^ f t 6 ) 
= \(ßlpaa 4 - zEaEbpab 4 - E\pbb). 

La répulsion qui s'exerce entre les sphères est donc, d 'après les §§ 92 
et 93, 

F = i ( v i % S 4 - , V . V , % S + V J ^ a ) 

с é tant la distance des centres des sphères . 
De ces deux expressions de la répuls ion, la p remiè re , qui est expri

mée en fonction des potentiels des sphères et des variations des coef
ficients de capacité et d ' induction, est la plus commode pour les 
calculs. 

Nous devons donc différentier les q par rapport à c. Ces quan t i t é s , 
qui sont exprimées en fonction de k, a, ß et тзт, doivent ê t re différen-
tiées, en supposant a et b constants. Nous avons les équat ions 

, . , » . i о sin h à. sin h ß к — — a sin h a = b sin h p = — с :— i- ; sin h TU 
nous en tirons 

dk _ c o s h a c o s h ß 
de sinhnr ' 
dx _ sinha coshß 
de к sin h m ' 
o?ß _ cos h a sin h ß 
de к sin h T<7 ' 

dm i 
~dc = P 

file://-/~Pbb
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d 'où i l vient 

Distribution électrique sur deux sphères en contact. 

1 7 5 . Si nous supposons les deux sphères au potentiel uni té , sans 
influence d'aucun autre point, et si nous transformons le système par 
rapport au point de contact, nous aurons deux plans parallèles, aux 

distances — et 4 - du point d'inversion, soumis à l'influence d'une 2a 10 1 

uni té d 'é lectr ici té placée en ce point . 
11 y aura une série d'images positives, tautes égales à l 'uni té , à des 

distances s ^ -+- de l 'origine, s é tan t un nombre entier quelconque 

compris entre •— oo et H - oo . 
I l y aura aussi une série d'images négatives toutes égales à — i , 

dont les distances à l 'or igine, comptées dans le sens de a, sont 

Sir W . Thomson a calculé la force qui s'exerce entre deux sphères 
de m ê m e rayon, séparées par une distance moindre que le d iamèt re 
de chacune d'elles. Pour des distances plus grandes, i l n'est pas néces
saire d'employer plus de deux ou trois images successives. 

La série des coefficients différentiels de q, par rapport à c, s'obtient 
a isément par differentiation directe. 
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Si ce système est t ransformé de nouveau et r amené à la forme de . 
deux sphères en contact, nous avons une série correspondante d'images 
négat ives , dont les distances au point de contact sont de la forme 

—-;— ? où s est positif pour la sphère A et négatif pour la sphère 

B . La charge de chaque image (le potentiel des sphères é tant égal à 
l ' un i té ) est numér iquemen t égale à sa distance au point de contact et 
est toujours négat ive . 

I l y aura aussi une série d'images positives, dont les distances au 
point de contact, mesurées dans la direction du centre de A , sont de 

la forme j r-« 
- - + - * ( - + 7 ) a \a b J 

Lorsque s est zéro ou un entier positif, l'image est in té r ieure à la 
sphère A . 

Si s est un entier négatif, l'image est dans la sphère B . 
La charge de chaque image a pour mesure sa distance à l 'origine et 

est toujours positive. 
La charge totale de la sphère A est donc 
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qu i est la forme sous laquelle Poisson avait donné ce résultat. 
On peut aussi montrer (LEGENDRE, Traité des Jonctions elliptiques, 

t. II, p. 4 3 8 ) que la série Ea qui précède est égale à 

e " [ l f + v ( ^ ) ] 5 T é ' 

' d 
où Y = 0,67712, et où ^(x) — -^- l o g T ( i -+- x). 

On a dressé une table des valeurs de W. (Voir Œuvres de Gauss, 
t. I l l , p. 161-162.) 

Si l'on désigne un instant - _^ ^ par la différence entre les charges 

Ea et Eb est 

à* , . a& 
= - 7 - log s ш тс я? x a x 0 a + o 

= TC r COt ; • 

a н- о a -h b 

Si les sphères sont égales et au potentiel uni té , la charge de cha
cune est 

Ea = a ^ —;—-— 
( 2 * — I ) 

s = i 

= « ( i - W - l + - - - ) 6 

= a l o g e 2 = 0,69314718a. 

Si la sphère A est t rès petite par rapport à la sphère B , la charge 
de A est approximativement 

s = <*> 
P _ «2 v 1 
Ea~ T 2à7* 

S = I 

ou 
и тг2 a 2 • 
Е*-б-т* 

La charge de В est à peu près la même que si A étai t enlevé, ou 

Eb=b. 

La densi té moyenne sur chaque sphère s'obtient en divisant la charge 
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par la surface; on obtient ainsi 

Donc, si une très petite sphère est mise en contact avec une t rès 
grande, la densité moyenne sur la petite sphère est égale à celle de la 

it 2 

grande sphère mult ipl iée par — ou i , 6 4 4 9 3 6 . 

Application de l'inversion électrique au cas d'une calotte sphérique. 

176. Un des plus remarquables exemples de la puissance de la m é 
thode des images électr iques est l 'é tude faite par Sir W . Thomson de 
la distr ibution sur une calotte sphér ique . Les résul ta ts de cette é tude 
furent communiqués sans démonst ra t ion à M . Liouvi l le et publ iés 
dans son journal en 1 8 4 7 . Le travail complet est donné dans le Reprint 
of Electrical papers de Thomson, art. X V . Je ne sache pas qu'aucun 
autre mathémat ic ien ait résolu le p rob lème de la distribution sur une 
portion l imitée de surface courbe. 

Comme je me propose d'exposer la méthode p lu tô t que de vérifier 
les calculs, je ne m'é tendra i point sur les considérat ions géométr iques 
n i sur l ' in tégrat ion, et je renvoie le lecteur à l'Ouvrage de Thomson. 

Distribution sur un ellipsoïde. 

177. On démont re , par une méthode bien connue ( 1 ) , que l 'at
traction d'une couche l imitée par les surfaces de deux ellipsoïdes sem
blables, semblablement placés et concentriques, est telle qu ' i l n'y a 
point d'attraction résul tante sur un point in té r i eur à la couche. Si 
nous supposons que l 'épaisseur de la couche décroisse indéfiniment, 
en même temps que sa densi té augmente, à la l imi te nous arrivons à 
concevoir la densité comme vaxûant proportionnellement à la perpen
diculaire abaissée du centre sur le plan tangent, et, puisque dans 
cette distr ibution superficielle l 'attraction sur un point in té r ieur à 
l 'ellipsoïde est nulle, l 'électricité ainsi d is t r ibuée sur la surface est en 
équi l ib re . 

( ' ) THOMSON et Тліт, Natural Philosophy, § 150 de cet Ouvrage. 
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Donc la dens i té , superficielle en un point d'un ell ipsoïde non soumis 
à des influences ex té r ieures , est proportionnelle à la distance du centre 
au plan tangent. 

Distribution sur un disque. 

En faisant deux axes de l 'ellipsoïde égaux et faisant tendre le t ro i 
sième vers zéro , nous arrivons au cas d'un disque circulaire, et nous 
avons l'expression de la densi té superficielle en un point quelconque P 
d'un tel disque chargé au potentiel V, sans être soumis à aucune i n 
fluence in t é r i eu re . Si a est la densi té superficielle sur une des faces 
du disque, et si — K P L est une corde menée par le j>oint P, 

_ V 

Application du principe de l'inversion électrique. 

178. Prenons pour centre d'inversion un point quelconque Q, et 
soit R le rayon de la sphère d'inversion. Le plan du disque devient 
une surface sphér ique passant par Q, et le disque lui-même devient 
une port ion de sphère l imitée par un cercle. C'est cette portion que 
nous appellerons la calotte. 

Si S' est le disque électrisé au potentiel V et soustrait à toute 
influence ex té r i eure , son image S sera un segment de sphère électrisé 
par l'influence d'une quan t i t é d 'électr ici té V ' R placée en Q. 

La méthode d'inversion nous donne donc la solution du problème 
de la dis tr ibut ion é lec t r ique sur une calotte sphér ique ou sur un disque 
plan soumis à l'influence d'un point électrisé placé sur le prolonge
ment de la surface de la sphère ou du plan. 

Influence d'un point électrisé situé sur la partie non employée 
de la surface sphérique. 

La solution se dédu i t des principes géométr iques et de la méthode 
d'inversion exposés plus haut. 

Soit G le point central ou le pôle de la calotte S, et soit a la dis
tance de С à un point de l 'arête circulaire clu segment. Si une quan
ti té q d 'é lectr ici té est placée en un point Q de la surface de la sphère 
pro longée , et si le segment S est maintenu au potentiel zéro, la den
sité a en un point quelconque P de la surface de la calotte est 
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CQ, CP et QP étant les lignes droites qui joignent les points G, Q et P. 
I l est à remarquer que cette expression ne dépend pas du rayon de 

la sphère à laquelle est e m p r u n t é le segment. Elle s'applique donc 
sans changement au cas d'un disque plan. 

Influence d'un nombre quelconque de points électrisés. 

Considérons maintenant la sphère comme divisée en deux parties : 
le segment sphér ique sur lequel nous avons dé te rminé la distr ibution, 
et que nous appellerons la calotte, et le reste de la surface la partie 
non uti l isée, sur laquelle est placé le point agissant Q. 

Si un nombre quelconque de points agissants sont répandus sur le 
reste de la sphère , la charge induite par eux sur un point quel
conque de la calotte peut s'obtenir en additionnant les densités induites 
par chacun d'eux séparément . 

179. Supposons tout le reste de la surface de la sphère couvert 
d'une charge uniforme de densité p ; la densi té en un point quelconque 
de la calotte s'obtiendra par une simple in tégra t ion é tendue à la sur
face ainsi électrisée. 

Nous obtiendrons ainsi la solution pour le cas où la calotte est au 
potentiel zéro, et soumise à l'influence du reste de la sphère couvert 
d'une couche fixe de densi té p. 

Isolons maintenant tout le système, et mettons-le à l ' in tér ieur d'une 
sphère de d iamèt re / , couverte d'une couche fixe d 'é lectr ici té de den
si té p'. 

I l n'y aura point de force résul tante à l ' in tér ieur de cette sphère ; 
la distr ibution ne sera donc pas changée sur la calotte, mais le po
tentiel de tous les points in té r ieurs à cette sphère sera accru d'une 
quan t i t é V , telle que 

V = a i ï p ' / . 

Donc le potentiel deviendra V en tous les points de la calotte. 
Supposons maintenant que cette sphère soit concentrique à celle 

dont fait partie la calotte, et que son rayon dépasse celui de cette der
n iè re sphère d'une quan t i t é infiniment petite. 

Nous avons alors le cas d'une calotte maintenue au potentiel V , et 
soumise à l'influence du reste de la sphère chargé d'une charge fixe 
dont la densité superficielle est p + p'. 

180. Nous n'avons plus alors qu 'à supposer p - i - p' égal à zéro, et 



334 I м PARTIE , CHAP. X I . — THÉORIE DES IMAGES, ETC. 

nous avons le cas d'une calotte maintenue au. potentiel V et soustraite 
à toute influence ex té r i eu re . 

Soit <J la dens i té en un point donné sur l'une ou l'autre des surfaces 
du segment, celui-ci é tan t au potentiel zéro et soumis à l'influence du 
reste de la sphère cha rgée à la densi té p. Si le segment est maintenu 
au potentiel V , i l faudra augmenter la densi té sur l ' ex tér ieur du seg
ment de la densi té p' de la sphère enveloppante supposée. 

Le résul ta t de cette analyse est que, si / est le d i amè t re de la sphère , 
a le rayon du segment, r la distance de P au pôle du segment, la 
densi té superficielle sur la surface in té r ieure du segment est 

- '\y a « — Г * Ь y « 2 _ r ï 

et la densi té superficielle au même point, mais à l ' extér ieur du seg
ment, est 

V 
2 TZ/ 

Pour calculer ce résul ta t , on n'a pas à faire d 'opérat ion plus com
pl iquée qu'une simple in tégra t ion é tendue sur une fraction de sur
face sphér ique . Et pour achever la théor ie de la distribution sur un 
segment de sphère , nous n'avons plus à introduire d'autre considéra
t ion géométr ique que celle de l'inversion dans lessur faces sphér iques . 

181. Soit à trouver la densi té superficielle en un point d'un seg
ment soumis à l'influence d'une charge q placée en un point Q non 
si tué sur le prolongement de la surface sphér ique . 

Transformons le segment par rapport à Q, le rayon de la sphère 
d'inversion é tant égal à R. Le segment S se transforme en son image S', 
et le point P a pour image P'. Nous avons alors à dé te rminer la den
sité <T' au point P' , le segment S' é tant maintenu à un potentiel V tel 
que q — V ' R , et soustrait d'ailleurs à toute influence ex té r ieure . 

La densi té a au point P du segment p r i m i t i f est alors • 

ce segment é tant au potentiel zéro et soumis à l'influence d'une quan
t i té q d 'é lectr ici té placée en Q. 

Le résu l ta t de cette opérat ion est le suivant : 
Supposons que la figure représente une section menée par le centre 

О de la sphère , le pôle С du segment et le point agissant Q ; D est un 
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point qu i , dans la figure t ransformée , r épond au pôle non occupé, du 
côté de la base du segment; i l peut ê t re obtenu par la construction 
suivante : 

Menons par Q les cordes EQE' et FQF' . Alors , si nous supposons 
que le rayon de la sphère d'inversion est une moyenne proportionnelle 

Fig. 16. 

entre les segments que le point Q dé te rmine sur la corde, E ' F ' sera 
l'image de EF. Prenons le mil ieu D ' de l'arc F ' C E ' , de façon que 
F ' D ' = F 'E ' , et menons D ' Q D qui rencontre la sphère en D ; D est le 
point cherché . De même, par O, centre de la sphère , et par Q, me
nons H O Q H ' , qui coupe la sphère en H et en H ' . Alors, si P est un 
point du segment, la densité superficielle en P, du côté du segment 
qui est séparé de Q par le reste de la surface sphé r ique , densi té due 
à l ' induction d'une charge q placée en Q, sera 

g QH.QH' (pQ/cp'-а'У [ p Q / С Р ' - а Л ' Ц 

a désignant la corde menée du pôle G à la base circulaire du segment. 
Du côté le plus voisin de Q, la densité superficielle est 

„_u Ч Q H . Q H ' 
а -\ J • 

H H ' . P Q 
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C H A P I T R E X I I . 

THÉORIE DES FONCTIONS CONJUGUÉES A DEUX DIMENSIONS. 

182. I l n'y a qu'un nombre très restreint de cas vér i t ab lement i n 
dépendan t s , pour lesquels ait été résolu le p rob lème de l 'équi l ibre 
é lec t r ique . La mé thode des harmoniques sphér iques a été appl iquée 
aux conducteurs sphé r iques ; les méthodes des images électr iques 
et de l'inversion sont encore plus puissantes dans les cas où elles 
peuvent s'appliquer. Mais, à ma connaissance, le cas des surfaces du 
second degré est le seul où l 'on connaisse à la fois les surfaces équi
potentielles et les lignes de force, lorsque ces lignes de force ne sont 
point des courbes planes. 

Mais i l y a une classe de problèmes très importants dans la théor ie 
de l ' équi l ibre é lec t r ique et dans celle de la conduction des courants, 
où l 'on n'a à considérer qu'un espace à deux dimensions. 

Par exemple, si dans toute la partie du champ électr ique que l 'on 
considère , et au delà encore, les surfaces de tous les conducteurs 
sont engendrées par le mouvement de lignes droites parallèles à l'axe 
des z, et si la partie du champ où i l cesse d'en êt re ainsi est si é loi
gnée de la partie considérée que l 'on puisse négliger l'action élec
t r ique de cette partie éloignée, l 'électrici té se distribue uni formément 
tout le long des généra t r ices ; et si nous considérons une partie du 
champ l imi tée par deux plans perpendiculaires à l'axe des z et distants 
de l 'un i té de longueur, le potentiel et la distr ibution électr iques seront 
des fonctions de x et y seulement. 

Soient pdxdy la quan t i t é d 'électr ici té r épandue dans un élément 
ayant dx dy pour base et l 'uni té pour hauteur, et ads la quant i té ré
pandue sur un élément de surface dont la base est l 'é lément l inéaire ds, 
et dont la hauteur est égale à l 'uni té . 

L 'équat ion de Poisson peut s 'écrire 

ce qui se rédu i t , s'il n'y a point d 'électr ici té l ibre , à l 'équat ion de Laplace 

д*\ d*Y 1 г— = о. дх* ду* 
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L e p rob lème général de l ' é q u i l i b r e é lect r ique peut s ' énoncer comme 
i l suit : 

É t an t donné un espace continu à deux dimensions l imi té par des 
courbes fermées C i , C 2 , . . . , trouver la forme d'une fonction Vtel le que, 
sur ces limites, elle prenne les diverses valeurs V i , V 2 , . . . constantes 
pour chaque l i m i t e ; et que dans l ' é t e n d u e de cet espace V soit fini, 
continu, n ' a i t en chaque point qu'une valeur unique et satisfasse à 
l ' équa t ion de Laplace. 

J e ne s a c h e pas que Ton ait donné a u c u n e s o l u t i o n p a r f a i t e m e n t 
générale, même de la question ainsi l imi tée ; mais la méthode de trans
formation qui est donnée au § 1 9 0 , et peut s'appliquer à c e cas, est 
bien plus puissante que toute mé thode connue pouvant s'appliquer à 
l'espace à trois dimensions. 

La méthode repose sur les proprié tés des fonctions conjuguées de 
deux variables. 

Définitions des fonctions conjuguées. 

183. On di t que deux quant i tés a et 8 sont des fonctions conjuguées 
de x et y, si a -+- y/ — i ß est une fonction de x - ь Л/ — iy. De cette dé
finition, i l résul te que 

(i) 

(>) 

Donc les deux fonctions satisfont à l 'équat ion de Laplace. 
On a aussi 

4 ' ox dy dy dx \ dx j \dy J \ dx / \ dy / 

Si x et y sont des coordonnées rectangulaires, si dsl est l 'arc i n 
tercepté sur la courbe ß — const, par les courbes a et a -h dx, et si ds% 
est l'arc de a compris entre les courbes ß et ß -h dß, on а 

dsi _ ds2 _ ]_ 
W di - dß ~ R' 

et les courbes se coupent orthogonalement. 
Si nous supposons que le potentiel V = V 0 - H ka, к é tant une cer

taine constante, V satisfait à l 'équat ion de Laplace, et les courbes (a) 
sont des courbes équipotent ie l les . Les courbes (ß) sont des lignes de 
force, et l ' intégrale deR prise pour une uni té de longueur de base sur 

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 2 2 
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une surface cylindrique qui se projette sur le plan des xy suivant la 
courbe A B est égale à # ( ß B — PA)> OÙ PA et ß B sont les valeurs de ß 
aux ex t rémi tés de la courbe. 

Si l 'on trace dans le plan une série de courbes correspondant à une 
série de valeurs de a en progression a r i thmét ique , et une autre série 
correspondant à des valeurs de ß présentan t la même différence, ces 
deux séries de courbes se coupent orthogonalement en tous leurs points 
dé rencontre; et si la différence commune est assez petite, à la l imite 
les éléments en lesquels est divisé le plan seront de petits carrés dont 
les côtés auront, dans les différentes parties du champ, des directions 
et des grandeurs différentes, ces grandeurs é tant inversement propor
tionnelles à R. 

Si deux ou plusieurs des lignes équipotent iel les a sont des courbes 
fermées comprenant entre elles un espace continu, on peut les 
prendre pour sm^face de conducteurs aux potentiels (Ѵо-ЬАоц ) , 
( V 0 - H ka2),.... La quant i té d 'électrici té r épandue sur l 'é lément de 
ces courbes, qui est compris entre les lignes de force ßi et ß 2 , est 

4 ( P . - P O -
LJTC 

Le nombre des lignes équipotent iel les comprises entre deux con
ducteurs indique donc la différence de leurs potentiels, et le nombre 
des lignes de force qui partent d'un conducteur indique la quant i té 
d 'é lectr ic i té qui le charge. 

Nous allons maintenant é tabl i r quelques-uns des principaux théo 
rèmes relatifs aux fonctions conjuguées, et, pour les démont re r , nous 
nous servirons soit des équat ions ( i ) , qui contiennent les coefficients 
différentiels, soit des définitions primitives, où l'on fait usage de sym
boles imaginaires. 

184 . THÉORÈME L — Si x1 et y' sont des fonctions conjuguées par 
rapport à œ et y, et si x" et y" sont d'autres fonctions conjuguées 
par rapport à x et à y, les fonctions x' •+- x" et y' -h y" seront aussi 
conjuguées par rapport à x et y. 

En effet, 

d 'où 

De m ê m e , 
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d ' O ù 

à(x'-+-x") _ _ d(y'-hy") ^ 
dy ~ dx 

c'est-à-dire que я ' + ж ' e t / ' - Ь / " s P n t des fonctions conjuguées par 
rapport à x et y. 

Représentation graphique d'une fonction qui est la somme de deux 
fonctions données. 

Soit une fonction (a) de ж et d e ^ , représen tée graphiquement par 
une série de courbes tracées dans le plan des xy} chacune des courbes 
correspondant à une valeur par t icu l iè re de a prise dans une série de 
valeurs croissant d'une quan t i t é constante 8. 

Soit une autre fonction (ß) de x et y, représentée de même par une 
série de courbes correspondant à des valeurs de ß qu i diffèrent de la 
m ê m e quant i té constante 8. 

Pour représenter de la même manière la fonction (a + ß ) , i l faudra 
tracer une série de courbes passant par les intersections des deux pre
mières séries : de l'intersection des courbes a et ß à celle des courbes 
a -+- 8 et ß — 8, puis à celle des courbes a 4 - 2 8 et ß — 28, et ainsi de 
suite. En tous ces points, la fonction aura la même valeur a 4 - ß. La 
courbe suivante passera par les intersections de a et ß н- 8, a + 8 et ß, 
a -+- 28 et ß — 8, et ainsi de suite, et la fonction qui correspond à cette 
courbe est a H- ß H- 8. 

De cette façon, é tant tracées la série des courbes a et la série des 
courbes ß, on peut construire la série a -+- ß. 

Ces trois séries de courbes peuvent ê t re t racées à part sur trois 
feuilles différentes de j>apier transparent; et, lorsque la p remiè re et 
la seconde sont convenablement superposées, on peut tracer la t r o i 
s ième. 

Les fonctions conjuguées pouvant ainsi ê t re combinées par addi
t ion , nous avons le moyen de tracer sans peine les figures répondan t 
à bien des cas intéressants , dès l'instant que nous savons tracer les 
figures pour les cas simples dont ils sont formés. Mais le théorème 
suivant nous fournit une méthode bien plus puissante pour transfor
mer les solutions. 

1 8 5 . THÉORÈME I I . — Si x" et y" sont des fonctions conjuguées par 
rapport aux variables x' et y', et si x' et y' sont des fonctions con
juguées par rapport à x et à y, x" et y" sont conjuguées par rap
port à x et y. 



et ce sont là les conditions pour que x" et y" soient conjuguées de x 

On peut aussi le voir d 'après la définition pr imi t ive des fonctions 

conjuguées . Car x"-\-\J—xy" est une fonction de x'~\-\J~^~ iy', et 

x*-\-\]— iy' est une fonction de x H - sj — іу. Donc, x" + \J~ іу" est 

une fonction de x •+• \J — i y. 
De même , on montrerait que, si x' et y' sont des fonctions conju

guées de x et y, x et y sont des fonctions conjuguées de x' et y'. 
Ce théorème peut recevoir l ' in te rpré ta t ion graphique suivante : 
Prenons x' et y' pour coordonnées rectangulaires, et t raçons sur le 

papier les courbes qui r éponden t à des valeurs en progression ar i th 
mé t ique de x" et dey". Nous avons ainsi un double système de courbes 
q u i partage le papier en petits car rés . Traçons aussi sur le papier des 
lignes droites horizontales et verticales, également espacées, et i n 
scrivons auprès de ces lignes les valeurs correspondantes de x' et y'. 

Prenons maintenant une autre feuille de papier, sur laquelle x et y 
sont pris pour coordonnées rectangulaires, et sur laquelle on trace un 
double système de courbes x' et y', chacune des courbes portant l ' i n 
dication des valeurs correspondantes de x't et y'. Ce système de coor
données curvilignes correspondra, point pour point, au système de 
coordonnées rectilignes x'y' de la p remiè re feuille de papier. 

Si donc nous prenons un nombre quelconque de points sur la 
courbe x" de la p remiè re feuille, et si nous notons les valeurs de x' 
et y' en ces points ; et si nous marquons les points correspondants sur 
la seconde feuille, nous obtiendrons autant de points de la courbe 
transformée x". Si nous faisons de même pour toutes les courbes x", 
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En effet. 
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y" de la p r emiè re feuille, nous obtiendrons sur la seconde une doubje 
série de courbes x", y" de forme différente, mais possédant la m ê m e 
propr ié té de partager le papier en petits ca r rés . 

186 . THÉORÈME I I I . — Si V est une fonction de x' et de y', et si x' 
et y' sont des fonctions conjuguées de x et y, on a 

•l'intégration étant effectuée entre les mêmes limites. 

En effet, 

Additionnant ces deux dernières équa t ions , et nous rappelant les 
conditions ( i ) relatives aux fonctions conjuguées, nous trouvons 

Mais, si V est un potentiel, on a, d 'après l 'équat ion de Poisson, 

et le résul ta t peut s 'écrire 
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c'est-à-dire qu'il y a la m ê m e quant i t é d 'é lectr ici té dans les parties 
correspondantes des deux systèmes, si les coordonnées d'un système 
sont des fonctions conjuguées dés coordonnées de l'autre système. 

Théorèmes additionnels relatifs aux fonctions conjuguées. 

187. THÉORÈME I V . — Si xx et yu x% et уг sont des fonctions con
juguées par rapport à x et y, et si 

X = #i#2—/172, Y = д?і/2+ щуи 

X et Y sont des fonctions conjuguées de x et y. 

En effet, 

X H- s/~i Y = (a?j4- s/~\y\) + Z 3 7 ! J a ) . 

THÉORÈME V . — Si Ф est une solution de l'équation 

дх'* ду2 ' 

et si Von pose 
дФ 

n , [/дФ\* /дФ\П л , дх а К= 1 о4Ы + Ы J ' 0 = - T A N G ^ Ф -
ду 

R et Ѳ sont des fonctions conjuguées de x et y. 

ОФ ОФ 

En effet, R et Ѳ sont des fonctions conjuguées de ^ et de -^p, les

quels sont des fonctions conjuguées de x et y. 

EXEMPLE I . — Inversion. 

188. Comme exemple de la méthode générale de transformation, 
prenons un cas d'inversion à deux dimensions. Soient О un point fixe 
dans un plan ; OA une direction fixe ; et soient r — OP = ae®, Ѳ = AOP ; 
enfin, x et y les coordonnées de P par rapport à О : 

i P = log i s/уъ + х*, 6 = t a n g - i ^ , 

( x = aeP cosö, y = aeP smb. 

p et Ѳ sont des fonctions conjuguées de x et y. 
Si p'=np et Ѳ''= nb, p' et Ѳ' seront des fonctions conjuguées de p 
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et Ѳ. Dans le cas où n = — i , nous avons 

(6) r'=^, Ѳ'=-Ѳ, 

ce qui correspond à l'inversion ordinaire combinée avec une rotation 
de i8o° de la figure autour de OA. 

Inversion des figures à deux dimensions. 

Dans ce cas, si r et r' représentent les distances des points corres
pondant au point O; e et e' les charges totales d'un corps; S et S' les 
éléments de surface; V et V les éléments de volume; cr et a' les den
sités superficielles ; p et p' les densités de volume ; cp et <p' les poten
tiels correspondants dans les deux systèmes, 

EXEMPLE I I . — Images électriques dans les figures à deux dimensions. 

189. Soit A le centre d'un cercle de rayon A Q — b; soit E la 
charge en A ; le potentiel en un point quelconque P est 

( 8 ) Ф = а Е 1 р 5 А , 

et si ce cercle est la section d'un cylindre conducteur creux, la den-

Fig. 17. 

E 

s i t e superficielle en un point quelconque Q est — ' 

Transformons le système par rapport à O, posant 

AO = mb, « 2 = ( m 2 — i ) è 2 ; 

nous avons alors en A ' une charge égale à celle de A , avec A A ' 

b 
m 
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La densité en Q'est 
E Ы— A T 8 

et le potentiel en un point P' i n t é r i eu r au cercle est 

( Ф ' = Ф 9 . E ( l o g è - l o g A P ) 

( 9 ) j = 2 E ( l o g O P ' — l o g A ' P ' — l o g m ) . 

Cette distribution équivaut à la combinaison d'une charge E en A ' et 
d'une charge — E en O, image de A ' par rapport au cercle. La charge 
idéale de О est égale et contraire à celle de A ' . 

Si le point P' est défini par ses coordonnées polaires rappor tées au 
centre du cercle, et si nous posons 

p = l o g r — logé et po = logAA'—logo, 

nous avons 

( 1 0 ) AP ' = 6 e P , A A ' = 6 e P 0 , AO = be~P0, 

et le potentiel au point (p, Ѳ) est 
( Ф = E log(e~ 2Po— 2<?~P0eP cosô -+- e 2P) 

(i i) < 
( — E log(e 2 P 0 —2eP 0 eP cosô-b e 2 P)-b 2Ep 0 . 

C'est là le potentiel produit au point (p, Ѳ) pour une charge E placée 
en (po, o ) , sous la condition que Ф — о quand p — o. 

Dans ce cas, p et Ѳ sont les fonctions conjuguées de l 'équat ion ( 5 ) ; 
p est le logarithme du rapport du rayon vecteur d'un point au rayon 
du cercle, et Ѳ est un angle. 

Le centre est le seul point singulier dans ce système de coordon-

/
db 

ds prise le long d'une courbe fermée 

est о ou 2TC, suivant que la courbe fermée renferme ou non le centre. 

EXEMPLE I I I . — Transformation du cas précédent par Neumann 

190. Soient a et S deux fonctions conjuguées quelconques de x et 
j , telles que les courbes a soient des lignes équipotentiel les , et les 
courbes (8) les lignes de force dans un système formé d'une demi-
uni té d 'électr ici té placée à l 'origine, et d'un système électrisé disposé 
d'une manière quelconque à une certaine distance de l 'origine. 

(' ) Journal de Cr elle, I86J. 
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Supposons que la courbe pour laquelle le potentiel est a 0 soit fermée, 
et telle qu'aucune partie du système électr isé, sauf la demi-uni té 
placée à l 'origine, ne soit comprise dans la courbe. 

Alors toutes les courbes (a) comprises entre celle-ci et l 'origine se
ront des courbes fermées entourant l 'or igine; et toutes les courbes ( S) 
se rencontrent à l 'origine et coupent orthogonalement les courbes (a). 

Les coordonnées d'un point quelconque in té r i eu r à la courbe (a 0) 
seront dé terminées par les valeurs de a et S en ce point ; et si le point 
se déplace dans le sens positif sur une des courbes (a), la valeur de ( ß) 
augmentera de 2тт à chaque révolut ion complè te . 

Supposons maintenant que la courbe (a 0 ) soit la section de la sur
face in té r ieure d'un cylindre creux de forme quelconque, maintenu 
au potentiel zéro, et soumis à l'influence d'une charge r épandue avec 
une densi té l inéaire E sur une ligne droite se projetant à l 'origine; 
nous pouvons alors ne point considérer le système électrisé extér ieur , 
et nous avons pour le potentiel en un point quelconque (a) in té r ieur 
à la courbe 

(12) <p = 2E (a — a 0), 

et pour la quant i té d 'électr ici té qui est répandue sur la partie de la 
courbe a0 comprise entre les points correspondant à ß! et ß 2 , 

(13) Q = ^ E C f c - ß , ) . 

Si, par cette méthode ou par toute autre, nous avons dé te rminé la 
distr ibution du potentiel dans le cas d'une courbe de section donnée , 
et d'une charge placée en un point donné pris pour origine, nous 
pouvons passer au cas d'une charge placée en tout autre point, par 
une simple application de la mé thode générale de transformation. 

Soient <Xj et ß t les valeurs de a et ß au point où est placée la charge; 
substituant dans l 'équation (11) a — a0 à p, ß — ßi à Ѳ, nous t rou
vons pour le potentiel d'un point quelconque, dont les coordonnées 
sont a et ß, 

cp = E log[r— 2 e a + a i - 2 a o cos(ß — ß,) -+- eSta+a,-^«,,)] 
— E l o g f i — 2І*-«і cos (ß — ß t ) -+- e2<a-a,)] _ 2 E ( a t — a 0). 

Cette expression du potentiel se rédu i t à zéro quand а = а 0 ; elle est 
finie et continue à l ' in tér ieur de la courbe a, sauf au point (a t , ßj) , 
pour lequel le second terme devient in f in i ; et, dans son voisinage i m 
médiat , elle a pour valeur l imi te — 2Elogr' , où r' est la distance à 
ce point. 
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Nous sommes donc en mesure d'obtenir la solution du p rob lème de 
Green relat if à la charge d'un point quelconque in té r ieur à une 
courbe fermée, si nous connaissons la solution pour un autre point. 

La charge induite sur l 'é lément de la courbe a0 qui est compris 
entre les points ß et ß -+- dß , par une charge E placée au point (a 1 ? ß ^ , 
est, en employant la notation du § 183, 

4Tt dsi 

où dsi est mesuré vers l ' in tér ieur et où l 'on fait a = a0 après la diffe
rentiation. 

Ceci devient, d 'après l 'équat ion (4) du § 183, 

і Л а % ( a = a o ) ' 
c 'es t -à-di re 

E i — estai-ao) 

(ъ dsi 

2TZ i — ae< a i -«o> c o s ( ß — ß j ) •+• e 2 i « i - a o > 
d ß . 

A u moyen de cette expression, nous pouvons trouver le potentiel en 
un point quelconque (a t , ß t ) in té r ieur à la courbe fermée, lorsqu'on 
donne en fonction de ß la valeur du potentiel en chaque point de la 
courbe fermée, et qu ' i l n'y a point de charge à l ' in tér ieur d e l à courbe 
fermée. 

En effet, d 'après le § 86, la partie du potentiel de (a 1 } ß t ) qui est 
due à ce qu'une partie d$ de la courbe fermée est maintenue au po
tentiel V , est nY, n é tan t la charge induite sur dß par une uni té 
d 'électr ici té placée en (a 1 } ß x ) . Donc, si V est le potentiel en un point 
de la courbe fermée, potentiel expr imé en fonction de ß, et si Ф est le 
potentiel au point ( a t , ßj) in té r ieur à la courbe fermée, celle-ci ne 
renfermant d'ailleurs aucune charge, 

( . 6 ) 

EXEMPLE I V . — Distribution près de l'arête d'un conducteur formé 
de deux faces planes. 

191. Dans le cas d'une face plane conductrice indéfinie, chargée 
d 'électr ici té avec une densi té superficielle <J0, nous avons t rouvé pour 
le potentiel, en un point si tué à une distance y du plan, 

V = G — ітку0у, 

С étant la valeur du potentiel sur le conducteur même. 
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Prenons pour axe polaire une ligne droite du plan, et passons aux 
coordonnées polaires : nous trouvons pour le potentiel 

V = G — 4 тесто ctèP sin Ѳ ; 

et pour la quant i té d 'électrici té r épandue sur un para l lé logramme dont 
la base est égale à l 'uni té , et dont la hauteur, mesurée à part ir de 
l'axe, est aeP, 

E = GQde?. 

Faisons maintenant р = /гр', Ѳ = /гѲ'; puisque p' et Ѳ' sont conjugués 
par rapport à p et Ѳ, les équat ions 

V = G — 4it<s0aenP'sinnb', 

E = з 0аІ г аР' 

représentent une distr ibution possible des charges et des potentiels. 
Si nous posons r pour aeP', r sera la distance à l'axe; nous pouvons 

aussi mettre Ѳ au l ieu de Ѳ' pour l'angle. Nous aurons 

Y = G — 41T<Jo • n _ l sin/гѲ, 

E = <т0 

V est égal à G toutes les fois que nb ~ те O U un mult iple de те. 
Supposons que l 'arête soit un angle saillant du conducteur, où l ' i n 

clinaison des faces est a. Alors l'angle du diélectr ique est 2 те — a, et, 
pour Ѳ = 2 те — a, le point est sur l'autre face du conducteur. Nous de
vons donc faire 

La densité superficielle a, à une distance quelconque r de l 'arête, est 

Si l'angle est saillant, a est plus petit que те, et la densité superficielle 
varie en raison inverse d'une certaine puissance de la distance à l 'arête ; 
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de sorte que, sur l 'arê te m ê m e , la densi té devient infinie, et cela bien 
que la charge totale évaluée depuis l 'arê te j u s q u ' à une distance finie 
quelconque soit toujours finie. 

Ains i , quand a — o, l 'arête est infiniment a iguë , semblable à la sec
tion d'un plan m a t h é m a t i q u e . Dans ce cas la densi té varie en raison 
inverse de la racine car rée de la distance à l 'a rê te . 

Si a = - , l 'arê te est semblable à celle d'un prisme equilateral, et la 

densi té varie en raison inverse de la puissance f de la distance. 
• • TC • • 

Si cc = - , l ' a rê te forme un angle droi t , et la densité est en raison 
2 ° 

inverse de la racine cubique de la distance. 

Si a = - i t , l 'arête est semblable à celle d'un prisme hexagonal, et 

la densi té est en raison inverse de la racine qua t r i ème de la distance. 
Si a = ir, l 'arête disparaî t , la densité est constante. 

Si a = ^ те, l 'arête est semblable à l ' in tér ieur d'un prisme hexagonal, 

et la densi té est directement proportionnelle à la racine carrée de la 
distance. 

3 
Si a = - тс, l 'arête est un angle droi t rentrant, et la densi té est pro

portionnelle à la distance à l 'arête . 
5 

Si a = - I T , l 'arête est un angle rentrant de 6o°, et la densité est pro

portionnelle au car ré de la distance à l 'arête. 
En réal i té , dans tous les cas où la densité devient infinie en un point 

quelconque, i l y a décharge é lect r ique dans le diélectr ique en ce point, 
ainsi qu ' i l a été expl iqué au § 55. 

EXEMPLE V . — Ellipses et hyperboles. 
192. Nous avons vu que si 

( i ) X\ — e9 cosф, = e? sin 

x et y sont des fonctions conjuguées de Ф et 
De même , si 

(a) x-i — e-? cost];, y% — — e -? sin^, 

x% et y% sont des fonctions conjuguées. Donc, si 

ix — Xi -h x2 —- (e? - i - e~9) cos^, 

ч.у —yi = (e? — e-?) sin4> 

x et y sont des fonctions conjuguées de tp et ф. 
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Dans ce cas, les points pour lesquels «p est constant sont sur l ' e l 
lipse dont les axes sont e? -+- e~f et — e -

Les points pour lesquels est constant sont sur l'hyperbole dont 
les axes sont 2 cos^ et 2 s in^. 

Sur l'axe des x, entre x — — 1 et x ~-\~ 1 , 

(4) <p = о, ф = arc cos a?. 

Sur l'axe des x, de part et d'autre de ces limites, nous avons de 
chaque côté 

a ? > i ^ = 0 cp = log(a7-+- v/;*?2 — 1 ) , 

ce < F ф = тс <p = log( y/a?2—i — a?). 

Si donc «p est la fonction potentielle, et ф la fonction d 'écoulement , 
nous avons le cas d'un écoulement d 'é lectr ic i té s'effectuant du côté 
positif vers le côté négatif de l'axe des x, à travers l'espace compris 
entre les points -4-1 et — r, les parties de l'axe si tuées au delà de ces 
points étant imperméables à l 'é lectr ic i té . 

Puisque, dans ce cas, l'axe des y est une ligne de flux, nous pouvons 
le regarder comme é tant aussi imperméable pour l 'é lectr ici té . 

Nous pouvons donc considérer les ellipses comme é tant les sections 
des surfaces équipotent iel les dues à un conducteur plat, de longueur 
infinie, de largeur 2, et chargé d'une demi-uni té d 'électr ici té par uni té 
de longueur. 

Si nous prenons ф pour fonction potentielle, et y pour fonction 
d 'écoulement , le cas devient celui d'un plan inf ini , dans lequel on au
rait enlevé une bande de largeur 2 . D'un côté , le plan est au poten
tiel тс; de l'autre, i l est au potentiel zéro. 

Ces cas peuvent ê t re considérés comme des cas particuliers des sur
faces de second degré , étudiées au Chapitre X . La forme des courbes 
est donnée sur la Pl. X. 

EXEMPLE V I . — Pl. XI. 

193. Considérons maintenant x' et y' comme des fonctions de x et 
y définies par les équat ions 

(6) x' — b l ogЛ /ж 2 -+ -у г , y = b arc tang - ; 
00 

x' et y' seront aussi des fonctions conjugées de cp et ф. 
On donne à la Pl. XI les courbes qui résul tent de la transforma

tion de la Pl. X au moyen de ces nouvelles coordonnées. 
Si x' et y' sont des coordonnées rectangulaires, les propr ié tés de 
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l'axe des x dans la fig. i appartiendront, dans la fig. 2, à une série 
de lignes paral lèles à a?', pour lesquelles = ЬР'ъ, n' é tant un nombre 
entier quelconque. 

Sur ces lignes, les valeurs positives de x' correspondent aux valeurs 
de x plus grandes que l 'uni té , et nous avons vu que l 'on a pour ces 
valeurs 

(7) ф = лтт, cp = log (л? - н / а ? 2 — i ) = log \e* -1- y e b — 1 / . 

Les valeurs négatives de x' sur ces mêmes lignes correspondent aux 
valeurs de x plus petites que l 'un i té , pour lesquelles nous avons vu 
que l 'on a 

•l! 
(8) <P = O) ф = arc cosa? = arc cos e ô . 

Les propr ié tés de l'axe des y de la fig. 1 appartiennent, dans la fig. 2 , 
à une série de lignes parallèles à x', pour lesquelles on a 

(9) / = 6 т с ( Я ' - н 1 ) . 

La valeur de ф le long de ces lignes est — TZ(X -\- j) pour tous 
les points, positifs ou négatifs, et 

( •Il / 2,r' 
eb + v eb - f - j , 

Les courbes pour lesquelles cp et ф sont constantes peuvent ê t re tra
cées directement, d 'après leurs équat ions 

cp' = 1 b log 1 (e2<P -h е-Щ ч- 2 cos2ф) , 

( Іср g—9 \ 
tangtl ) • 

Comme la figure se reproduit pour des valeurs de y' différant entre 
elles de Tzb, i l suffit de la tracer dans un de ces intervalles. 

I l y a deux cas, selon que cp ou ф change de signe avec y'. Supposons 
que "ce soit cp qui change de signe. Alors toute courbe pour laquelle ф 

est constant est symétr ique par rapport à l'axe des x', et le coupe 
orthogonalement en un point si tué du côté négatif. Si nous partons 
de ce point, pour lequel cp = o, et si nous faisons cro î t re cp, la courbe, 
d'abord orthogonale à l'axe, s'infléchit peu à peu, et finit par devenir, 
pour de grandes valeurs de cp, parallèle à l'axe des x'. Le côté positif 
de l'axe des x' appartient au système et correspond à ф = о ; et quand 
y' — ± \ ъЪ, ty = ±Tc. Les figures pour lesquelles ф a des valeurs con
stantes, comprises entre о et^ir, forment donc un système de courbes 
qui comprennent le côté positif de l'axe de x'. 
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Les courbes pour lesquelles <f> a des valeurs constantes coupent or -
thogonalement le système et les valeurs de <p varient de — oo à -t- oo . 
Pour toutes celles de ces courbes cp qu i sont menées au-dessus de l'axe 
des x, la valeur de cp est positive ; le long de la partie négative de l'axe 
des x', sa valeur est zé ro ; enfin, pour toute courbe si tuée en dessous 
de l'axe des x', sa valeur est négat ive . 

Nous avons vu que le système ф est symét r ique par rapport à l'axe 
des x. Soit PQR une courbe quelconque coupant ce système orthogo-
nalement, et se terminant, en P et en R, sur les courbes y' — ±L1 T C Ô , 
le point Q é tant s i tué sur l'axe des x'. La courbe PQR est symét r ique 
par rapport à l'axe des x' ; mais, si la valeur de cp le long de PQ est c, 
elle sera — с le long de QR. On se rend compte de cette disconti
nu i té de cp par une dis t r ibut ion é lect r ique du genre de celle qui sera 
discutée au § 195. 

Si maintenant nous supposons que ce soit <\>, et non cp, qui change de 
signe avec y', les valeurs de cp varient de о à oo . Pour cp — o, nous 
avons la partie négat ive de l'axe des x; pour cp = 0 0 , nous avons une 
perpendiculaire à l'axe des x' s i tuée à une distance infinie. Le long 
d'une ligne PQR quelconque comprise entre les deux précédentes , la 
valeur de cp est constante et positive. 

Toute valeur ф subit un brusque changement au point où la courbe 
pour laquelle ф est constant coupe la partie négative de l'axe des x' : 
le signe de ^ change. On verra au § 197 la signification de cette discon
t inu i té . 

Lès lignes, que nous venons d'apprendre à tracer, sont représentées 
sur la Pl. XI, r édu i te aux deux tiers du diagramme : le tiers supé 
rieur est à supprimer. 

194. Si nous considérons cp comme la fonction potentielle et i]> 
comme la fonction d 'écoulement , le cas actuel est celui d'une bande 
de méta l infiniment longue, de largeur izb, p résentan t à part i r de 
l 'origine et sur une longueur indéfinie dans le sens posi t i f une c lo i 
son non conductrice, qui partage la partie positive de la bande en 
deux canaux distincts. Nous pouvons .supposer que cette séparat ion 
soit produite par une coupure très é t roi te p ra t iquée dans la bande 
méta l l ique . 

Si l 'on fait circuler un courant é lec t r ique , entrant par l'une de ces 
parties et sortant par l 'autre, l ' entrée et la sortie seront à une dis
tance infinie du côté positif de l 'origine, et les fonctions cp et ф don
neront la dis tr ibut ion du potentiel et du courant. 

Si, au contraire, nous prenons pour le potentiel etcp pour la fonc-
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l ion d 'écoulement , nous nous trouverons dans le cas d'un courant ayant 
pour direction générale celle de l'axe des y', et circulant à travers 
une feuille méta l l ique dans laquelle on aurait p ra t iqué un certain 
nombre de coupures non conductrices, paral lèles à l'axe des et 
s 'é tendant de l'axe des / ' à l ' in f in i , dans le sens négatif. 

195. Nous pouvons appliquer ces résul ta ts à deux cas importants 
en électr ici té statique. 

i° Soit un conducteur en forme de feuille plane, p résen tan t une 
arê te rectiligne, et i l l imité partout ailleurs. On le met dans le plan 
des ocz, du côté positif de l 'origine, et l 'on place paral lè lement , à une 
distance ^т:Ь de chaque côté de ce plan, deux plans conducteurs i n 
définis. Alors, si ф est la fonction potentielle, sa valeur est zéro pour 
le conducteur du mil ieu, et ^% pour les deux autres plans. 

Considérons la quan t i t é d 'é lectr ici té qu i se trouve sur la partie du 
conducteur central, qu i s 'étend sur une hauteur i dans le sens de z, 
et sur une longueur de oc' = a ä part ir de l 'origine. 

La quant i té d 'électr ici té qui existe sur la partie de cette bande qui 

est comprise entre x\ et x'2 e s t - ^ ^ — ^ і ) -

Donc, depuis l 'origine jusqu ' à oc' — a, la quan t i t é d 'électr ici té est 

a t/.¥-.), 
ce qui devient, si a est grand comparativement à b, 

Donc la quant i té d 'électr ici té , répandue sur un plan l imité par une 
arête rectiligne, est plus grande que si l 'électricité avait été d is t r ibuée 
avec une densi té uniforme égale à celle qui existe à une certaine dis
tance de l ' a rê t e ; la quant i té existante est égale à celle qu i , pour la 
même densi té uniforme, serait répandue sur un plan s 'étendant sur 
une largeur M o g e 2 , au delà de la l imite actuelle du plan. 

Cette distr ibution uniforme imaginaire est figurée par les lignes 
pointi l lées de la Pl. XI. Les verticales représentent les lignes de 
force; les horizontales, les surfaces équipotentiel les, en supposant 
la densité uniforme sur les deux plans prolongés à l ' inf ini dans toutes 
les directions. 

196. Les condensateurs électr iques sont quelquefois formés d'un 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 2З 
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plateau placé à égale distance de deux autres plateaux parallèles s 'é-
tendant de tous les côtés beaucoup plus lo in que le plateau du mi l ieu . 
Si le rayon de courbure de la ligne qui l imi te le plateau du mil ieu est 
grand, relativement à la distance des plateaux, nous pouvons consi
dére r cette courbe comme une ligne droite, et approximativement 
calculer la capaci té du condensateur, en supposant que la surface du 
plateau du mil ieu soit augmentée par une couronne de largeur un i 
forme régnan t tout autour de la courbe l imi te , et en supposant éga
lement que, sur le plateau ainsi accru, la densité superficielle soit 
uniforme et égale à ce qu'elle est sur les parties éloignées de la courbe 
l imi t e . 

Ains i , si S est l 'aire vér i table du plateau, L sa circonférence, В la 
distance des grands plateaux, nous avons 

(i3)
 b=h^ 

TC 

et la largeur de la couronne additionnelle est 

( . 4 ) « = ^ B -

de sorte que l'aire augmentée est 

(x5) S ' = S 4 - ^ ^ B L . 
TC 

La capaci té du plateau du mil ieu est donc 

(16) = - + L - logg2 ' 
2ТС В 2TC \ B ТС y 

Correction pour l'épaisseur du plateau. 

Comme le plateau du milieu a généralement une épaisseur que l'on 
ne peut négliger devant la distance des plateaux, on obtient une re
présentat ion plus exacte des faits dans le cas actuel, en supposant que 
la section du plateau in termédia i re correspond à la courbe Ф == <h'. 

Le plateau aura, à une certaine distance du bord, иие épaisseur à 
peu près uniforme ß rrr ibty, mais sera arrondi vers le bord. 

La position effective du bord du plateau s'obtient en faisant y' — o, 
d'où 

(17) a?'= Moge(cos<J/). 

La valeur de ty' sur ce bord est zéro, et, au point pour lequel л?' = о, 
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elle est 
a-hblogE2 

_ 
Donc, la quan t i t é d 'électr ici té r épandue sur le plateau est la même 
que si l 'on avait ajouté à ce plateau une couronne de largeur 

5 [ l t f g . a + l o g . ( c o e ^ | ) ] 

ou 

(18) 5 l o g e ( 2 C o s ^ ) , 

la densité é tant supposée avoir en tous les points la valeur qu'elle a 
une certaine distance du bord. 

Densité près des bords. 

La densi té superficielle en un point quelconque du plateau est 

La quant i té entre parenthèses tend rapidement vers l 'uni té , quand x' 
croît , de sorte que, à une distance du bord égale à n fois la largeur de 
la couronne a, la densité effective excède la densité normale d'environ 

1 , de la densité normale. 
22/г-И 

De même , nous pouvons calculer la densi té sur les plans indéfinis 

Quand x' — o, la densi té effective est à la densité normale dans le rap-
_± 

port de 2 2 à I . 

Du côté positif, à une distance égale à л fois la largeur de la cou

ronne, la densi té est inférieure à la densité normale d'environ ——, • 

Du côté négatif, à une distance égale an fois la largeur de la cou

ronne, la densité est environ — de la densité normale. 

Ces résul ta ts montrent quel degré d'exactitude on peut attendre, si 
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l 'on applique cette méthode à des plateaux d 'é tendue l imitée , en p r é 
sentant des i r régular i tés dans le voisinage des bords. La même distri
but ion s 'é tabl i ra i t dans le cas d'une série i l l imitée de ces plateaux 
équidis tants , dont les potentiels seraient alternativement + V et — V. 
Dans ce cas, nous devons prendre la distance des plateaux égale à B . 

197. 2 ° Le second cas que nous é tudierons est celui d'une série i n 
finie de plans paral lèles au plan des xz, distants les uns des autres 
de В = тг6, et tous coupés par le plan des yz, de manière à ne s 'é
tendre que du côté négatif de ce plan. Si nous prenons cp pour fonc
tion potentielle, nous pouvons regarder ces plans comme des conduc
teurs au potentiel zéro. 

Considérons les courbes le long desquelles cp est constant. Pour 
у'=РтгЬ, c 'est-à-dire sur le prolongement de chacun des plans, nous 
avons 

( 2 t ) a?'=fclog{(e?-t-e-<p). 

Pour y' — (n + {)«&, c'est-à-diïe dans les positions in termédia i res , 

( 2 2 ) x' = M o g l ( e < P — e - ? ) . 

Donc, quand «p est grand, la courbe pour laquelle cp est constant est 
une ligne onduleuse dont la distance moyenne à l'axe des y' est ap
proximativement 

(a3) a = &(<p — log e a). 

L'amplitude des ondulations de chaque côté de cette ligne est 

Ы) i * l o g ^ - ~ 

Quand cp est grand, cette expression devient be~-4, de sorte que la 
forme de la courbe se rapproche d'une ligne droite parallèle à l'axe 
des y', à une distance a de l'axe, du côté positif. 

Si nous supposons un plan x' — a maintenu à un potentiel constant, 
tandis que le système des plans paral lèles est maintenu à un potentiel 
différent, ôcp = a -+- b l o g e 2, et, par suite, la densi té superficielle de la 
charge induite sur ce plan est égale à la densité de la charge qui y 
aurait été induite par un plan paral lèle , por té au même potentiel que 
la série des plans, et placé à une distance bloge2 plus loin que le 
bord de ces plans paral lèles. 

Si В est la distance de deux plans de la série, В = тс b, et la distance 
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additionnelle est 

(25) a = B ^ . 

198. Considérons maintenant l'espace compris entre deux surfaces 
équipotent ie l les , dont l'une est formée par une série d'ondulations 
paral lè les , tandis que l'autre, correspondant à une grande valeur 
de cp, peut être considérée comme sensiblement plane. 

Si D est la hauteur d'une ondulation, comptée de son point le plus 
haut à son point le plus bas, nous trouvons pour valeur correspon
dante de cp, 

D 

(26) c p = _ l 0 g _ ^ 

e1' — i 

La valeur de x' au sommet de l'onde est 

b log J - ( e ? 4 - e - ? ) . 

Donc (*), si A est la distance du sommet des ondes au plan opposé, la 
capacité du système formé de la surface plane et de la surface ondulée 
est égale à celle d'un système de deux plans à la distance A - h a', où 

(28) a ' = ? log 6 — й * 
I 4 - e B 

199. Si dans un conducteur, dont le reste de la surface est plane, 
on pratique un seul sillon de cette forme, et si l'autre conducteur est 
un plan à la distance A , la capacité de chaque conducteur diminue par 

( l ) Soient Ф le potent ie l du plan et cp celui de la surface ondulée. La quantité 

'électricité 

est égale à 

d'électricité répandue sur l'unité de surface du plan est -г-̂ -г* Donc la capacité 
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rapport à l 'autre. Mais la diminution ainsi produite est infér ieure à 
la n i è m e partie de la diminut ion produite par n rainures semblables 
faites côte à côte ; en effet, dans ce dernier cas, la force électr ique qui 
agit entre les conducteurs est moindre que dans le premier cas, de 
sorte que l ' induction à la surface de chaque sillon est rédui te par l ' i n 
fluence des sillons voisins. 

Soient L la longueur, В la largeur, D la profondeur du sil lon; la 
capacité d'une aire S prise dans le plan opposé au sillon sera 

S — LB LB _ _ S _ _ JLB_ a! 
4 i iA + 4 i t ( A - r a') _ 4теА 4 т г А А н - а ѵ 

Si A est grand relativement à В ou à a', la correction devient, en vertu 
de l 'équat ion (28), 

„ 9 s L B* 1 <*>> W J, 10g. - д . 
т - н e u 

Pour une fente de profondeur infinie, la correction devient, en fai
sant D inf in i , 

Pour trouver la densité superficielle sur la série des plans parallèles, 
nous devons calculer 

t dty 
4 i r àx1 

soit 
1 

V ' 
La densi té moyenne sur le plateau plan situé à une distance A des 

bords de la série de plans parallèles est a — ——7- • Donc, à une dis-

tance na du bord d'un de ces plans, la densi té surperficielle est 
1 de cette densité moyenne, 

y : -,2«. 

200. Cherchons maintenant à dédui re de ces résultats la distribu
tion é lect r ique dans le système obtenu en faisant tourner le plan de 
la figure autour de l'axe y'—— R. L 'équat ion de Poisson prend la 
forme 
/ O O N &Y d»V i W 
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Supposons que V soit ici la fonction <p donnée au § 1 9 3 , et déterminons la 
valeur de p d'après cette équation. Nous savons que les deux premiers 
termes disparaissent et, par suite, 

1 dcp 
(34) P = - 4 т: R - t - j ' dy' 

Si nous admettons qu'en outre de la densi té superficielle déjà é tudiée 
l 'électrici té soit d is t r ibuée dans l'espace d 'après la lo i qui vient d 'ê t re 
é tabl ie , la distribution du potentiel sera représentée par les courbes 
de la Pl. XI. 

Or on voit a isément sur cette figure que, en général , est t rès 

petit, sauf sur les bords des plateaux ; la nouvelle distr ibution peut 
donc être représentée approximativement par ce qui existe effective
ment, c'est-à-dire une certaine distribution superficielle sur les bords 
des plateaux. 

Si donc nous prenons l ' intégrale J J pdx'dy' entre les limites y' — о 
ТС 

et y'= - b, de x* ——oo à ж' = + oo , nous aurons la charge addi

tionnelle totale qui résul te pour une des faces du plateau de sa 

courbure. 
Puisque = — •—,> nous avons 

(35) \Il"9dx'=Il 
In tégrant par rapport à y', nous avons 

в 

(36) J / f ^ r f 7 = _ ^ l o g _ _ 
t/ 0 —со 

/ з ч I В I В 2 

( 3 7 ) = - 3 5 R + Ï ^ R 2 + " " 

C'est là la moi t ié de la quant i té totale d 'électrici té que nous devons 
supposer r épandue dans l'espace voisin des bords des plateaux cyl in
driques, pour chaque uni té de circonférence. Et puisque c'est seule
ment près des bords des plateaux que cette densité est appréciable , 
nous pouvons, sans modifier sensiblement son action sur la surface 
plane opposée, supposer toute la charge condensée à la surface du 
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plateau ; et, en calculant l'attraction qui agit entre cette surface et là 
surface cylindrique, nous pouvons supposer que cette électricité ap
partient à la surface cylindrique. 

S'il n'y avait pas de courbure, la charge superficielle de la surface 
positive du plateau aurait été, par unité de longueur, 

S. 
Donc, si nous y ajoutons toute la distribution précédente, i l faut mul

tiplier cette charge par le facteur ^ i -+- i 5.̂  pour avoir la charge to

tale de la face positive. 
( f ) Dans le cas d'un disque de rayon R placé à égales distances de 

(') Lorsque nous avons évalué, au § 200, la distribution totale dans l'espace, il 
aurait peut-être été plus exact de prendre, pour la représenter, l'intégrale 

ffi p 2 i t (R -\-y')dx' dy'. 

i Ъ 
ce qui donne — ^ — pour chaque unité de circonférence comptée sur l'arête de 
rayon R. On arrive ainsi à la même correction que dans le texte. 

On peut aussi traiter comme il suit le cas du disque. 
Faisons tourner la figure du § 195 autour d'une perpendiculaire aux plateaux, 

à une distance -+- R du bord du plateau du milieu. Ce bord décrira donc un cercle 
qui sera le bord du disque. Comme au § 200, nous partons de l'équation de 
Poisson, qui est, dans ce cas,"^ 

à*\ d 2V i d\ 
dp + dx* " Ï T = ^ ' dx1 + 4 1 C P = °' 

Supposons maintenant que V soit égal à la fonction potentielle ^ du § 195. Cela 
revient à supposer entre les plateaux une distribution électrique dont la densité 
de volume p est 

i i dty 
4 тс R — x' dx' 

La quantité totale est 

/ p 2ТГ 
0 •-'—оо 

(R — x') dx' dy'. 

Si R est grand relativement à la distance des plateaux, on verra, en examinant 
les lignes du potentiel de la Pl. XI, que ce résultat est sensiblement égal à 
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deux plans parallèles indéfinis distants l 'un de l'autre de B , on trouve, 
pour la capacité du disque, 

Théorie de l'anneau de garde de Thomson. 

201. Dans certains é lectromètres de Sir W . Thomson, une grande 
surface plane est maintenue à un certain potentiel; à une distance a 
de cette surface est un disque plan de rayon R, entouré par un grand 
anneau plan percé d'une ouverture circulaire de rayon R', concentrique 
au disque. Cet anneau porte le nom Panneau de garde; ainsi que le 
disque, i l est maintenu au potentiel zéro. 

On peut considérer l 'intervalle compris entre le disque et l'anneau 
comme un sillon circulaire de profondeur infinie et de largeur R' — R. 
Nous poserons R' — R — B . 

Alors la charge que prendra le disque sous l'influence du pla
teau chargé au potentiel uni té sera, en supposant la densité un i -

R 2 

forme, -Т-Г-. ' 4A 

c'est-à-dire 

Et la distribution superficielle totale est, en y comprenant les deux faces du 
disque, 

Si donc la distribution qui existe dans le volume compris entre les plateaux est 
supposée condensée sur le disque, et si la différence des potentiels des plateaux 

TU 
et du disque est — , l'expression de la capacité devient 

résultat qui diffère de celui qui est donni dans le texte d'environ 
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La charge qui existe sur une des faces d'un sillon rectiligne de lar
geur B , de longueur 2TCR et de profondeur infinie, peut ê t re évaluée 
d 'après le nombre des lignes de force qu i partent d u grand plateau 
et viennent rencontrer cette face du sillon. En se reportant au § 1 9 7 et 
à la note, on voit que cette charge est 

I L B T 

2 /\Tzb 

c 'est-à-dire 

7 R B -r , J 
4 A -t- a 

puisque, dans le cas actuel, Ф —. i , «p — o, et, par suite, b = A + a'. 
Mais, puisque le sillon n'est pas rectiligne et que son rayon de 

( i В4 

1 + 2 R ) ' 
La charge totale du disque est donc 

/ a s R 2 i R B / В 
( 3 9 ) 4Ä + 4 Â T Ï ( 1 + 2 R 

. . R 2 + R ' 2 R 2 — R' 2 a' 
4 0 ) = ~ 8 A 8 Â ~ Â T i ' ' 

et la valeur de a' ne peut être supér ieure à 

В loge 2 
1— •> 

TC 

soit environ 0 , 2 2 В . 
Si В est petit en comparaison de A ou R, cette expression donnera 

une approximation suffisante de la charge du disque pour une diffé
rence de potentiels égale à l 'uni té . Le rapport de A à R peut être 
quelconque, mais i l faut que les rayons du grand plateau et de l 'an
neau de garde excèdent R de plusieurs fois la grandeur de A. 

EXEMPLE V I I . — Pl. XII. 

202. Helmholtz, dans son Mémoire .sur le Mouvement discontinu 
des ßuides a mont ré l 'application de plusieurs formules, où les 
coordonnées sont exprimées en fonction du potentiel et de sa fonction 
conjuguée. 

Une de ces formules peut être appl iquée au cas de la charge d'un 

(*.) Kônigl. Akad. der Wissenschaften, Berlin, 2З avril 1868. 
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P l . X I I . 

Lignes de force entre deux plaques. 
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1 

plateau de grandeur finie, placé para l lè lement à une surface plane 
infinie, rel iée à la terre. 

Puisque 

et aussi 
# 2=Ae9cos<|>, j 2 = Ae? sinip 

sont des fonctions conjuguées de cp et de ф, les fonctions formées en 
additionnant xx et xi} yx et y% seront aussi conjuguées. Donc 

x — Acp -t- A e? cos^, 
y = Аф -f- Ae? sini]; 

sont des fonctions conjuguées de cp et ф, et cp et ф sont des fonctions 
conjuguées de x et y. 

Supposons que x et y soient des coordonnées rectangulaires, et 
soit kty le potentiel : alors /cep est conjugué de kty, к é tan t une con
stante quelconque. 

Posons ф = 7z, alors y = Атт, x — A ( c p — e?). 
Si cp varie de — oo à o, puis de о à -+- oo , x varie de — oo à — A et 

de — A à — oo . Donc la surface équipotent ie l le , pour laquelle ф = n:, 
est un plan parallèle à x, s i tué à une distance b = тг A de l 'origine, et 
s 'é tendant de — oo à x = — A . 

Considérons la partie de ce plan qui s 'étend depuis 

x — — (A -4- a) jusqu'à x = — A, 
et de 

z = о jusqu'à z = c, 

et supposons que sa distance au plan des xz soit y — b = 4^ et que 
son potentiel soit V = kty — k%. 

La charge é lec t r ique de la partie de plan considérée s'obtient en 
dé te rminan t les valeurs de cp à ses ext rémités . Nous avons donc à t irer 
cp de l 'équat ion 

x — — (A -+- a) = A(cp — e?); 

cp aura une valeur négat ive cp4 et une valeur positive cp 2, et sur le bord 
du plan, où x — — A , cp = o. 

Donc la charge sur un des côtés est 

7 ' 

et sur l'autre 

4 1 1 



Les lignes équipotentiel les et les lignes de force sont figurées à la 
Pl. XII. 

EXEMPLE V I I I . — Théorie d'un grillage de fils parallèles (Pl. ЛІІІ). 

203. Dans plusieurs instruments électr iques , on emploie un grillage 
de fils métal l iques parallèles, pour empêcher certaines parties de l'ap
pareil d 'ê t re électrisées par induction. Nous savons que, quand un 
conducteur est en t iè rement entouré par un vase métal l ique au même 
potentiel que lu i -même, i l ne peut ê t re soumis à l ' induction d'aucun 
corps électrisé extér ieur au vase ; mais on ne peut voir le conduc-

Si nous négligeons les termes exponentiels de cp1? nous trouvons que 
si, sur la surface négat ive , la densité étai t uni formément égale à ce 
qu'elle est à une certaine distance des bords du plan, la charge de 
cette surface serait infér ieure à ce qu'elle est en réal i té , d'une quan
tité égale à la charge d'une bande de largeur ^ chargée à cette densi té 
uniforme. 

La capacité totale de la partie du plan considérée est 

G = 4 ^ ( c p 2 _ 5 f l ) ' • 

La charge totale est GV, et l 'attraction vers le plan indéfini, qui a 
pour équat ion y •= о et pour potentiel ^ = o, est 

THÉORIE D'UN GRILLAGE DE FILS PARALLÈLES. 

Ces deux charges sont positives, et leur somme est 

Si nous supposons que a soit grand relativement à A , 
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teur, s 'il est en t iè rement en touré de métal , et c'est pourquoi on laisse, 
dans certains cas, une ouverture que l 'on couvre d'un grillage de fils 
métal l iques fins. Examinons quel effet produit ce grillage pour d i m i 
nuer l ' induction é lec t r ique . Nous supposerons le grillage formé d'une 
série de fils parallèles, situés dans un même plan, à intervalles égaux, 
le d iamètre des fils é tant peti t relativement à leur écar tement , et, au 
contraire, la distance au grillage des corps électrisés d'une part, du 
conducteur protégé d'autre part, é tant considérable relativement à 
l ' écar tement des fils. 

204. A la distance r' de l'axe d'un fil rectiligne de longueur indé
finie, chargé d'une quan t i t é d 'é lectr ici té X par uni té de longueur, le 
potentiel est 

(1) V = — 2 A log r'-\- G. 

Nous pouvons exprimer ce potentiel au moyen de coordonnées po
laires, dont l'axe est à une distance du fil égale à l 'uni té . Nous devons 
faire, dans ce cas, 

( 2 ) r'2 — Г 2 — 2Г COSÔ Ч- I , 

et, si nous supposons que l'axe lu i -même soit aussi chargé d 'électr ici té 
à la densité l inéaire X', nous trouvons 

(3) V = — Xlog ( l — 2 Л C O S Ô r 2 ) — 2 X ' I o g r - b G. 

Si maintenant nous faisons 

( 4 ) r = e Ѳ 
y 

2TC- . 2TZX 
а 

d'après la théor ie des fonctions conjuguées, 

а 

où x et y sont des coordonnées rectangulaires. Et telle sera la valeur 
du potentiel dû à une série infinie des fils métal l iques fins, parallèles 
à l'axe des z situés dans le plan des xz, et passant par des points de 
l'axe des x, pour lesquels x est un multiple de a. 

Chacun de ces fils est chargé à la densité l inéaire X. 

Le terme où para î t X' représente une charge produisant, dans la di

rection des y, une force constante 

La forme des surfaces équipotentiel les et des lignes de force est 
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donnée à la PL XIII, pour X ' — o . Près des fils, les surfaces équ ipo
tentielles sont presque cylindriques : nous pouvons donc regarder la 
solution comme approximativement vraie, quand les fils sont des cy
lindres ayant un d iamèt re fini, mais petit relativement à leur inter
valle. 

A une certaine distance des fils, les surfaces équipotentiel les pren
nent des formes de plus en plus voisines des plans parallèles au plan 
du grillage. 

Si dans l 'équat ion nous faisons y — bl} quant i té considérable rela
tivement à a, nous trouvons approximativement 

(6) V 1 = - éJ^l ( Х - н Х ' ) ч - С . 

Si maintenant nous faisons / = — b%, où b2 est une quant i té positivé 
très grande relativement à a, nous trouvons, approximativement, 

Ы ѵ,= і=£ѵ-ьС. 

Si с est le rayon des fils du grillage, с é tant petit relativement à a, 
nous pouvons trouver le potentiel du grillage lu i -même, en supposant 
que la surface du fil coïncide avec la surface équipotent iel le qui coupe 
le plan des xz à une distance с de l'axe des z. Pour trouver le poten
t ie l du grillage, nous faisons donc x — с et y— o, d'où 

(8) V = — 2X log2 sin — -t- С. 

205. Nous avons maintenant obtenu des expressions qui représen
tent l 'é tat é lec t r ique d'un système formé d'un grillage de fils dont 
le d iamèt re est petit relativement à leur écar tement , et de deux sur
faces planes conductrices situées de part et d'autre du grillage, à des 
distances considérables relativement à l 'écar tement des fils. 

La densi té superficielle sx sur le premier plan se t ire de l ' équa
t ion (6 ) , 

( 9 ) 4 т о Г і = _ і = _ ^ . ( х + А ; ; 

la densi té sur le second plan, de l 'équation 
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et si nous é l iminons X et V entre les équat ions (6), (7), (8), (9), ( 1 0 ) , 
nous trouvons 

( .я) ~ t r ) = V 1 ( x + ^ ) - V , - V ^ , 

( i3) 4 ^ 2 ( б 1 - ь 6 2 - ь ^ ) = Ѵ 2 ( і - ь ^ ) - Ѵ 1 - - Ѵ ^ . 

Si les fils sont infiniment fins, a devient inf in i , et les termes où i l 
figure en dénomina teur disparaissent, de sorte que le cas se ramène 
à celui de deux plans en présence , sans grillage in te rposé . 

Si le grillage est en communication méta l l ique avec l 'un des plans, 
soit avec le premier, V — V 1 } et le second membre de l 'équation en <r 
se rédu i t à V , —- V 2 . Donc la densité cri} qu i est induite sur le premier 
plan quand le grillage est in terposé , est à la densi té qui aurait été i n 
duite en l'absence du grillage, le second plan é tant dans les deux cas 

• I » ' b\ Ъч maintenu au même potentiel, comme 1 est a 1 н- я ^ + ^ ^ • 

Nous serions arr ivés à la même valeur de l'effet produit par le 
grillage pour diminuer l'influence électr ique de la p remière surface 
sur la seconde, si nous avions relié le grillage à cette seconde surface. 
Cela est évident , puisque bx et b2 figurent de la même manière dans 
l'expression. C'est aussi une conséquence directe du théorème dé
mont ré au § 88. 

L'induction d'un des plans électrisés sur l'autre à travers le grillage 
est la même que si, le grillage é tant enlevé, la distance des plans étai t 

por tée de 6 t - h b2 à bt -+- b2 -+- ~~- • 

Si les deux plans sont maintenus au potentiel zéro et que le grillage 
soit por té à un potentiel donné , la charge du grillage est à la charge 
que prendrait une surface plane de même aire comme bib2 est à 
bi62H- * ( # i H - b2). 

Ces résul ta ts ne sont approchés que si bt et b% sont grands relative
ment à a , et si a est grand relativement à c. La quant i té a est une lon
gueur qui peut avoir une grandeur quelconque. Elle devient infinie 
quand с décroî t indéfiniment. 

Si nous supposons c=}2a, i l n'y aura plus d'ouvertures entre les 
fils du grillage, et, par suite, pas d'induction à travers. Nous devons 
donc avoir, dans ce cas, я = о. Or la formule (11) donne 

a . 

a = — — l o g e 2 = — о, r I a. 

ce qui est évidemment faux, car, en aucun cas, un grillage ne pour-
TV. d'Électr. et de Magn., I . 24 
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rait changer le signe de l ' induction. Mais i l est facile d'atteindre un 
degré d'approximation plus élevé, dans le cas d'un grillage à fils cy
lindriques. Je n'indiquerai que la marche à suivre pour arriver à ce 
résul ta t . 

Méthode d'approximation. 

206. Puisque les fds sont cylindriques et que sur chacun d'eux la 
dis t r ibut ion est symét r ique par rapport à un d iamèt re paral lèle aux y, 
le vér i table développement du potentiel est de la forme 

(14) V = C o l o g r - b SCjT 'cosi 'e, 

où r est la distance d'un des fils à l'axe, et 0 l'angle de r avec y. 
Puisque le fil est un conducteur, V doit ê t re constant quand on fait r 
égal au rayon. Donc les coefficients de tous les cosinus multiples de 0 
doivent s'annuler. 

Pour abréger , prenons de nouvelles coordonnées ! j , T], telles 
que 

(15) a\ = ъ-кх, а?) = ъ-ку, ap = nzr, a ß = airô, . . . , 

et soit 

(16) . Fß = log(e-l+ß4-e- ( -1+ß> — 2 cos S)-

Si nous faisons 

(17) У = А о Р + А 1 - + A 2 — 

nous pourrons, endonnant des valeurs convenables aux coefficients A, 
exprimer tout potentiel qui est fonction de rj et de cos ! j , et qui ne de
vient inf ini que pour r, -f- ß = о et cos £ ~ r. 

Si ß = о, le développement de F en fonction de p et Ѳ est 

(18) F 0 = 2 l o g p + 1 L p 2 C O S 2 6 - 1 T L _ p * C O s 4 ö - + - . . . . 

Pour des valeurs finies de ß, le développement de F est 

i -ь ei-ß e-P 
(19) F ß = ß - b 2 l o g ( i - e - ß ) + r - r ^ p c o S 6 - ( T - - ^ i p 2 c o s 2 0 - ! - . . . . 

Dans le cas d'un grillage et de deux plans conducteurs dont les équa
tions sont -n = ßi e t ï i = — ß 2 , l 'équat ion du plan du ' grillage étant 
T) = o, i l y a deux séries infinies d'images du grillage. La première 
série le comprend lu i -même avec une série infinie d'images situées 
de part et d'autre de l u i , toutes égales et semblablement électr isées. 
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Les axes de ces cylindres imaginaires sont dans des plans dont les 
équat ions sont de la forme 

(20) 7j = ± a n ( ß 1 - + - ß , ) , 

n é tant un nombre entier. 
La seconde série consiste en une série infinie d'images pour lesquelles 

les coefficients A 0 , A 2 , A 4 , . . . sont égaux et de signes contraires aux 
mêmes quant i tés pour le grillage même , tandis que A t , A 3 , . . . sont 
égaux et de même signe. Les axes de ces images sont dans des plans 
dont les équat ions sont de la forme / 

( 2 1 ) 7j = a ß j i a m C ß t - t - ß O , 

m é tan t ,un nombre entier. 
Le potentiel dû à une série finie d'images de ce genre varie suivant 

que le nombre des images est pair ou impair. Donc le potentiel dû à 
une série infinie est indéterminé ; mais, si nous y ajoutons la fonction 
В ?! -t- C, les conditions du prob lème suffisent pour dé te rminer la 
distr ibution é lec t r ique . 

Nous pouvons, en premier l ieu, dé te rminer les potentiels V t et V 2 

des deux plans conducteurs, en fonction des coefficients A 0 , A j , . . . 
et de В et C, ensuite les densités at et a2 en un point quelconque de 
ces plans. Les valeurs moyennes de <y{ et a2 son.t données par les équa
tions 

( 2 2 ) 4 Т С Т І = — ( A „ — B ) , 4TCC72= — (Ao-H B ) . 
et et 

Ensuite, nous devons développer les potentiels dus au grillage l u i -
même et à toutes les images en fonction de p et des cosinus des arcs 
multij)les de 6, et ajouter au résul ta t Bp cosô -f- G. 

Alors les termes indépendants de 6 donnent le potentiel V du 
grillage, et le coefficient de chaque cosinus d'arc multiple de ô, é tant 
égalé à zéro, fournit une équat ion entre les coefficients indé terminés . 

De la sorte, on peut trouver assez d 'équat ions pour él iminer tous les 
coefficients, et laisser encore deux équat ions pour dé te rmine r <st et <r2 

' en fonction de V ] , V 2 et V. 
Ces équat ions seront de la forme 

^ a 3 ^ j Vi — V = 4 7 W i ( & „ - + - a — y ) + 4 T c < 7 2 ( a 4 - y ) , 

( V 2 — V = 4 т с с т 1 ( а 4 - y ) 4 - 4 TCJ 2 (Ô 2 4- A — Y)* 

La quant i té d 'électr ici té induite sur le plan pro tégé par le grillage, 
tandis qu ' i l existe avec l'autre plan une différence de potentiel donnée , 
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est la même que si les plateaux é ta ient à la distance 

(g — 6 а ) ч - 6162— 4 « T 
a Ч- Y ' 

au l ieu de bt -+- bt. 
Les valeurs de a et -y sont à peu près les suivantes : 

І _ a Г . a 5 т г * с 4 

2TC I ° 271С 3 l5a*-f -7t i C 4 ' 

2 e " \ i + e " - t - e " 
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C H A P I T R E X I I I . 

INSTRUMENTS ÉLECTROSTATIQUES. 

Instruments électrostatiques. 

Les instruments que nous avons à considérer pour le moment peu
vent être classés comme i l suit : 

i° Machines é lec t r iques , servant à produire ou à accroî t re l 'é lec
trisation ; 

2 0 Multiplicateurs, servant à accroî t re l 'é lectr isat ion dans un rap
port donné ; 

3° E lec t romèt res , servant à mesurer les potentiels et les charges élec
triques ; 

4° Accumulateurs, servant à fixer des charges é lect r iques considé
rables. 

Machines électriques. 

207. Dans la machine ordinaire, un plateau ou un cylindre de verre 
tourne en frottant contre une surface de cuir, sur laquelle on a étalé 
un amalgame de zinc et de mercure. La surface du verre s 'électrise 
positivement, celle du frotteur négat ivement . En s 'éloignant de l 'élec
tr ici té négat ive du frotteur, la surface électrisée du verre prend un 
potentiel positif élevé. Elle arrive alors en face d'une série de pointes 
métal l iques aiguës reliées au conducteur de la machine. L 'électr ici té 
positive du verre indui t sur les pointes une electrisation négative 
d'autant plus intense que les pointes sont plus aiguës et plus rappro
chées du verre. 

Lorsque la machine fonctionne bien, i l y a une décharge à travers 
l 'air entre le verre et les pointes, et le verre perd une partie de sa 
charge positive qui passe aux pointes, et ainsi au conducteur p r in 
cipal de la machine, lequel est isolé, et de là à tout autre corps mis 
en communication é lec t r ique avec ce conducteur. 

La partie du verre qui avance vers le frotteur a ainsi une charge 
positive plus faible que la charge qui s'éloigne du frotteur à ce même 
moment; et, par suite, les frotteurs et les conducteurs qui l u i sont 
reliés s 'électrisent négat ivement . 
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La surface de verre fortement positive qui s 'éloigne du frotteur est 
a t t i rée par la charge négat ive du frotteur avec plus d 'énergie que la 
surface en partie déchargée qu i approche. Les forces é lectr iques agis
sent donc comme résis tances aux forces employées à tourner la ma
chine. Le travai l dépensé à tourner cette machine est donc plus grand 
que le travail dépensé pour vaincre le frottement et les autres rés is
tances ordinaires; l 'excès de ce travail sert à produire un état d 'é lec-
trisation dont l 'énergie est équivalente à cet excès. 

Le travail dépensé à vaincre le frottement se transforme immédia 
tement en chaleur dans les corps frottés. L 'énergie é lectr ique peut 
aussi se transformer en énergie mécanique ou en chaleur» 

Si la machine ne produit pas d 'énergie mécan ique , toute l 'énergie 
se transforme en chaleur, et la seule différence entre la chaleur due au 
frottement et celle qui est due à l'action é lect r ique est que la pre
miè re se produit sur les surfaces frottantes et que la seconde peut 
ê t re produite dans des conducteurs éloignés (*). 

Nous avons vu que la charge é lect r ique de la surface de verre est 
a t t i rée par le frotteur. Si cette attraction devenait suffisamment i n 
tense, i l y aurait décharge entre le verre et le frotteur, et non entre 
le verre et les pointes du collecteur. Pour empêcher qu ' i l n'en soit 
ainsi, on attache au frotteur des secteurs de soie qui s 'électrisent n é 
gativement et se collent au verre, diminuant ainsi son potentiel aux 
environs du frotteur. 

Le potentiel augmente donc d'une manière plus graduelle, quand 
le verre s'éloigne du frotteur, et, par suite, i l y a en chaque point 
une attraction moindre de la charge du verre au frotteur ; donc moindre 
danger d'une décharge directe au frotteur. 

Dans quelques machines la partie mobile est en éboni te au l ieu de 
verre, et les frotteurs en bois ou en fourrure. Alors c'est le frotteur 
qu i est électrisé positivement, et le conducteur principal qui est né 
gatif. 

L'électrophore de Volta. 

208. L 'é lec t rophore consiste en-un plateau de résine ou d 'ébonite 

(') Il est probable que dans bien des cas où l'énergie dynamique se transforme 
en chaleur par le frottement, une partie de l'énergie se transforme d'abord en 
énergie électrique, et ensuite en chaleur, l'énergie électrique se dépensant à en 
tretenir des courants en court circuit, près des surfaces frottantes. [ Voir Sir W. 
THOMSON, Sur les propriétés électrodynamiques des métaux [Phil. Trans., 
p. 65o; i856)]. 
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garni au dos d'un revêtement de méta l et en une plaque de méta l de 
même grandeur. U n manche isolant peut ê t re vissé au dos de l 'un ou 
de l'autre de ces plateaux. Le plateau d 'éboni te est t raversé par une 
goupille de méta l qui fait communiquer son revê tement méta l l ique 
avec le plateau de méta l , lorsque les deux plateaux sont en con
tact. 

On électrisé négat ivement le plateau d 'éboni te en le frottant avec 
de la laine ou une peau de chat; puis on approche le plateau mé ta l 
lique de l 'éboni te , en le tenant par son manche isolant. I l ne passe 
point de décharge directe de l 'éboni te au m é t a l ; mais le potentiel 
de celui-ci est rendu négatif par induction, et, lorsqu' i l est arr ivé à 
une certaine distance de la goupille méta l l ique , une étincelle éclate : 
si alors on éloigne le plateau méta l l ique , on l u i trouve une charge 
positive qui peut ê t re transmise à un autre conducteur. Le revête
ment méta l l ique du plateau d 'ébonite a une charge négat ive égale et 
contraire à celle du plateau méta l l ique . 

Si l 'on emploie cet instrument pour charger un condensateur ou un 
accumulateur, un des plateaux est placé sur un conducteur commu
niquant à la terre ; l'autre plateau est alors appl iqué sur le premier, 

« puis sur l 'électrode du condensateur, de nouveau sur le premier pla
teau et ainsi de suite. Si c'est le plateau d 'éboni te qui est fixe, le con
densateur est chargé positivement; si c'est le plateau méta l l ique , le 
condensateur est chargé négat ivement . 

Le travail effectué par la main, qui sépare les plateaux, est tou
jours plus grand que le travail de l 'attraction é lect r ique pendant 
que les plateaux s'approchent : l 'opérat ion qui consiste à charger le 
condensateur comporte donc une dépense de travail . Une partie de 
ce travail se retrouve dans l 'énergie du condensateur c h a r g é ; une 
autre, dans la chaleur et le b ru i t de l 'é t incel le ; le reste est employé à 
vaincre les autres résistances qui s'opposent au mouvement. 

Des machines qui produisent de l'électricité au moyen de travail 
mécanique. 

209. Dans les machines électr iques à frottement ordinaires, on d é 
pense bien plus de travail à vaincre le frottement qu 'à augmenter la 
charge. Aussi toute disposition dans laquelle l 'électrisation est produite 
uniquement en dépensant du travail mécan ique contre les forces élec
triques aura, sinon une valeur pratique, du moins une grande impor
tance scientifique. La première machine de ce genre paraî t avoir été le 
duplicateur tournant de Nicholson, qui est décri t dans les Philosophical 
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Transactions de 1788, « comme un instrument où , en agissant sur 
une manivelle, on produit les deux sortes d 'é lectr ici té sans frottement 
ni communication à la terre ». 

210. Ce fut grâce au duplicateur tournant que Volta, partant de 
l 'électrisation de la pile, réussi t à obtenir une charge capable d'in
fluencer son é lec t romèt re . Des instruments de même principe ont été 
inventés i ndépendammen t par M . C.-F. Varley (*) et. par Sir W . 
Thomson. 

Ces instruments sont essentiellement formés de conducteurs de 
formes var iées , dont les uns sont fixes et les autres mobiles. Les con
ducteurs mobiles sont appelés véhicules, et les conducteurs fixes 
inducteurs, récepteurs et régénérateurs. La forme des inducteurs 
et des r écep teu r s est telle qu 'à un certain moment de leur révolu
tion les véhicules sont presque complè tement entourés par un corps 
conducteur. Comme les inducteurs et les récepteurs ne pourraient 
entourer complè tement les véhicules , et permettre en même temps 
leur l ibre mouvement de va-et-vient, sans une disposition compliquée 
de pièces mobiles, l ' instrument n'est pas théor iquement parfait sans 
un couple de régénéra teurs qui recueillent la petite quant i té d'élec
t r ic i té conservée par les véhicules au sortir des récepteurs . 

Mais, pour l'instant, nous supposerons que les inducteurs et les 
récepteurs entourent complè tement le véhicule , lorsque celui-ci leur 
est in té r i eur : la théor ie se trouve alors bien simplifiée. 

Nous supposerons la machine formée de deux inducteurs A et C, 
de deux récep teurs В et D , et de deux véhicules F et G. 

Supposons l ' inducteur A chargé positivement, de façon que son po
tentiel soit A et qu ' i l entoure le véhicule F qui est au potentiel F. 
Alors, si Q est le coefficient d'induction (compté positivement) de A 
sur F , la quan t i t é d 'électr ici té qui est sur le véhicule est 

Q ( F - A ) . 

Si, pendant qu ' i l est en touré par l 'inducteur, le véhicule est mis à la 
terre, F = o, et la charge du véhicule est — QA, quant i té négative. 
Supposons que le véhicule F tourne, entre dans le récepteur В et y 
touche un ressort qui le met en communication électr ique avec B. 
Alors, comme on l'a vu au § 32, i l se décharge ent iè rement , et cède 
toute sa charge négat ive au récepteur B . 

( 1 ) Brevet du 27 janvier i 8 6 0 , n° 206.. 
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Ensuite le véhicule entre dans l ' inducteur G que nous supposerons 
chargé néga t ivement . Pendant qu ' i l s'y trouve, С est mis à la terre et 
prend, par suite, une charge positive qu ' i l emporte et cède au r écep 
teur D , et ainsi de suite. 

De cette maniè re , si le potentiel des inducteurs reste toujours con
stant, les récep teurs В et D reçoivent à chaque révolution du véhicule 
des charges successives égales ; chaque révolution augmente donc 
d'une quant i té égale la charge des récep teurs . 

Mais, si l 'on met en communication l ' inducteur A et le récepteur D , 
l ' inducteur С et le récepteur B, les potentiels des inducteurs ci^oissent 
constamment, et la quant i té d 'électr ici té cédée aux récepteurs à chaque 
révolut ion croî t constamment. 

Soient, par exemple, U le potentiel de A et D , V celui de В et G; le 
potentiel du véhicule est zéro quand i l est à l ' in tér ieur de A , puisqu'i l 
communique à la terre; sa charge est donc z——QU. Le véhicule 
entre dans В avec cette charge, et la l u i cède. Si В est la capacité de В 

et G, leur potentiel passera de V à V — ^ U . 

Si, en m ê m e temps, l'autre véhicule a por té une charge — Q ' V de 

de G en D , le potentiel de A et D passera de U à U — ~ Y , Q' é tan t 
A. 

le coefficient d'induction entre le véhicule et G, et A la capacité de A 
et D . Si donc TJU et V„ sont les potentiels des deux inducteurs après 
n demi-révolut ions, ил+і et \ n + i leurs potentiels après n ~\- 1 demi-
révolut ions, 

Q' 

Si nous posons g —p2 et — q2, nous trouvons 

P Ue+i -f- q Vn+i = (P U„ -4- q V„ ) ( I — pq ) = (pU0 -f- q V 0 ) ( 1 - - p q ', 

p\jn+1 — qYn+i = (pUn — qV?i)(i+pq) = Q 0 U 0 — qVo)0-t-pq)aJi 

d'où 
u » = u 0 [ ( i—pq) n -+- (1 +pq)n] + | v 0 [ ( i — pq)n — (1 +pq)n], 

V " = J | U 0 [ ( i— pq)n— ( i - b V 0 [ ( i — pq)n + (i+pq)n]. 

On voit par ces équat ions que la quant i té pU -+-q\ décroît con
stamment, et, par suite, quel que soit l 'état d 'électrisation in i t i a l , les 
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récep teurs finissent par avoir des charges opposées telles que les po
tentiels de A et В soient dans le rapport de p à — q. 

D'autre part, la quanti tépXJ — qV c roî t constamment; par suite, 
si faible que soit à l 'origine la quan t i t é dont pXJ est supér ieur ou infé
r ieur à q V , cette différence croî t en progression géométr ique à chaque 
révolut ion jusqu ' à ce que la force é lec t romotr ice devienne assez grande 
pour triompher de l'isolement de l 'appareil. 

On peut employer à divers usages des instruments de cette nature : 
A fournir en abondance de l 'électrici té à un haut potentiel ; c'est ce 

que faisait la grande machine de M . Varley; 
A régler la charge d'un condensateur; c'est le cas dans l 'électro

m è t r e de Thomson, dont la charge peut être augmentée ou d iminuée 
en quelques tours d'une très petite machine de ce genre, que l'on 
appelle pour cette raison le Replenisher; 

A mul t ip l ier de petites différences de potentiel. Les inducteurs 
peuvent ê t re chargés d'abord à un potentiel ex t rêmement faible, celui, 
par exemple, d'un couple t he rmo-é l ec t r i que ; ensuite, en tournant la 
machine, on mult ipl ie cette différence de potentiels d'une manière 
continue, j u squ ' à ce qu'elle puisse êt re mesurée avec un é lec t romèt re 
ordinaire. Si l'on a dé te rminé par expérience dans quel rapport 
croî t cette différence à chaque tour de la machine, la force é lect ro
motrice pr imi t ive qui a chargé les inducteurs peut se dédu i re du 
nombre de tours faits et de l 'électrisation finale. 

Dans la plupart de ces instruments, les véhicules tournent autour 
d'un axe, et viennent ainsi se placer dans la position convenable. Les 
communications s 'établissent par le moyen de ressorts placés de façon 
à toucher les véhicules au moment voulu. 

211. Mais Sir W . Thomson ( l ) a construit une machine destinée à 
mult ipl ier les charges é lec t r iques , dans laquelle les véhicules sont des 
gouttes tombant de l ' in té r ieur de l 'inducteur dans un récepteur isolé. 
Le récep teur reçoi t ainsi un afflux continu d 'électr ici té de signe con
traire à celle de l 'inducteur. Si l 'inducteur est électrisé positivement, 
le récep teur r eço i t une charge constamment croissante d'électricité 
négat ive. 

L'eau s 'échappe du récep teur par un entonnoir dont le bec . est 
presque ent iè rement entouré par le méta l du récepteur . Les gouttes 
tombent donc de ce bec, presque ent ièrement déchargées d 'électrici té. 
U n autre inducteur et un autre récep teur de construction semblable 

О Proc. B. S., 20 juin 1867. 
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sont disposés de façon que l ' inducteur d'un système soit relié au r é 
cepteur de l'autre. La charge des récep teurs cesse alors d'augmenter 
d'une façon constante, mais croî t en progression géomét r ique avec le 
temps; les charges des deux récep teurs sont de signes contraires. Les 
charges continuent ainsi de c ro î t re , j u squ ' à ce que, pendantleur chute, 
les gouttes soient assez écartées de leur direction par l'action é lec
trique, pour tomber en dehors du récep teur , ou même aller frapper 
l 'inducteur. 

Dans cet instrument, l 'énergie de la charge est emprun tée à l ' éner 
gie des gouttes qui tombent. 

212. Diverses autres machines ont été construites, dans lesquelles 
on fait usage du principe de l ' induction é lec t r ique . La plus remar
quable d'entre elles est la machine de Holtz, où le véhicule est 
un plateau de verre verni à la gomme laque, et où les inducteurs 
sont des morceaux de carton. On empêche les étincelles de passer 
entre les parties de l'appareil, en plaçant deux plateaux de verre de 
part et d'autre du plateau tournant qui constitue le véhicule . Cette 
machine est t rès puissante, et fort peu sensible à l 'état de l 'atmo
sphère . Le principe est le même que celui du duplicateur tour
nant et des autres instruments dédui ts de cette même i d é e ; mais, 
comme le véhicule est un plateau isolant, et les inducteurs des con
ducteurs imparfaits, l 'explication complè te du jeu de la machine 
est plus difficile que dans le cas où les véhicules sont des corps 
conducteurs qui se chargent et se déchargen t en des points d é t e r 
minés . 

213. Dans les machines é lect r iques , p r écédemment décr i tes , i l se 
produit des étincelles toutes les fois que le véhicule vient en contact 
avec un conducteur qui est à un potentiel différent du sien (fig. 18). 

Or nous avons mont ré que, toutes les fois qu ' i l en est ainsi, i l y a 
perte d 'énerg ie ; par suite tout le travail employé à tourner la machine 
n'est pas transformé en électr ici té sous forme utile, mais une partie se 
dépense à produire la chaleur et le b ru i t des étincelles é lec t r iques . 

Aussi m 'a - t - i l paru désirable de faire voir comment on pourrait 
construire une machine électr ique exempte de cette perte dans son 
rendement. Je ne la présente pas comme forme pratique de machine; 
je veux seulement montrer comment, pour éviter les pertes de t ra
va i l , on pourrait appliquer aux machines électr iques ce que l'on 
appelle un régénérateur dans les machines thermiques. 

Dans la figure, A , В , С, A ' , В ' , С représentent des conducteurs 
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creux, fixes, disposés de façon que le véhicule P passe successive
ment à l ' in té r ieur de chacun d'eux. De ces conducteurs A , A ' et 
В , B ' entourent presque complè tement le véhicule , lorsqu' i l est au 
mi l ieu de son passage; G, G' ne le recouvrent pas autant. 

Nous supposerons que A , B , G soient rel iés à une bouteille de 
Leyde de grande capaci té au potentiel V , et que A ' B ' G ' soient reliés 
à une autre bouteille au potentiel — V . 

P est un des véhicules , qui tourne de A vers G', etc., et dans sa 
course, touche des ressorts reliés, a et a' respectivement à A et A ' , 
et e et e' à la terre. 

Supposons que, quand le véhicule P est au mil ieu de A , le coeffi
cient d'induction entre P et A. soit — A . 

Dans cette position, la capacité de P est plus grande que A , puis-

Fig. 18. 

qu ' i l n'est pas complè tement en touré par le récep teur A . Soit A - h a 
cette capaci té . 

Alors , si U est le potentiel de P, et V celui de A , la charge de P est 
( A -h a ) U — A V . 

Mettons P en contact avec le ressort «, pendant qu ' i l est au mil ieu 
de A ; le potentiel de P sera V comme celui de A , sa charge sera 
donc àS. 

Si maintenant P quitte le ressort .a, i l emporte la charge « V . 
Quand P quitte A , son potentiel diminue, et diminue encore davan
tage lorsque le véhicule est soumis à l'influence de l 'inducteur G' 
chargé négat ivement . 

Si, quand P entre dans G', le coefficient d'induction sur G' est — C', 
et sa capaci té С ' - ь с', et si U est le potentiel de P, la charge de P est 

( C ' + c ' ) U + G ' V ' = «V, 
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si 
c ' V ' ^ a V ; 

en ce point le potentiel de U se rédu i t à zéro . 
Supposons qu'en ce point P entre en contact avec le ressort c' qu i 

est relié à la terre. Puisque le potentiel de P est égal à celui du res
sort, i l n'y aura pas d 'ét incelle au moment du contact. 

Ce conducteur С qui permet de mettre le véhicule à la terre, sans 
qu ' i l y ait d 'ét incelle, correspond à la disposition appelée régénéra
teur dans les machines thermiques. Nous l'appellerons donc un ré
générateur. 

Supposons que P continue de se mouvoir et reste en contact avec 
le ressort e', j u squ ' à ce qu ' i l arrive au mil ieu de l 'inducteur B , dont 
le potentiel est V . Si — В est le coefficient d'induction entre P et В 
en ce point, comme d'ailleurs U — o, la charge de P est — ВV. 

Quand P quitte le ressort de terre, i l emporte cette charge avec l u i . 
Pendant qu ' i l marche de l 'inducteur positif В vers le l 'écepteur n é 
gatif A ' , son potentiel est négatif et va croissant, et, s'il gardait la 
charge, son potentiel serait au milieu de A ' 

_ A 'V ' 4 - BV 
A ' 4 - a ' ' 

et si B V est plus grand que a'V, sa valeur n u m é r i q u e sera plus grande 
que celle de V . Donc i l existe, avant le mil ieu de A ' , un point où P a le 
potentiel — V . En ce point, mettons-le en contact avec le ressort « ' d u 
récepteur négatif. I l n'y aura pas d 'ét incelle , puisque les deux corps 
sont au même potentiel. Faisons mouvoir P jusqu'au mil ieu de A ' , tou
jours en contact avec le ressort a', et, par suite, toujours au m ê m e 
potentiel que A ' : durant ce mouvement, P donne à A ' une charge né
gative. A u mil ieu de A ' , i l quitte le ressort et emporte une charge 
— a1 У vers le régénéra teur positif C, où i l touche le contact de terre 
c, et où son potentiel se rédu i t à zéro. Puis i l glisse le long de ce 
ressort jusque dans l ' inducteur négatif B ' , prend pendant ce mouve
ment une charge négative B ' V , qu ' i l finit par céder au récep teur po
si t i f A ; et le cycle des opérations recommence. 

Pendant ce cycle, le récepteur positif perd une Charge a\ et gagne 
une charge B ' V . Donc l'accroissement total d 'électr ici té positive est 

B ' V — « V . 

De même l'accroissement total d 'électr ici té négat ive est 

BV — a'V. 

Si l'on donne aux inducteurs une forme telle qu'ils soient aussi près 
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de la surface du véhicule que le permet la condition de maintenir les 
pièces isolées, on rend В et B ' grands; et si l'on fait les récepteurs de 
façon qu'ils entourent presque ent iè rement le véhicule quand i l est 
dans ces pièces, a et a' deviennent très petits, et la charge des deux 
bouteilles de Leyde augmente à chaque tour. 

Les conditions que doivent remplir les régénéra teurs sont 

C ' V ' = a V et G V ^ a ' V 

et, puisque a et a' sont très petits, les régénéra teurs n'ont pas besoin 
d 'ê t re t rès grands ou t rès voisins des véhicules . 

Des électromètres et des electroscopes. 

214. Un é lec t romètre est un instrument au moyen duquel on peut 
mesurer des charges ou des potentiels é lect r iques . On appelle electro
scopes les instruments qui peuvent révéler l'existence de charges 
é lec t r iques ou de différences de potentiel, mais qui ne sont pas sus
ceptibles de fournir des mesures numér iques . 

U n electroscope suffisamment sensible peut servir dans les mesures 
é lect r iques , pourvu que nous puissions r édu i r e la mesure à constater 
l'absence d'une charge. Par exemple, si nous avons deux corps élec
trisés A et B , nous pouvons employer la méthode décr i te au Chapitre I ; 
pour dé t e rmine r quel est celui des deux corps qui a la plus forte 
charge, mettons le corps A sur un support isolant, et plaçons-le ainsi 
dans un vase clos et isolé C. Mettons С à la terre, puis isolons-le de 
nouveau : i l n'y aura plus de charge extér ieure surC. Enlevons main
tenant A , et mettons В à l ' in té r ieur de C, puis observons avec l'élec-
troscope l 'é tat é lectr ique de C. Si la charge de В est égale à celle de 
A , i l n'y a pas d 'é lect r isa t ion; mais, si elle est plus grande ou plus 
petite, i l y aura une charge de même espèce que la charge de B, ou 
d'espèce contraire. 

Ces sortes de méthodes , où ce que l 'on doit observer, c'est la non-
existence de quelque phénomène , sont appelées méthodes de réduc
tion à zéro. Elles n'exigent qu'un instrument susceptible de révéler 
l'existence du phénomène . 

Dans une autre classe d'instruments destinés à enregistrer les p h é 
nomènes , on peut se fier à l 'instrument pour donner toujours la même 
indication, quand la quant i té à enregistrer prend la même valeur; 
mais les lectures faites sur l 'échelle de l 'instrument ne sont point pro
portionnelles aux valeurs de la quant i té , et la relation entre ces lec
tures et les valeurs correspondantes de la quant i té est inconnue : 
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l'on sait seulement que l'une est une fonction continue de l 'autre. A 
cette classe appartiennent plusieurs é lec t romètres fondés sur les r é 
pulsions qu i s'exercent entre les parties de l ' instrument qui ont des 
charges semblables. L'usage de ces appareils est de prendre note des 
phénomènes , non de les mesurer. A u lieu des valeurs vraies de la 
quan t i t é à mesurer, on obtient une série de nombres qui peuvent 
plus tard servir à dé te rminer de vraies valeurs, lorsqu'une é tude con
venable de l 'échelle de l ' instrument a permis de dresser une Table de 
concordance. 

Dans une classe d'instruments encore plus parfaits, les lectures sont 
proportionnelles aux quant i tés à mesurer; pour faire une mesure 
complète des quant i t és , i l suffit donc de connaî t re le coefficient par 
lequel i l faut mult ipl ier la lecture faite sur l 'échelle pour avoir la 
valeur vraie de la quan t i t é . 

On appelle instruments absolus ceux qui sont construits de façon 
à renfermer en eux-mêmes tout ce qui est nécessaire pour dé t e rmine r 
les valeurs vraies des quan t i t é s . 

Balance de torsion de Coulomb.. 

215. Un grand nombre des expériences par lesquelles Coulomb a 
établ i les lois fondamentales de l 'é lectr ici té ont été faites en mesu
rant la force qui agit entre deux petites boules électr isées, dont l'une 
est fixe, et dont l'autre se maintient en équ i l ib re sous l'influence de 
deux forces, l'action électr ique qui s'exerce entre les deux boules, 
et l 'élasticité de torsion d'un fil de verre ou de méta l (voir § 38). 

Une balance de torsion consiste en une tige de gomme laque sus
pendue à un fil fin de méta l ou de verre, et portant à une de ses ex
trémités une petite boule de moelle de sureau, dorée et bien unie. A 
sa partie supér ieure , le fil de suspension est fixé à l'axe vertical d'un 
index que l 'on peut faire tourner sur un cercle gradué horizontal, de 
façon à tordre l ' ex t rémité supér ieure du fil d'un nombre quelconque 
de degrés autour de l'axe de ce fil même. 

L'ensemble de l'appareil est renfermé dans une cage; une autre 
petite boule est montée sur une tige isolante, de façon que l 'on puisse 
la charger, l ' introduire dans la cage par un t rou, et la placer de ma
nière que son centre coïncide avec un point dé terminé si tué sur le 
cercle horizontal que décr i t la boule suspendue. La position de la 
boule suspendue se dé te rmine au moyen d'un cercle gradué gravé sur 
la cage cylindrique de l ' instrument. 

Supposons les deux boules chargées , et la boule suspendue en équ i -
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l ibre dans une position connue, telle que la tige de torsion fasse un 
angle Ѳ avec le rayon passant par le centre de la sphère fixe. La dis-

tance des centres est alors 2 a sin - , a é tan t le rayon de la tige de tor

sion ; et si F est la force qui agit entre les sphères , le moment de cette 

force par rapport à l'axe de torsion est 

„ Ѳ v acos - • 2 

Déchargeons complè tement les deux boules, et soit maintenant cp 
l'angle que fait la tige de torsion dans sa position d 'équi l ibre avec le 
rayon passant par le centre de la boule fixe. 

L'angle dont la force é lec t r ique a fait tourner la tige de torsion 
est Ѳ — cp, et si M est le moment d 'élast ici té de torsion du fil, nous 
aurons l 'équat ion 

F a c o s - = M(0 —cp). 
2 ' 

Si donc nous pouvons connaî t re M , nous pouvons dé te rminer la force 

F qu i agit entre les sphères à la distance 2 « s i n - « 

Pour trouver le moment de torsion M , soient I le moment d'inertie 
de la tige de torsion, T la durée d'une oscillation double de la tige 
sous l'influence de l 'élasticité de torsion : alors 

M = 4 * * T y 

Dans tous les é lec t romètres , i l est de la plus grande importance de 
savoir quelle force on mesure. Or la force qui agit sur la tige suspen
due est due en partie à l 'action directe de la boule fixe, mais en partie 
aussi à l 'é lectr isat ion des parois de la cage, si ces parois sont élec-
tr isées. 

Si la cage est en verre, i l est impossible de dé te rminer quelle est 
l 'électrisation de sa surface, autrement que par des mesures faites en 
•chaque point avec beaucpup de difficultés. Mais si la cage est en 
métal , ou si une cage de méta l entourant presque ent ièrement l 'ap
pareil est placée comme un écran entre le verre et les boules, l 'élec
trisation de la surface in té r ieure de l 'écran ne dépendra que de l'élec
trisation des boules, et celles-ci seront en t iè rement soustraites à l ' i n 
fluence de l 'électrisation du verre. De cette manière on peut él iminer 
toute incertitude due à l'action de la cage. 

Pour donner un exemple dans lequel on puisse calculer tous les 
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effets, supposons que la cage soit une sphère de rayon b, et que son 
centre coïncide avec le centre du mouvement de la tige de torsion ; 
soit a la longueur de cette tige; soient E et E j les charges des deux 
boules, ô l'angle de leurs positions, ax la distance de la sphère fixe au 
centre, et/ ' la distance des deux petites sphères . 

Négligeons pour l'instant l'effet de l ' induction sur la dis tr ibut ion 
é lect r ique à la surface des petites sphè res ; la force qui agit entre 
elles sera une répulsion 

ЕЕ, 

et le moment de cette force par rapport à un axe vertical passant par 
le centre sera 

E E , aa\ sin Ѳ 

L'image de E , due à la surface sphér ique de la cage est un point 

situé sur le même rayon à une distance—? et ayant une charge 

ъ 
— E i — ; le moment de l 'attraction entre P et cette image, par rapport 

à Taxe de suspension, est 

Si b, rayon de la cage sphér ique , est grand relativement à a et 
distances des sphères au centre, on peut négliger le second et le t r o i 
sième terme du facteur qui est en dénomina teur . Le moment total 
qui tend à faire tourner la tige de torsion peut alors s 'écrire 

E E , a « ! sin 0 ^-Jjj — -^j = М(Ѳ — cp). 1 

Électromètres pour la mesure des potentiels. 

416. Dans tous les é lect romètres , la partie mobile est un corps 
chargé d 'électr ici té à un potentiel différent de celui de certains corps 
fixes qui l'entourent. Si, comme dans la méthode de Coulomb, on em
ploie un corps isolé ayant une certaine charge, c'est la charge qui est 
l'objet direct de la mesure. Nous pouvons toutefois relier par des fils 
fins les boules de l 'é lectromètre de Coulomb à différents conducteurs. 

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 2,5 
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La charge des boules dépendra alors du potentiel de ces conducteurs 
et du potentiel de la cage de l ' instrument. La charge de chaque boule 
sera à peu près égale au produit de son rayon par l 'excès de son 
potentiel sur celui de la cage, pourvu toutefois que les rayons des 
boules soient petits par rapport à la distance des boules entre elles, 
à la paroi ou à l 'ouverture de la cage. 

Mais la disposition de l'appareil de Coulomb n'est pas t rès bien ap
propr iée à des mesures de ce genre : en effet, si la différence des po
tentiels est faible, la force qui agit entre les boules convenablement 
écartées est t rès petite. Une forme plus convenable est celle de l'élec
t romè t r e à plateau a t t i ré . C'est Sir W . Snow Harris (*) qui construisit 
les premiers é lec t romètres fondés sur ce principe. Depuis, Sir W . 
Thomson ( 2 ) a por té à un haut degré de perfection leur théor ie ainsi 
que leur construction. 

Loi'sque deux disques à des potentiels différents sont placés l 'un en 
face de l'autre à une petite distance, i l y a sur les faces en regard une 
distr ibution à peu près uniforme, et une charge très faible sur le re
vers de ces disques, pourvu qu ' i l n'y a i l point dans le voisinage d'autre 
conducteur ou corps électr isé . La charge du disque positif est à peu 
près proportionnelle à sa surface et à la différence de potentiel des 
deux disques et inversement proportionnelle à la distance de ces 
disques. 

Si donc on donne aux disques une grande surface, et si l 'on rend 
leur écar tement t rès petit, une différence des potentiels faible pourra 
donner l ieu à une force d'attraction mesurable. 

On a donné (§ 202) la théor ie ma théma t ique de la distribution 
é lec t r ique sur deux disques ainsi disposés; mais, comme i l est impos
sible de faire la cage de l'appareil assez grande pour que l'on puisse 
supposer les disques isolés dans l'espace inf ini , i l n'est pas facile d ' in
t e rp ré t e r n u m é r i q u e m e n t les résul ta ts fournis par l 'instrument pris 
sous cette forme. 

217. U n des principaux perfectionnements apportés à cet appareil 
par Sir W . Thomson consiste à avoir ajouté un anneau de garde au 
disque a t t i ré . 

A u l ieu de suspendre un des disques tout entier et de dé terminer 
la force qui agit sur l u i , on sépare du reste la partie centrale de ce 

(') Phil. Trans., 1 8 З 4 . 
(3) Voir un excellent Rapport de Sir W . THOMSON Sur les électromètres (Report 

of the British Association, Dundee, 1867). 
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disque et l 'on en fait le disque a t t i ré , l'anneau ex té r ieur qui forme 
le reste du disque restant fixe. De la sorte, on ne mesure la force que 
sur les parties du disque où elle est le plus uniforme, et le défaut 
d 'uniformité de la dis tr ibut ion sur les bords n'a plus d'importance, 
puisqu' i l porte sur l'anneau de garde, et non sur la partie suspendue 
du disque (fig> 19). 

En outre, en reliant l'anneau de garde à une boî te méta l l ique qu i 
renferme le revers du disque a t t i ré et tout son système de suspension, 

Fig. 19-

on rend impossible l'existence d'une charge sur le revers du disque, 
puisque ce revers fait alors partie de la surface in té r ieure d'un con
ducteur creux qui est tout entier au même potentiel. 

L 'é lec t romètre absolu de Thomson consiste essentiellement en deux 
plateaux parallèles à des potentiels différents ; l 'un d'eux est fait de 
telle sorte qu'une certaine surface, dont aucun point n'est voisin des 
bords du plateau, est mobile sous l'influence de la force électr ique. 
Supposons, pour fixer les idées, que le disque at t i ré et son anneau de 
garde soient au-dessus du disque fixe. Celui-ci est toujours horizontal, 
monté sur une tige isolante, et peut recevoir, au moyen d'une vis m i 
c romét r ique , un mouvement vertical mesurable. 

L'anneau de garde est au moins aussi grand que le disque fixe; sa 
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surface infér ieure est exactement plane et parallèle au disque fixe. Sur 
l'anneau de garde est monté un fléau de balance très sensible, auquel 
est suspendu un disque mobile très léger qui remplit presque exacte
ment l 'ouverture circulaire dé l'anneau de garde, sans toutefois frotter 
contre ses bords. La surface infér ieure du disque suspendu doit ê t re 
exactement plane, et i l faut avoir un moyen de reconnaî t re quand son 
plan coïncide avec le plan de la surface infér ieure de l'anneau de 
garde, de maniè re à ne former avec l u i qu'un seul plan, interrompu 
seulement par l ' intervalle é t ro i t qui sépare le disque suspendu de 
l'anneau de garde. 

A cet effet, on agit sur la vis du disque infér ieur ju squ ' à ce qu ' i l 
soit en contact avec l'anneau de garde, puis on laisse reposer sur l u i 
le disque suspendu, dont la surface infér ieure est alors dans le m ê m e 
plan que celle de l'anneau de garde. La position du disque mobile, 
par rapport à l'anneau de garde, est alors définie par un système de re
pères . Généra lement , Sir W . Thomson emploie à cet usage un fil noir 
fixé à la partie mobile, et se mouvant verticalement avec elle en re
gard de deux points noirs marqués sur un fond d 'émail blanc : on 
observe le fil en même temps que ces points, au moyen d'une 
lentille plan-convexe, dont le côté plan est tourné vers l 'œil. Si, à tra
vers cette lentil le, on voit le fil droit et au mil ieu de l 'intervalle des 
deux points noirs, on d i t qu ' i l est dans sa position de visée : cela 
signifie que le disque suspendu avec lequel i l se meut est dans la po
sition voulue, pour ce qui est de la hauteur. On s'assure que le disque 
suspendu est horizontal, en comparant les deux parties de l'image 
d'un objet vu par réflexion sur la surface supér ieure du disque sus
pendu et sur celle de l'anneau de garde. 

Le fléau de balance est disposé de telle sorte qu'un poids connu 
é tant placé au mil ieu du disque suspendu, ce disque est en équi l ibre 
dans sa position de visée, l'ensemble de l'appareil ayant été d'ailleurs 
complè tement déchargé par la mise en communication métal l ique de 
toutes ses parties. Une cage métal l ique est placée sur l'anneau de-
garde, de façon à renfermer la balance et le disque suspendu, tout en 
laissant des ouvertures suffisantes pour voir les repères . 

L'anneau de garde, la cage et le disque suspendu sont en commu
nication méta l l ique , mais sont isolés des autres parties de l'appareil.. 

Supposons maintenant qu ' i l faille mesurer la différence des poten
tiels de deux conducteurs. On relie par des fils métal l iques les deux 
conducteurs, l 'un au disque supér ieur , l'autre au disque inférieur, on 
enlève le poids du disque suspendu et l'on déplace le disque infér ieur 
au moyen de la vis mic romé t r ique jusqu ' à ce que l 'attraction é lec-
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tr ique amène le disque suspendu dans sa position de visée. On sait 
alors que l 'attraction des disques est égale au poids qui amène le 
disque dans sa position de visée. 

Si W est la valeur n u m é r i q u e du poids, g la force de gravi té , la 
force est YVg', e ts i A estla surface du disque suspendu, D la distance 
des disques et V leu r différence de potentiels (*), 

(') Désignons par R le rayon du disque suspendu, par IV celui de l'ouverture 
de l'anneau de garde : la largeur de l'espace annulaire qui sépare le disque de 
l'anneau est 

В = R'— R. 

Si D est la distance du disque suspendu au grand disque fixe, et V la différence 
de leurs potentiels, d'après l'étude faite au § 201, la quantité d'électricité ré
pandue sur le disque suspendu sera 

^ \ 8D 8D D + « j 
où 

] Q or g 

a = B — o u a .— o,22o635(R'—R). 

Si la surface de l'anneau de garde n'est pas exactement dans le plan de la sur
face du disque suspendu, supposons que la distance du disque fixe à l'anneau de 
garde soit, non pas D, mais D -1- s = D'; il résulte, de l'étude faite au § 225, qu'il 
y a sur les bords du disque une charge additionnelle due à sa hauteur z au-dessus 
de la surface générale de l'anneau de garde. Donc, dans ce cas, la charge totale 
est à peu près 

4 " [ 8Ü 8D D n a D K ' b" D' —D J ' 

et dans l'expression de l'attraction nous devons substituer à A, surface du disque, 
la quantité corrigée 

A = l 7 t [ R = + R ' ; - ( R " - R ' ) n ^ _ + 8 ( R + R ' ) ( D ' - D ) l o g E

4 ^ ^ Ü

R ^ J , 

où 
R est le rayon du disque suspendu, 
R' le rayon de l'ouverture de l'anneau de garde, 
D la distance du disque fixe au disque suspendu, 
D' la distance du disque fixe à l'anneau de garde, 
a o , 2 2 o 6 3 5 ( R ' — R ) . 

Si a est petit en comparaison de D, nous pourrons négliger le deuxième terme 
et, si D'— D est petit, le troisième. 
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Si le disque suspendu est circulaire et de rayon R et si le rayon de 
l'ouverture de l'anneau de garde est R', 

218. I l y a toujours une certaine incertitude dans la déterminat ion 
de la lecture du mic romèt re qui correspond à D = о ; et, comme une 
erreur sur la position du disque devient d'autant plus importante que D 
est plus petit , Sir W . Thomson préfère ramener toutes ces mesures à 
la mesure des différences de force é lec t romotr ice V . Ains i , si V et V 
sont deux potentiels, et D et D ' les distances correspondantes, 

Y - V = ( D — D ' ) . 

! 

Ainsi , pour mesurer la force é lec t romotr ice d'une pile, on emploie 
deux é lec t romètres . 

A u moyen d'un condensateur, dont on entretient la charge avec un 
replenisher, si cela est nécessaire, on maintient à un potentiel con
stant le plateau infér ieur du principal é lec t romètre . On vérifie qu ' i l 
en est bien ainsi, en reliant le plateau inférieur de l 'é lect romètre 
principal au plateau inférieur d'un électi 'omètre auxiliaire dont le 
disque suspendu est mis à la terre. La distance des plateaux de l'élec
t romè t r e secondaire et la force qui est nécessaire pour amener dans 
la position devisee son disque suspendu sont constantes; si donc nous 
élevons le potentiel du condensateur j u squ ' à ce que l 'é lect romètre se
condaire soit dans sa position de visée, nous savons qu 'à ce moment 
le potentiel du disque infér ieur de l 'é lect romètre principal surpasse 
le potentiel de la terre d'une quan t i t é constante que nous pouvons ap
peler V . 

Si maintenant nous mettons à la terre le pôle positif de la pile et 
si nous relions son électrode négat ive au disque suspendu de l'élec
t romèt re principal , la différence de potentiel des deux disques sera 
"V -h v, v é tant la force .électromotrice de la pile. Soit D la lecture du 
mic romèt re dans ce cas; soit D ' la lecture lorsque le disque suspendu 
est relié à la terre ; on a 

On peut de la sorte mesurer à l 'é lectromètre une force é lec t romo
trice p, en laissant les disques à des distances convenables pour la 
mesure; car, si la distance est trop petite, un petit changement dans la 
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distance absolue produit un grand changement dans la force, puisque 
la force varie en raison inverse du car ré de la distance ; et une erreur 
sur la distance absolue produit une forte erreur sur le résul ta t , à 
moins que la distance ne soit t rès grande comparativement aux valeurs 
extrêmes que peut atteindre l 'erreur sur la vis mic romé t r i que . 

L'effet des petites imperfections dans la forme des surfaces des dis
ques et de l 'intervalle qui les sépare décroî t en raison inverse du 
cube ou des puissances plus élevées de la distance ; quelle que soit la 
forme d'une surface régul ière dont les aspéri tés sont tangentes à une 
surface plane, l'effet é lec t r ique , à une distance considérable relative
ment à la hauteur des aspér i tés , est le m ê m e que celui d'un plan 
placé à une certaine distance en a r r i è re du plan des sommets des as
péri tés (voir les § 197 et 198). 

A u moyen d'une charge auxi l ia i re , contrôlée par l ' é lec t romètre 
auxiliaire, on peut assurer un écar tement convenable des disques. 

L 'é lec t romètre auxiliaire peut ê t re d'une construction plus simple, 
et ne point comporter le moyen de dé te rminer les forces d'attraction 
en mesure absolue ; i l suffit qu ' i l assure une charge constante. Un 
pareil é lec t romètre peut ê t re appelé électromètre jauge. 

La mé thode qui consiste à employer une charge auxiliaire, outre 
la charge à mesurer, est appelée méthode hétérostatique d'éleçtro-
métrie, par opposition avec la mé thode idiostatique, où tout l'effet 
est produit par la charge à mesurer. 

Dans plusieurs modèles d 'é lect romètres à plateau a t t i ré , le plateau 
a t t i ré est à un bout d'une tige ; celle-ci est suppor tée par un fil de 
platine qui passe par son centre de gravi té et est maintenu tendu 
par un ressort. L'autre bout de la tige porte le cheveu que l 'on amène 
dans sa position de visée, en faisant varier l ' écar tement des plateaux 
et en ramenant ainsi la force d'attraction électr ique à une valeur con
stante. En général , dans ces é lec t romètres , cette force n'est pas dé te r 
minée en mesure absolue, mais on sait qu'elle est constante, pourvu 
que l 'élasticité de torsion du fil de platine ne change pas. 

L'ensemble de l'appareil est placé à l ' in tér ieur d'une bouteille de 
Leyde, dont la surface in té r ieure est chargée et reliée au disque a t t i ré 
et à l'anneau de garde. L'autre disque, que l 'on m a n œ u v r e par la vis 
mic romét r ique , est d'abord mis à la terre, puis relié au conducteur 
dont on doit mesurer le potentiel. La différence des lectures, mul t i 
pliée par une constante à dé te rminer pour chaque é lec t romètre , donne 
le potentiel demandé . 

219. Les électromètres que l 'on vient de décr i re ne sont pas auto-
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matiques; à chaque observation, i l faut que l 'opéra teur fasse le r é 
glage de la vis mic romé t r ique , ou quelque autre opéra t ion . Ils ne 
peuvent donc servir comme appareils enregistreurs, lesquels doivent 
se mettre d 'eux-mêmes dans la position voulue. Cette condition est 
remplie dans l 'é lec t romètre à quadrants de Thomson. 

Le principe sur lequel est fondé cet instrument peut se r é s um er 
comme i l suit : 

A et В sont deux conducteurs fixes qui peuvent ê t re à des potentiels 
égaux ou non. С est un conducteur mobile, por té à un potentiel élevé 
et placé de façon à ê t re opposé, partie à A , partie à B , le rapport des 
parties changeant quand С se déplace. 

La disposition la plus avantageuse dans ce but consiste à rendre С 
mobile autour d'un axe, et à donner aux surfaces opposées A , В et С 
la forme de surfaces de révolut ion autour de cet axe. 

De la sorte, la distance de la surface de С aux surfaces opposées A 
et В reste toujours la m ê m e , et le mouvement de С dans le sens po
si t i f ne fait qu'augmenter l'aire opposée à В et diminuer l'aire oppo
sée à A . 

Si les potentiels de A et В sont égaux, aucune force ne poussera С 
de A vers B ; mais, si le potentiel de С diffère plus du potentiel de В 
que du potentiel de A , С tendra à se mouvoir de façon à augmenter 
l'aire de sa surface qui est opposée à B . 

Par une disposition d'appareil convenable, on peut rendre cette 
force à peu près constante pour les différentes positions de С com
prises entre certaines l imites; et, si С est suspendu à un f i l de torsion, 
ses déviat ions seront à peu près proportionnelles à la différence des 
potentiels de A et de B, mul t ip l iée par la différence du potentiel de 
С et de la moyenne des potentiels de A et de B. 

С est maintenu à un potentiel élevé par un condensateur pourvu 
d'un replenisher, et contrôlé par un é lect romètre jauge; A et В sont 
reliés aux deux conducteurs dont on doit mesurer la différence de po
tentiels. Plus le potentiel de С est élevé, plus l 'instrument est sen
sible. La charge de С é tant indépendante de celle que l'on doit me
surer, cet instrument se range dans la classe des hé téros ta t iques . 

Nous pouvons appliquer à cet é lec t romètre la théorie générale des 
systèmes de conducteurs, donnée aux § 93 et 127. 

Soient A , В , С les potentiels respectifs des trois conducteurs; a, b, 
с leurs capaci tés , p le coefficient d'induction entre В et C, q le coef
ficient entre A et C, r le coefficient entre A et B . En général , tous ces 
coefficients varieront avec la position de С ; et, si С est disposé 
de façon que les ext rémités de A et de В restent éloignées des e x t r é -
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mités de C, tant que le mouvement de G reste compris entre certaines 
limites, nous pourrons dé te rmine r la forme de ces coefficients. Si Ѳ 
représente la déviat ion de G de À vers B , la partie de la surface A 
qui est opposée à G diminue quand Ѳ augmente. Donc, si A est main
tenu au potentiel 1 , tandis que В et С sont maintenus au potentiel 
zéro, la charge de A deviendra a-=. a0— aG, où a0 et a sont des con
stantes, et où a est la capacité de A . Si A et В sont symétr iques , la 
capacité de В sera b — b0-+- аѲ. 

La capacité de С ne change pas par suite du mouvement; ca r i e 
seul effet du mouvement est d'amener une autre partie de G en face 
de l 'intervalle qui est entre A et B . Donc G = G 0 . 

La quant i té d 'électr ici té induite sur G, quand В est por té au po
tentiel l imité , est p=p0— аѲ. 

Le coefficient d'induction entre A et G est q •=. q0 + аѲ. 
Le coefficient d'induction entre A et В n'est pas changé par le mou

vement de G et reste r = r0. 
Donc l 'énergie é lectr ique du système est 

W = }A»a - b |B«u - i - |G«c - b B G j D 4 -CAgr + A B r , 

et, si Ѳ est le moment de la force qui tend à accroî t re 0, 

= ~ащ~' » ' e t a n t supposes constants, 

= — IA» а -+- -J- В* а — ВС a -t- CA ос
ой 

Ѳ = а ( А - B)[G — | ( А + В)]. 

Dans le modèle actuel des électromètres à quadrants de Thomson, 
les conducteurs A et В sont en forme de boî te cylindrique, en t iè rement 
par tagée en quatre quadrants (fig. 20). Ces quadrants sont isolés les 
uns des autres, mais réunis par des fils, de façon que deux quadrants 
opposés soient reliés à A et les deux autres à B . 

Le conducteur G est suspendu de façon à pouvoir tourner autour 
d'un axe vertical : i l consiste en deux arcs plats, d'un quadrant, oppo
sés l 'un à l'autre et réunis par leurs rayons ext rêmes . 

Dans la position d 'équi l ibre , ces quadrants doivent ê t re partie dans 
A, et partie dans B , les rayons qui les supportent é tant près des m i 
lieux des quadrants de la boî te creuse, en sorte que les divisions de 
cette boî te et les ext rémités et les supports de С soient aussi éloignés 
que possible. 
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Le conducteur G est maintenu constamment à un potentiel élevé, 
par une communication avec l'armature in té r ieure d'une bouteille de 
Leyde qu i forme la cage de l 'appareil. A et В sont reliés, le premier à 
la terre, le second au corps dont on doit mesurer le potentiel. 

Si le potentiel de ce corps est zéro et si l ' instrument est bien réglé, 
i l ne doit point y avoir de force tendant à mouvoir G ; mais, si le po
tentiel de A est de m ê m e signe que celui de G, G tend à se mouvoir 
de A vers В sous l'action d'une force presque uniforme, et le système 
de suspension se tord j u squ ' à ce qu'une force égale soit mise en jeu et 

Fig. 20. 

produise l ' équi l ibre . Entre certaines limites, les déviations de G sont 
proportionnelles au produi t 

( A - B ) [ C — | ( A + B)]. 

En augmentant le potentiel de C, on peut augmenter le potentiel de 
l ' instrument; et, pour de petites valeurs d e | ( A - b B ) , les déviations 
sont à peu près proportionnelles à (A — B ) G . 

De la mesure du potentiel électrique. 

220. Pour dé te rmine r en mesure absolue de fortes différences de 
potentiel, nous pouvons employer l 'é lectromètre à disque a t t i ré , et 
comparer l 'attraction à l'effet d'un poids. Si, en même temps, nous 
mesurons avec l 'é lect romètre à quadrants la différence de potentiels 
des mêmes conducteurs, nous dé te rminerons la valeur absolue de cer
tains points de l 'échelle de l 'é lectromètre à quadrants, et nous pour
rons ainsi dédui re la valeur des lectures faites sur l 'échelle de l 'élec
t romètre à quadrants, en fonction du potentiel de la partie suspendue 
et du moment de torsion de l'appareil de torsion. 

Pour dé te rminer le potentiel de la charge d'un conducteur de di -
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mensions finies, on peut relier le conducteur à l'une des électrodes 
d'un é lec t romèt re , l'autre électrode é tant reliée à la terre ou à un corps 
dont le potentiel reste constant. L a lecture de l ' é lec t romètre donnera le 
potentiel du corps après que sa charge se sera par tagée entre l u i et la 
partie de l 'é lec t romètre avec laquelle i l est mis en contact. Si К désigne 
la capaci té du conducteur et K ' celle de cette partie de l ' é lec t romèt re , 
et si V et V sont les potentiels de ces deux corps avant leur mise en 
contact, leur potentiel commun, après le contact, sera 

v - к у + к > у ' 
K + K ' " 

Le potentiel i n i t i a l du conducteur étai t donc 

V = Ѵ -ь ^ ( V - V ) . 

Si le conducteur n'est pas grand par rapport à l 'é lect romètre , K ' 
sera comparable à K , et, à moins que l 'on ne puisse dé te rminer les 
valeurs de К et K ' , le second terme de cette expression aura une va
leur incertaine. Toutefois, si, avant d 'é tabl i r le contact, on peut porter 
l 'électrode de l 'é lect romètre à un potentiel t rès voisin de celui du 
corps, l ' incertitude sur les valeurs de К et K ' n'aura que peu d ' im
portance. 

Si nous connaissons approximativement la valeur du potentiel du 
corps, nous pourrons porter l 'é lectrode à ce potentiel approché au 
moyen d'un replenisher ou de quelque autre façon, et une seconde 
expérience donnera une plus grande approximation. De cette maniè re 
on peut mesurer le potentiel d'un corps dont la capacité est petite re
lativement à celle de l 'é lect romètre . 

Mesurer le potentiel en un point de l'air. 

221. Première méthode. — On place au point donné le centre 
d'une sphère , dont le rayon est petit relativement à la distance des 
conducteurs électrisés. On la relie à la terre par un f i l méta l l ique fin, 
puis on l'isole ; on la porte à l ' é lec t romètre , et l 'on dé te rmine sa charge 
totale. 

Alors, si V est le potentiel au point donné et a le rayon de la sphère , 
la charge de la sphère sera 

Q = — V a , 

et, si V est le potentiel de la sphère mesuré à l 'é lectromètre dans une 
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chambre dont les murs sont reliés à la terre • 

Q = V 4 
d'où 

V •+- V = o, 

c 'est-à-dire que le potentiel de l 'air , au point où étai t placé le centre 
de la sphère , est égal et de signe contraire au potentiel que prend la 
sphère , quand, après avoir été mise à la terre et isolée ensuite, elle 
est appor tée clans la chambre. 
' Cette mé thode a été employée par M . Dellmann, de Creuznach, pour 

mesurer le potentiel à une certaine hauteur au-dessus de la surface 
du sol. 

Deuxième méthode. — Nous avons supposé que la sphère , placée 
au point donné et reliée d'abord à la terre, étai t ensuite isolée et 
por tée dans une chambre dont les parois, faites de mat ières conduc
trices, é ta ient au potentiel zéro . 

Supposons maintenant que l'on amène depuis l 'électrode de l 'élec-
t romèt re jusqu'au point où l 'on doit mesurer le potentiel un f i l fin 
isolé. Commençons par décharger en t i è rement la sphère , ce qui peut 
se réal iser en la mettant à l ' in tér ieur d'un vase fait de même métal 
qu'elle qui l'entoure presque complè tement , et l u i faisant toucher ce 
vase. La sphère ainsi déchargée est appor tée au bout du fil et mise en 
contact avec l u i . Puisqu'elle n'est pas électr isée, elle est au potentiel 
de l 'air en ce point : si le fil de l 'é lectrode est au même potentiel, le 
contact n'aura point d'effet sur l u i ; mais, s'il est à un potentiel diffé
rent, ce potentiel, après le contact avec la sphère , sera plus voisin 
qu'auparavant du potentiel de l 'air. Par une série d 'opérat ions de ce 
genre, où la sphère est alternativement déchargée et mise en contact 
avec l ' é lec t rode , le potentiel de l 'é lectrode de l 'é lect romètre s'appro
chera constamment de celui de l 'air au point donné . 

222. Pour mesurer le potentiel d'un conducteur sans le toucher, on 
peut mesurer le potentiel de l 'air en un point voisin du conducteur, 
et calculer celui du conducteur d 'après le résul ta t . S'il y a une cavité 
que le conducteur renferme presque ent iè rement , le potentiel de l 'air 
dans cette cavité est très voisin de celui du conducteur. 

C'est de cette façon que Sir W . Thomson a reconnu que, si deux 
conducteurs creux, l 'un de cuivre et l'autre de zinc, sont mis en con
tact méta l l ique , le potentiel de l 'air dans l'espace que renferme le 
zinc est positif par rapport à celui de l 'air dans l'espace que ren
ferme le cuivre. • 
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Troisième méthode. — Si, par un procédé quelconque, on peut faire 
qu'une série de petits corps se détachent successivement du bout de 
l 'électrode, le potentiel de l 'électrode tendra vers celui de l 'air qui 
l'environne. C'est ce que l 'on peut réal iser en faisant écouler goutte à 
goutte, d'un entonnoir ou d'un tuyau relié à l 'é lectrode, de la grenaille 
de plomb, des limailles méta l l iques , du sable ou de l'eau. Le point 
dont on mesure le potentiel est celui où la veine liquide cesse d 'ê t re 
continue et se brise en gouttes séparées. 

Une autre méthode commode consiste à attacher à l 'électrode une 
allumette b rû l an t lentement. Le potentiel devient très vite égal à celui 
de l 'air à l ' ext rémité de la flamme de l 'allumette. I l suffit même d'une 
pointe méta l l ique aiguë pour produire une décharge par le moyen des 
molécules d'air, tant que la différence des potentiels est cons idérab le ; 
mais, si l 'on veut rédu i re cette différence à zéro, i l faut recourir à 
l'une des méthodes précédentes . 

Si l 'on veut seulement connaî t re le signe de la différence des poten
tiels en deux points, et non sa valeur n u m é r i q u e , on peut produire, 
en un des points, un écoulement de gouttes ou de limailles à travers 
un entonnoir communiquant à l'autre point : on recueille ces gouttes 
ou limailles dans un vase isolé. Chaque goutte, en tombant, se charge 
d'une certaine quant i té d 'é lectr ici té , dont elle se décharge complète
ment dans le vase. Les charges s'accumulent donc constamment dans 
le vase, et, après qu'un nombre suffisant de gouttes sont tombées , on 
peut examiner la charge du vase par les méthodes mêmes les plus 
grossières. Le signe de la charge est positif, si le potentiel de l 'enton
noir est positif par rapport à celui de l 'air qui l'entoure. 

MESURE DE LA DENSITÉ SUPERFICIELLE OU DE LA DISTRIBUTION. 

Théorie du plan d'épreuve. 

223. Pour vérifier les résul ta ts de la théor ie ma théma t ique de la 
distribution à la surface des conducteurs électrisés, i l est nécessaire 
de pouvoir mesurer la densité superficielle en différents points d'un 
conducteur. A cet effet, Coulomb employait un peti t disque de papier 
doré fixé à une tige isolante de gomme laque. I l appliquait ce disque 
en différents points du conducteur, en le faisant coïncider aussi exac
tement que possible avec la surface de ce conducteur. I l l'enlevait 
ensuite par sa tige isolante, et mesurait sa charge dans son é lec t ro
mèt re . 

La surface du disque appl iqué sur le conducteur coïncidant presque 
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exactement avec la surface de ce conducteur, i l concluait que la den
sité superficielle sur la surface extér ieure du disque étai t à peu près 
égale à la densi té sur la surface du conducteur en cet endroit, et que 
la charge enlevée sur le disque étai t à peu près égale à la charge qui 
se trouvait sur une aire prise à la surface du conducteur, et égale à 
l'aire d'une des faces du disque. Le disque, employé de cette façon, 
est appelé plan d'épreuve de Coulomb. 

Comme on a élevé des objections contre l'usage que faisait Coulomb 
de son plan d 'épreuve , je ferai quelques remarques sur la théor ie de 
cette expér ience . 

L 'expér ience consiste à mettre un peti t corps conducteur en contact 
avec la surface du conducteur, au point où l 'on veut mesurer la den
sité, et à écar ter ensuite ce corps pour dé te rminer sa charge. 

I l nous faut montrer d'abord que la charge du petit corps mis en 
contact avec le conducteur est proportionnelle à la densité superfi
cielle qu i existait au point de contact, avant que l'on y plaçât le 
petit corps. 

Nous supposerons que toutes les dimensions du petit corps, et en 
particulier celle qui est comptée sur la direction de la normale au 
point de contact, sont très petites relativement aux rayons de cour
bure du conducteur au point de contact. Dès lors, nous pourrons ad
mettre que la force résu l tan te à laquelle donnait lieu la charge du 
conducteur supposée immobile ne subit que des variations négl i 
geables dans l'espace occupé par le petit conducteur, et nous pourrons 
traiter la surface du conducteur dans le voisinage du petit corps comme 
une surface plane. 

Or la charge que prend le petit corps, par son contact avec une sur
face plane, est proportionnelle à la force résul tante normale à cette 
surface, c'est-à-dire à la densi té superficielle. Nous déterminerons la 
grandeur de cette charge pour des formes par t icul ières de ce corps. 

I l faut maintenant montrer que, quand on écartera le petit corps, i l 
ne passera point d 'ét incelle entre l u i et le conducteur, et que, par 
conséquent , i l emportera sa charge avec l u i . C'est évident, car, lorsque 
les corps sont en contact, leurs potentiels sont les mêmes , et par suite 
la depsi té est ex t rêmement faible sur les parties les plus voisines du 
point de contact. Lorsque le petit corps est écarté à une très faible 
distance du conducteur que nous supposerons électrisé positivement, 
la charge, au point le plus voisin du petit corps, n'est plus nulle, mais 
bien positive; mais comme la charge du petit corps est aussi po
sitive, l 'é lectr isat ion positive est moindre qu'en aucun autre point 
voisin sur la surface. Or le passage d'une étincelle dépend, en gé-



THÉORIE DU PLAN D'ÉPREUVE. З99 

néra l , de la grandeur de la force résul tan te , et celle-ci de la densi té 
superficielle. Donc, puisque nous supposons que le conducteur n'est 
pas électrisé à un potentiel assez élevé pour décharger de l 'électr ici té 
par tous les points de sa surface, i l ne passera point d'étincelle entre 
le petit corps et une partie de la surface où nous avons mont ré qu ' i l 
y a une plus faible densité superficielle. 

224. Nous allons maintenant considérer différentes formes du petit 
corps. 

Supposons que ce soit une petite hémisphère , disposée de façon à 
toucher le conducteur par le centre de sa face plane. 

Supposons que le conducteur soit une grande sphère et modifions 
la forme de l 'hémisphère , de façon que sa surface soit un peu plus 
d'une demi-sphère , et rencontre la surface de la sphère à angle droi t . 
Nous nous trouvons alors dans un cas pour lequel nous avons déjà 
obtenu la solution exacte (voir 167). 

Si A et В sont les centres de deux sphères se coupant à angle droit , 
D D ' le d iamètre du cercle d'intersection et G le centre de ce cercle ; 
si V est le potentiel d'un conducteur dont la surface extér ieure coïn
cide avec celle des deux sphères , la quant i té d 'électr ici té qui se trouve 
sur la surface libre de la sphère A est 

| V ( A D -+- BD •+- AG — CD — ВС), 

et celle qui se trouve sur la surface l ibre de la sphère В est 

I V (AD -+- BD - ь ВС — AD — AG), 

et la charge totale est la somme des deux, soit 

V ( A D 4 - BD — CD). 

Si a et ß sont les rayons des deux sphères , et si a est grand re la t i 
vement à S, la charge de В est à celle de A dans le rapport de 

4 ** V I + 3 a + 6 ^ " ' ) a l -

Or, soit a la densi té superficielle uniforme de A , lorsque В est en
levé, la charge de A est 

4 тса2 u, 

et, par suite, la charge de В est 
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ou, si ß est t rès petit en comparaison de a, la charge de l 'hémisphère 
В est égale à trois fois la charge due à la densi té a r égnan t sur une 
aire égale à la base circulaire de l ' hémisphère . 

I l résu l te du n° 175 que si une petite sphère est amenée au contact 
d'un corps électr isé , puis éloignée de l u i , la densi té superficielle 
moyenne sur cette sphère est à la densi té superficielle du corps au 
point de contact comme T : 2 est à 6, ou comme i,6^5 est à i . 

225. La forme la plus convenable pour un plan d 'épreuve est celle 
d'un disque circulaire. Nous allons donc montrer comment on peut 
mesurer la charge d'un disque circulaire placé sur une surface élec
t r i sée . 

A cet effet, nous allons combiner une valeur de la fonction poten
tielle, telle qu'une des surfaces équipotent ie l les ressemble à une pro
tubé rance circulaire aplatie, et présente la forme générale d'un disque 
posé sur un plan. 

Soit <J la densité superficielle sur un plan que nous supposerons être 
celui des xy. 

Le potentiel dû à cette distribution sera 

V = — 4 1 T < T-S' 

Soient deux disques de rayon a, ayant des charges électr iques inva
riablement placées, de densi té superficielle — a' et - h a'. Plaçons le 
premier de ces disques sur le plan des xy, son centre à l 'origine ; et le 
second disque para l lè lement au premier à une très petite distance c. 

On peut démon t r e r , ainsi que nous le verrons dans la théor ie du 
magné t i sme , que le potentiel de deux disques sur un point quel
conque est ша'с, со é tant l'angle solide sous-tendu au point considéré 
par le contour de l 'un ou l'autre des disques. Donc le potentiel de 
l'ensemble du système sera 

V = — ^TZVZ -f- u'coi. 

La forme des surfaces équipotentiel les et des lignes d'induction est 
donnée sur le côté gauche de la PL XX, à la fin du Volume I I . 

Traçons la forme de la surface pour laquelle V = o : elle est in
d iquée par la ligne point i l lée . 

Dés ignant par r la distance d'un point quelconque à l'axe des z, 
lorsque /* est beaucoup plus petit que a, et que z est petit, nous trou
vons 

z 
CO = 17Z — 1TZ 1- . . . . 

a 
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Donc, pour des valeurs de r cons idérablement inférieures à a, l ' équa
t ion de la surface équipotent ie l le zéro est 

, , cz 
О = — Ô L T V S Z -+- 27ПТ С— 2ТТСГ h • • • * a 

ou bien 

2 ff -t- ff — 

Donc, aux environs de l'axe, la surface équipotent ie l le est presque 
plate. 

En dehors du disque, où r est plus grand que a, w est nul quand z 
est nu l , de sorte que le plan des xy fait partie de la surface équipo
tentielle. 

Pour trouver où se rejoignent ces deux parties de la surface, cher-
d \ 

chons en quel point du plan —т^ •=. о. 
dz 

Si r est à t rès peu près égal à ot, l'angle solide to devient à t rès peu 
près une lunule découpée sur la sphère de rayon i , dont l'angle est 

en sorte que 

et que 

Donc, lorsque = о, 

approximativement. 
La surface équipotent ie l le V = o se compose d'une figure en forme 

de disque, de rayon r0 et d 'épaisseur à peu près uniforme z0, et de la 
partie du plan infini des xy qu i est en dehors de cette figure. 

L ' in tégrale de surface, prise sur tout le disque, donne sa charge 
d 'électr ici té . On trouve (comme dans la Théo i î e d'un com%ant c i rcu
laire, I V e Partie, n° 704) que c'est 

* Q = 4TC«ff 'c (los—^ а ) - Ь т ш г 2 . 

Sur une surface égale du plan, la charge est тс<т/'2 : donc la charge 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 26 
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du disque surpasse celle d'une aire égale prise dans le plan, dans le 
rapport de 

- Z . 8 7t r , i 4 - 8 - log a i , r ° z ' 

où z est l 'épaisseur , et r le rayon du disque, et où l 'on suppose z petit 
relativement à r. 

Des accumulateurs électriques et de la mesure des capacités. 

226. U n accumulateur ou condensateur est un appareil formé de 
deux surfaces conductrices séparées par un mi l ieu dié lect r ique isolant. 

Une bouteille de Leyde est un accumulateur dont l'armature in té 
rieure, faite de feuilles d 'é ta in , est séparée de l'armature ex té r ieure 
par le verre de la bouteille. La p remiè re bouteille de Leyde étai t un 
vase de verre renfermant de l'eau qui é ta i t séparée par le verre de la 
main qu i tenait le vase. 

La surface ex té r ieure d'un conducteur isolé quelconque peut ê t re 
considérée comme une des surfaces d'un accumulateur, dont l'autre 
surface est formée par la terre ou les murs de la chambre où i l est 
placé, et où le mi l ieu d ié lec t r ique est l 'air ambiant. 

La capaci té d'un accumulateur a pour mesure la quant i té d'élec
t r ic i té dont i l faut charger la surface in té r ieure pour é tabl i r entre les 
deux surfaces une différence de potentiels égale à l 'uni té . 

Puisque tout potentiel é lec t r ique estla somme d'un certain nombre 
de parties obtenues en divisant chaque élément é lectr ique par sa dis
tance à un point, le rapport d'une quan t i t é d 'électr ici té à un poten
t i e l doit avoir les dimensions d'une ligne ; donc la capaci té électrosta
t ique est une quan t i t é l inéa i re , que nous pouvons évaluer en pieds 
ou en m è t r e s sans a m b i g u ï t é . 

Dans les recherches é lect r iques , on emploie les accumulateurs à 
deux usages principaux : à recevoir et à garder de grandes quant i tés 
d 'é lectr ic i té dans un espace aussi pet i t que possible ; à mesurer des 
quant i tés définies d 'électr ici té par le potentiel auquel elles portent 
l'accumulateur. 

Pour garder des charges é lect r iques , on n'a rien imaginé de plus 
parfait que la bouteille de Leyde. La plus grande partie des pertes est 
due à ce que l 'électrici té s'écoule d'une armature à l'autre par l ' h u 
m i d i t é de la surface de verre non revê tue . Cet inconvénient peut ê t r e 
évité t rès complè tement en desséchant artificiellement l 'air à l ' inté
r ieur de la bouteille, et en vernissant le verre, là où i l est exposé à 
l ' a tmosphère . 
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Dans les electroscopes de sir W . Thomson, la proportion de perte 
d'un jou r à l'autre est très faible, et, de cette perte, je crois que rien 
ne doit ê t re a t t r i bué à une conduction directe par l 'air ou par le verre 
lorsque le verre est bon ; mais qu'elle se produit en entier par conduc
tion superficielle sur les différentes tiges isolantes et sur les surfaces 
de verre de l'appareil. 

En fait, le même électr icien a donné une charge à de l'acide sulfu-
rique renfermé dans un ballon à long col ; i l a ensuite scellé h e r m é 
tiquement le col en le fondant à la lampe, en sorte que cette charge 
se trouvait complè tement renfermée dans du verre. A u bout de p lu
sieurs années, on a constaté que la charge étai t encore conservée. 

Mais c'est seulement à froid que le verre est isolant à ce point : la 
charge s 'échappe aussi tôt que le verre est po r t é à une t e m p é r a t u r e 
inférieure à ioo°. 

Lorsqu'on désire obtenir une grande capaci té sous un peti t volume, 
i l convient d'employer des accumulateurs dont le d ié lec t r ique est du 
caoutchouc en feuilles, du mica, ou du papier imprégné de paraffine. 

227. Pour les accumulateurs de la seconde espèce, destinés à mesu
rer des quant i tés d 'électrici té, les diélectr iques solides ne doivent ê t re 
employés qu'avec de grandes précau t ions , parce qu'ils possèdent la 
propr ié té appelée absorption électrique. 

Le seul dié lectr ique sûr pour de pareils accumulateurs est l 'air : 
encore a-t-il l ' inconvénient que toute humid i t é , toute poussière qui 
pénè t re dans l'espace é t ro i t compris entre les surfaces opposées, et où 
ne devrait se trouver que de l 'air, non seulement al tère l 'épaisseur de 
la couche d'air, mais encore peut é tabl i r une communication entre les 
surfaces opposées, auquel cas l'accumulateur ne tient pas sa charge. 

Pour dé te rminer , en mesure absolue, c 'est-à-dire en mèt res ou en 
pieds, la capacité d'un accumulateur, nous devons en connaî t re d'abord 
la forme et les dimensions, et résoudre ensuite le p rob lème de la dis
t r ibut ion sur ses surfaces opposées ; ou bien nous devons comparer 
sa capacité à celle d'un accumulateur pour lequel le p rob lème a été 
résolu. 

Gomme le p rob lème est t rès difficile, le mieux est de commencer 
par construire un accumulateur pour la forme duquel nous connais
sions la solution. Ains i , l 'on sait que la capaci té d'une sphère isolée 
dans un espace i l l imité a pour mesure le rayon de cette sphère . 

Une sphère , suspendue dans une chambre, a été employée par 
M M . Kohlrausch et Weber comme étalon absolu, auquel ils compa
raient la capaci té des autres accumulateurs. 
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Mais la capaci té d'une sphère de dimensions modérées est si faible 
comparativement à la capaci té des accumulateurs habituellement em
ployés, qu'une sphère n'est pas un étalon de mesure bien commode. 

L a capaci té peut ê t re cons idérablement accrue si l 'on entoure la 
sphère d'une surface sphér ique creuse, concentrique, et de rayon un 
peu plus grand. La capaci té de la surface in té r ieure est alors une qua
t r i ème proportionnelle à l ' épaisseur de la couche d'air et aux rayons 
des deux sphères . 

Sir W . Thomson a employé cette disposition pour avoir un étalon 
de capaci té ; mais i l y a des difficultés considérables à travailler des 
surfaces exactement sphér iques , à les rendre tout à fait concentriques, 
et à mesurer leur distance et leurs rayons avec une précision suffi
sante. 

Nous sommes ainsi amenés à préférer comme étalon absolu de capa
cité une disposition dans laquelle les faces opposées sont des plans 
paral lè les . 

I l est aisé de vérifier si les surfaces sont exactement planes ; leur 
distance peut se mesurer avec une vis mic romét r ique et peut ê t re 
rendue susceptible d'une variation continue, ce qui est une propr ié té 
t rès importante dans un instrument de mesure. 

11 ne reste qu'une difficulté, due à ce fait que les plans sont néces
sairement l imi tés , et que la distr ibution de l 'électrici té dans le voisi
nage des limites des plans n'a pas été calculée rigoureusement. I l est 
vrai que si nous prenons pour surfaces opposées deux disques circu
laires égaux, dont le rayon est grand relativement à leur distance, 
nous pouvons traiter les limites de ces disques comme si c 'étaient des 
lignes droites et calculer la dis t r ibut ion par la mé thode de Helmholtz, 
décr i te au n° 202. Mais i l y a l ieu de remarquer que, dans le cas actuel, 
une partie de l 'é lectr ici té est d i s t r ibuée sur le revers de chacun des dis
ques, et que l 'on a supposé dans le calcul qu ' i l n'y a point de conduc
teurs dans le voisinage, ce qu i n'est et ne peut ê t re le cas avec un 
petit instrument. 

228. Nous préférons donc la disposition suivante, due à sir W . 
Thomson, et que l 'on peut appeler disposition à anneau de garde : 
grâce à elle, la quan t i t é d 'électr ici té qui est sur un disque isolé peut 
se dé t e rmine r exactement en fonction de son potentiel. 

Le condensateur à anneau de garde. 

В 6 est un vase cylindrique fait d'une substance conductrice : la 
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surface ex té r ieure de sa face supér ieure est exactement plane. Cette 
face supér ieure est formée de deux parties, un disque A et un large 
anneau BB entourant le disque, et séparé de l u i par un t rès peti t i n 
tervalle, juste suffisant pour ne point laisser passer d 'ét incel les. La 

Fig . 21 . 

surface supér ieure du disque est exactement dans le même plan que 
celle de l'anneau de garde. Le disque est por té par des colonnes en 
mat iè re isolante GG ; G est un disque de métal dont la surface infé
rieure est exactement plane et paral lèle à B B . Le disque G est consi
dérab lement plus grand que A . Sa distance à A est réglée et mesurée 
au moyen d'une vis mic romét r ique , qui n'est point représentée sur la 
figure. 

Voic i comment on emploie cet accumulateur comme instrument de 
mesure : 

Supposons que G soit au potentiel zéro, et A et В & au potentiel V . 
I l n'y aura pas de charge sur le revers du disque, puisque le vase est 
presque en t iè rement clos, et tout entier au même potentiel. I l y aura 
une charge très faible sur les bords du disque, puisqu' i l est au même 
potentiel que B B . Sur la face du disque, la dis tr ibut ion est sensible-, 
ment uniforme ; la charge totale du disque sera donc presque exacte
ment représentée par son aire mul t ip l iée par la densi té superficielle 
d'un plan, telle qu'elle a été calculée au n° 124. 

En fait, l ' é tude faite au n° 201 nous montre que la charge du disque 
est 

où R est le rayon du disque, R' celui de l'ouverture de l'anneau de 
garde, A la distance de A à G, et a une quan t i t é qui ne peut ê t re su
pér i eu re à 

loge 2 ( R ' - R ) : 
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Si l ' intervalle entre l'anneau de garde et le disque est petit compa
rativement à la distance de A à C, le second terme est t rès petit , et Ja 
charge du disque est, à t rès peu près , 

Mettons maintenant à la terre le vase В b. La charge du disque A 
ne conservera plus sa dis t r ibut ion uniforme, mais sera la même comme 
quan t i t é , et si maintenant nous déchargeons A , nous obtiendrons une 
quan t i t é d 'é lec t r ic i té , dont nous connaissons la valeur en fonction de 
la différence de potentiels initiale V , et des quant i tés mesurables R, 
R' et A . 

Comparaison de la capacité des condensateurs. 

229. La forme de condensateur qui se prê te le mieux à la dé te rmi
nation de la capaci té en mesure absolue, d 'après la forme et les d i 
mensions des parties de l ' instrument, n'est pas, en général , celle qui 
convient le mieux pour les expériences d 'é lectr ici té . Pour les appa
reils dest inés à faire couramment des mesures de capaci té , i l est dési
rable de n'avoir que deux surfaces conductrices, dont l'une entoure 
l'autre aussi complè tement que possible. A u contraire, l'accumula
teur à anneau de garde a trois conducteurs indépendants qui doivent 
ê t re chargés et déchargés dans un certain ordre. I l est donc désirable 
de pouvoir comparer les capacités de deux accumulateurs par une 
mé thode é lec t r ique , de façon à jauger en quelque sorte des accumu
lateurs qu i serviront ensuite d 'étalons secondaires. 
• Je vais d'abord montrer comment on peut vérifier que les capacités 
de deux accumulateurs à anneau de garde sont égales. 

Soient, dans l 'un de ces accumulateurs, A le disque, В l'anneau de 
garde et le reste du vase conducteur qui l u i est fixé, G le grand pla
teau; soient A ' , В ' , С ' les parties correspondantes de l'autre accumu
lateur. 

Si l 'un de ces accumulateurs est de construction plus simple, et n'a 
que deux conducteurs, on n'a qu 'à supprimer В ou B ' , et à supposer 
que A est l'armature in té r ieure , G l'armature e x t é r i e u r e , que l 'on 
suppose entourer complè tement A . 

Etablissons les communications suivantes : 
Relions d'une maniè re permanente В à С' et B ' à C, c'est-à-dire 

chacun des anneaux de garde au grand plateau de l'autre condensateur. 
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(1) Relions A à В et С et à J l'électrode d'une bouteille de Leyde; 
A' à B' et G et à la terre ; 

( 2 ) Isolons A, В et G' de J; 
(3) Isolons A de В et G', et A' de B' et G ; 
(4) Relions В et C' avec B' et G et avec la terre ; 
(5) Relions A et A'; 
(6) Relions A et A' à un electroscope. 

Nous pouvons représen te r ces communications comme i l suit : 

le signe = signifiant la communication é lec t r ique , et le t rai t ver
tical I l'isolement. 

Dans ( 1 ) les deux accumulateurs ont des charges opposées : A est 
positif, A ' négat i f , et les charges de A et A ' sont d is t r ibuées unifor
mémen t sur la surface supér ieure opposée au grand plateau de cha
cun des accumulateurs. 

Dans ( 2 ) la bouteille de Leyde est enlevée, et dans ( 3 ) les charges 
de A et A ' sont isolées. 

Dans (4), les anneaux de garde sont reliés aux grands plateaux: et, 
par suite, les charges de A et A ' se répanden t sur toute la surface de 
ces disques, sans que leur grandeur soit modifiée. 

Dans (5) A est relié à A ' . Si les charges sont égales et de signe con
traire, l 'électrisation est en t iè rement dé t ru i t e . C'est ce que l 'on vérifie 
en ( 6 ) au moyen de l 'électroscope E. 

L'électroscope E indiquera une charge positive ou une charge né
gative, selon que A ou A ' a la plus grande capaci té . 

A u moyen d'une clef convenablement construite, on peut effectuer 
toutes ces opérat ions dans l 'ordre voulu, dans l'espace d'une petite 
fraction de seconde ; et l 'on peut faire varier les capacités ju squ ' à ce 
que l 'électroscope n'accuse plus la moindre trace de charge. De cette 
façon, on peut amener la capacité d'un accumulateur à ê t re égale 
à celle d'un autre accumulateur, ou à la somme des capacités de plu
sieurs autres, et l 'on peut former un système d'accumulateurs où la 
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capaci té de chacun est expr imée en mesure absolue, c 'es t -à-di re en 
pieds ou en mè t r e s , et où l 'on a employé en même temps le mode 
de construction le plus convenable pour les expériences d 'é lec
t r i c i t é . 

Cette méthode de comparaison trouvera sans doute un emploi avan
tageux pour la dé te rmina t ion des pouvoirs inducteurs spécifiques des 
différents d ié lec t r iques mis sous forme de disques ou de plateaux. Si, 
entre A et C, on interpose un disque de dié lec t r ique considérablement 
plus grand que A , la capaci té de l'accumulateur est modifiée, et de
vient égale à celle que présen te ra i t ce même accumulateur pour un 
moindre éca r t emen t de A et C. Si l'accumulateur, pourvu de son 
plateau d ié lec t r ique , et ayant ses armatures A et С écartées d'une 
distance x, a la m ê m e capaci té qu ' i l p résen te ra i t lorsque ses arma
tures sont à la distance x' sans interposition de dié lec t r ique , et si a 
est l 'épaisseur du plateau, к son pouvoir inducteur spécifique rap
por t é à celui de l 'air pris pour uni té , 

*= % 
a -+- x — x 

La combinaison de trois cylindres, décri te au n° 127, a été employée 
par sir W . Thomson pour former un condensateur dont la capacité 
peut ê t re augmentée ou d iminuée de quant i tés mesurables. 

Les expériences de M M . Gibson et Barclay, faites au moyen de cet 
appareil, sont décri tes dans les Proceedings de la Société Royale, 
du 2 février 1871, et dans les Phil. Trans, de 1871, p. 57З. Ils ont 
t rouvé pour pouvoir inducteur spécifique de la paraffine 1,975, celui 
de l 'a ir é tan t pris pour uni té . 



LE COURANT ÉLECTRIQUE. 

DEUXIÈME P A R T I E . 
ÉLECTROCINÉTIQUE. 

C H A P I T R E I . 

L E GOURANT ÉLECTRIQUE. 

230. Nous avons vu, au n° 45, que le potentiel est nécessa i rement 
le même en tous les points d'un conducteur en équi l ibre élec
tr ique. 

Si deux conducteurs A et В sont chargés d 'é lectr ici té , le potentiel 
de A é tant supér ieur à celui de B , et si ces deux corps sont mis en 
communication par un fil méta l l ique С qui les touche tous deux, 
une partie de la charge de A .se transporte sur B , et, au bout d'un 
temps t rès court, les potentiels de A et de В deviennent égaux. 

231. Pendant que se produit ce phénomène , on observe dans le f i l 
С certains phénomènes que l 'on appelle phénomènes du flux ou du 
courant électrique. 

Le premier de ces phénomènes est un transport d 'électr ici té posi
tive de A vers B , d 'électr ici té négat ive de В vers A . Ce transport 
peut s'effectuer plus lentement si l 'on met un petit corps isolé en con
tact alternativement avec A et avec B . Dans cette opéra t ion , que l 'on 
peut appeler la convection électrique, de petites fractions de la charge 
de chaque corps sont t ranspor tées successivement de l 'un sur l 'autre. 
Dans les deux cas, une certaine quan t i t é d 'é lectr ici té , ou de charge 
élect r ique, passe d'un endroit à un autre en suivant un certain che
min dans l'espace qui sépare les corps. 

Quelle que soit donc notre opinion sur la nature de l 'é lectr ici té , i l 
faut admettre que l 'opérat ion que nous venons de décr i re constitue 
un courant d 'électr ici té . Ce courant peut ê t re considéré comme un 
courant d 'électr ici té positive de A vers B , ou d 'électr ici té négat ive de 
В vers A , ou comme une combinaison de ces deux courants. 

Tr. d'Électr. et de Magn., I . 26. 
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Suivant la théor ie de Fechner et de Weber, c'est une combinaison 
d'un courant d 'é lectr ic i té positive, et d'un courant exactement égal 
d 'é lectr ic i té négat ive , cheminant en sens inverse dans le même corps. 
I l est nécessaire de se souvenir de cette hypothèse éminemment a r t i 
ficielle sur la constitution du courant, pour comprendre l 'énoncé 
de quelques-uns des plus importants résul ta ts expér imen taux de 
Weber . 

Si, comme au n° 36, nous supposons que P uni tés d 'électr ici té po
sitive se transportent de A vers B , et que N uni tés d 'é lectr ic i té néga
tive se transportent de*B vers A , dans l 'uni té de temps, la théor ie de 
Weber veut que P = N , et P ou N peut ê t re pris comme mesure nu
m é r i q u e du courant. 

A u contraire, nous ne faisons i c i aucune hypothèse sur une relation 
entre P et N ; mais, ne tenant compte que de l'effet produit par le 
courant, c ' es t -à -d i re du transport de P H- N uni tés d 'électr ici té posi
tive de A sur B , nous considérerons P + N comme la vér i table me
sure du courant. Le courant que Weber appellerait i , nous l'appelle
rons donc 2 . 

Des courants permanents. 

232. Dans le cas du courant qui passe entre deux conducteurs iso
lés por tés à des potentiels différents, l 'opérat ion est vite arr ivée à son 
terme, qui est l 'égalisation des potentiels des deux corps : le courant 
est donc essentiellement un courant ins tan tané . 

Mais i l y a des moyens par lesquels on peut maintenir entre des 
conducteurs des différences de potentiel constantes; alors i l passe 
entre ces conducteurs un courant continu d ' intensi té constante : c'est 
ce qu'on appelle un courant permanent. 

La pile voltaïque. 

La mé thode la plus commode pour produire un courant permanent 
est d'employer la pile vol ta ïque . 

Pour préc iser les idées , nous allons décr i re la pile constante de Da-
nie l l . 

Une solution de sulfate de zinc est placée dans un vase de terre 
poreux, qu i est lu i -même dans un vase renfermant une solution satu
rée de sulfate de cuivre. U n morceau de zinc plonge dans le sulfate 
de zinc; un morceau de cuivre dans le sulfate de cuivre. Des fils m é 
talliques sont soudés au zinc et au cuivre, au-dessus du niveau du 
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l iquide. Cette combinaison est appelée un couple ou un élément de 
pile Daniell (voir n° 272). 

233. Si Ton isole le couple en le posant sur un pied non conduc
teur, et si l 'on met en contact avec un conducteur isolé A le f i l relié au 
cuivre, et le fil relié au zinc en contact avec un autre conducteur 
isolé B , fait du même méta l que A , on peut montrer au moyen d'un 
é lec t romètre sensible que le potentiel de A surpasse celui de В d'une 
certaine quan t i t é . Cette différence de potentiels est appelée force 
électromotrice de l'élément Daniell. 

Si maintenant on détache A et В de la pile, et qu'on les mette en 
communication par un fil méta l l ique , un courant passager traverse le 
f i l , de A vers B , et les potentiels de A et В deviennent égaux. On 
peut de nouveau charger A et В au moyen de la pile et répé te r ces 
opérat ions tant que la pile veut bien fonctionner. Mais, si l 'on 
relie A et В par le fil C, et qu'en m ê m e temps on les attache à la 
pile, comme précédemment , la pile entretient un courant constant à 
travers C, en m ê m e temps qu'une différence de potentiels constante 
entre A et B . Cette différence n'est pas, ainsi que nous le verrons, 
égale à la force é lect romotr ice totale de l 'é lément , une partie de cette 
force é tant dépensée pour entretenir le courant à travers l 'é lément 
lu i -même. 

U n certain nombre d 'éléments rangés en série, de façon que le 
zinc du premier communique méta l l iquement avec le cuivre du 
second, et ainsi de suite, forment ce qu'on appelle une pile voltaïque. 
La force é lect romotr ice d'une telle pile est égale à la somme des forces 
électromotr ices des é léments qui la composent. Si la pile est isolée, 
elle peut, dans son ensemble, recevoir une charge quelconque d 'élec
tr ici té ; mais le potentiel du pôle cuivre surpassera toujours celui du 
pôle zinc d'une quan t i t é égale à la force é lec t romotr ice de la pi le , 
quelles que soient d'ailleurs les valeurs absolues de ces deux poten
tiels. Les éléments de la pile peuvent ê t re de formes différentes, con
tenir des substances chimiques et des mé taux différents, pourvu que 
l'action chimique ne continue pas lorsqu' i l ne passe point de cou
rant. 

234. Considérons une pile vol taïque dont les deux ext rémités sont 
isolées l'une de l'autre. L 'ex t rémi té cuivre aura une charge positive 
ou vi t rée , l ' ex t rémi té zinc une charge négat ive ou rés ineuse . 

Relions maintenant par un fil méta l l ique les deux bouts de la pi le . 
U n courant électr ique prendra naissance et, au bout d'un temps t r è s 
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court, atteindra une valeur constante. On d i t alors que c'est un cou
rant permanent. 

Propriétés du courant. 

235. Le courant décr i t un circui t fermé, en allant du cuivre au zinc 
dans les fils,.et du zinc au cuivre dans les solutions. 

Si l 'on interrompt le c i rcui t en coupant un des fils qui relient le 
cuivre d'un é lément au zinc du suivant, le courant est a r rê té , et l 'on 
trouve que le potentiel du bout de fil relié au cuivre surpasse le po
tentiel du bout de cuivre rel ié au zinc d'une quant i té constante, la 
force é lec t romotr ice totale du circui t . 

Action électrolytique du courant. 

236. Tant que le c i rcui t est interrompu, i l ne se produit dans les 
é léments aucune action chimique ; mais, aussi tôt que le circuit est 
formé, du zinc commence à se dissoudre dans chacun des éléments 
Daniell , et du cuivre se dépose sur les lames de cuivre. 

La quan t i t é de sulfate de zinc augmente, celle de sulfate de cuivre 
diminue, à moins qu'on n'en rajoute constamment de nouveau. 

La quan t i t é de zinc dissoute, la quan t i t é de cuivre déposée sont les 
mêmes dans tous les éléments Daniell du circui t , quelles que soient les 
dimensions des électrodes de ces é léments ; et, s'il y a des éléments de 
construction différente, l 'action chimique qui s'y produit est dans un 
rapport constant avec l'action chimique d'un é lément Daniell . Si, par 
exemple, un des éléments est formé de deux lames de platine plon
geant dans de l'acide sulfurique é tendu d'eau, de l 'oxj'gène est mis 
en l iber té à la surface de la plaque par laquelle le courant entre dans 
le l iquide, c 'est-à-dire la plaque qui est reliée méta l l iquement au 
ouivre de la pile Daniell ; et de l 'hydrogène se dégage à la surface de 
la plaque par où le courant sort du l iquide, qui est la plaque reliée 
au zinc de la pile Daniell . 

Le volume de l 'hydrogène est exactenjent double de celui de l'oxy
gène dégagé dans le même espace de temps ; et le poids de l 'oxygène 
est exactement hui t fois le poids de l 'hydrogène . 

Dans chacun des éléments du circuit , le poids de chaque substance 
dissoute, déposée ou décomposée, est égal au produit d'une certaine 
quan t i t é que l 'on appelle Véquivalent électrochimique de la substance, 
par l ' intensi té du courant et par la durée de son passage. 

Pour les expériences qui établ issent ce principe, voir les Séries 
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ѴІІ et ѴИІ des Experimental Researches de Faraday; et, pour les 
exceptions apparentes à cette règle , voir la Chemical Physics de 
Mi l le r , et le Galvanismus de Wiedemann. 

237. On appelle electrolytes les substances qui subissent celte sorte 
de décomposi t ion. L 'opérat ion e l le -même s'appelle electrolyse. Les 
endroits où le courant pénè t re dans l 'électrolyte et en sort sont ap
pelés les électrodes. De ces électrodes, celle par où entre le courant, 
est appelée anode, et celle par où i l quitte l 'électrolyte est appelée 
cathode. Les composants en lesquels se résout l 'électrolyte sont ap
pelés ions; celui d'entre eux qui pa ra î t à l'anode porte le nom 

anion, et celui qui para î t à la cathode, de cation. 
De ces termes, qui ont é té , je crois, inventés par Faraday avec 

l'aide du D r Whewel l , les trois premiers, é lectrodes, electrolyse et 
electrolyte, ont été généra lement adoptés , et l'on appelle conduction 
électrolytique ce mode de conduction du courant dans lequel se pro
duisent cette sorte de décomposi t ion et ce transport des éléments 
composants. 

Si l 'on met un electrolyte homogène dans un t u b é de section variable, 
et si l 'on met les électrodes au bout de ce tube, on trouve que, quand 
le courant passe, Fanion para î t à l'anode, le cation à la cathode, les 
quant i tés de ces ions é tant équivalentes entre elles, et équivalentes 
ensemble à une certaine quan t i t é d 'é lectrolytes . Dans les autres par
ties du tube, que la section y soit grande ou petite, constante ou va
riable, la composition de l 'électrolyte reste invariable. Donc, la quan
ti té de mat iè re qui subit l 'électrolyse dans chaque section du tube est 
la même . Si la section est petite, l 'action doit donc être plus intense 
que si la section est grande; mais la quan t i t é totale de chaque ion qui 
traverse dans un temps donné une section complète de l 'électrolyte 
est la même pour toutes les sections. 

L ' intensi té d'un courant peut donc se mesurer par la quan t i t é de 
mat iè re qui est électrolysée dans un temps donné . On appelle volta
mètre un instrument qui permet de mesurer a isément la quan t i t é de 
ces produits d 'électrolyse. 

L ' intensi té du courant, ainsi mesurée , est la mesure en tous les 
points du circui t , et la quan t i t é totale de produits électrolyt iques qui 
se trouvent dans un vol tamètre au bout d'un temps donné est propor
tionnelle à la quan t i t é d 'électr ici té qui traverse une section pendant 
le même temps. 

238. Si nous introduisons un vol tamètre en un point du circui t 
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d'une pile vol ta ïque et si nous coupons le c i rcui t en un autre point, 
nous pouvons supposer que l'on p rocède à la mesure du courant de la 
façon suivante. Soient A et В les ex t rémi tés du c i rcui t rompu, A 
l'anode et В la cathode. Prenons une boule isolée, et faisons-lui tou
cher alternativement A et В : à chaque voyage, elle portera de A sur 
В une certaine quan t i t é mesurable d 'é lectr ic i té . Cette quan t i t é peut 
se mesurer à l ' é lec t romètre ou se calculer en mult ipl iant la force élec
tromotrice du circui t par la capaci té é lectrostat ique de la boule. De 
l 'é lectr ici té est ainsi t ranspor tée de A vers B , sur la boule isolée, par 
une opéra t ion que l 'on peut appeler convection. En même temps, 
l 'électrolyse se produi t dans le vol tamètre et dans chacun des élé
ments de la pile, et la quan t i t é de mat iè re électrolysée dans chaque 
élément peut ê t re comparée à la quan t i t é d 'électr ici té t ranspor tée par 
la boule. L a quan t i t é d'une substance qui est électrolysée par une 
uni té d 'é lectr ic i té est appelée l'équivalent électrochimique de la sub
stance. 

Cette expér ience serait ex t r êmemen t ennuyeuse et difficile, si on la 
menait de cette façon avec une boule de grandeur ordinaire et une 
pile comme celles dont on peut disposer; car i l faudrait faire un 
nombre énorme de voyages pour décomposer une quant i té appréciable 
d 'é lectrolyte . On ne doit donc considérer cette expérience que comme 
un simple procédé d'exposition bien différent de la manière dont i l 
faut en réal i té conduire les dé te rmina t ions d 'équivalents électrochi
miques. Mais on peut voir dans cette expérience comme une image du 
mécanisme même de l 'é lectrolyse; car, si nous regardons la conduc
tion électrolyt ique comme une sorte de convection, dans laquelle un 
équivalent d'anion marche vers l'anode avec une charge négative, 
tandis qu'un équivalent de cation marche vers la cathode avec une 
charge positive, nous nous ferons du mécanisme de l 'électrolyse une 
idée qu i , à ma connaissance, n'est en désaccord avec aucun fait 
connu; toutefois, nous ne savons rien de la nature de l 'électricité et 
des composés chimiques, et, par suite, ce peut ê t re encore une r e p r é 
sentation bien imparfaite de ce qu i se passe en réal i té . 

Action magnétique du courant. 

239. OErstedt a découver t qu'un aimant placé dans le voisinage 
d'un courant é lect r ique rectiligne tend à se placer perpendiculaire
ment au plan qui passe par l 'aimant et le courant (voir n° 475). 

Si un homme se plaçait dans la direction du courant, de façon que 
le courant qui va du cuivre au zinc par les fils le t raversât de la tête 
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aux pieds, et s'il avait la figure tournée vers le mil ieu de l'aimant, 
c'est l ' ex t rémi té de l'aimant qu i est d i r igée vers le nord, qui tend 
à se diriger vers la droite de l'observateur lorsque le courant passe. 

La nature et les lois de l 'action é lec t romagnét ique seront discu
tées quand nous en viendrons à la qua t r i ème Partie de ce Tra i t é . 
Ce qui nous intéresse pour le moment, c'est ce fait que le courant 
é lect r ique possède une action magné t ique qui s'exerce en dehors du 
courant et qui peut servir à en révéler l'existence ou à mesurer l ' i n 
tensi té sans rompre le circui t ou sans rien introduire dans le courant 
l u i -même . 

On s'est assuré que la grandeur de l 'action magné t ique est exacte
ment proportionnelle à l ' intensi té mesurée dans le vol tamèt re par les 
produits de l 'électrolyse : l ' intensité est donc en t iè rement indépen
dante de la nature du conducteur dans lequel passe le courant, que 
ce soit un métal ou un electrolyte. 

240. On appelle galvanomètre un instrument qui indique l ' inten
sité d'un courant é lec t r ique , au moyen de son effet magné t ique . 

En général , un galvanomètre consiste en une ou plusieurs bobines 
de fil recouvert de soie, à l ' in tér ieur desquelles est suspendu un aimant 
dont l'axe est horizontal. Quand un courant traverse le fil, l 'aimant 
tend à se placer l'axe perpendiculaire au plan des bobines. Si Ton 
suppose le plan des bobines parallèle au plan de l ' équa teur ter
restre, et si l 'on suppose le courant s 'écoulant dans la bobine de l'est à 
l'ouest dans la direction du mouvement apparent du soleil, l 'aimant 
tend à se placer de façon que son aimantation soit d i r igée comme 
celle de la terre considérée comme un gros aimant, le pôle nord de 
la terre é tant semblable à cette ex t rémi té de l 'aiguille d'une boussole, 
qui est dir igée vers le sud. 

Le galvanomètre est le plus commode de tous les instruments pour 
mesurer l ' intensi té des courants é lect r iques . Pour é tud ie r les lois de 
ces courants, nous admettrons qu ' i l est possible de construire un pa
re i l instrument, réservant pour la qua t r i ème Partie la discussion des 
principes de cet appareil. Ains i donc, quand nous dirons qu'un cou
rant a une certaine in tens i té , nous supposerons la mesure faite au 
galvanomètre. 
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C H A P I T R E I I . 

CONDUCTION ET RÉSISTANCE. 

241. Si au moyen d'un é lec t romètre on dé te rmine le potentiel élec
trique en différents points d'un circui t dans lequel on entretient un 
courant é lec t r ique constant, on trouve que, dans une partie du cir
cui t formée d'un seul méta l partout à la même t empéra tu re , le poten
t ie l d'un point quelconque surpasse le potentiel de tout autre point 
placé plus loin que l u i dans le sens du courant, d'une quant i té qui 
dépend de l ' intensi té du courant et de la nature et des dimensions^ de 
la partie du circui t qui est comprise entre ces deux points. On appelle 
force électromotrice agissant dans cette portion de circui t la diffé
rence des potentiels à ses ex t rémi tés . 

Si la portion de c i rcu i t que l'on considère n'est pas homogène , 
mais au contraire renferme des passages d'une substance à une autre, 
d'un méta l à un electrolyte, d'une partie chaude à une partie 
froide, i l peut y avoir, en outre de la force électromotr ice extér ieure , 
des forces é lect romotr ices i n t é r i eu re s , qu ' i l faut faire entrer en 
compte. 

Les relations entre la force é lect romotr ice , l ' intensi té et la rés i s 
tance ont été é tudiées pour la p remière fois par le D r G.-S. Ohm, 
dans un Ouvrage publ ié en 1827, i n t i t u l é : Die galvanische Kette 
mathematisch bearbeitet, qu i a été traduit dans les Mémoires scien
tifiques de Taylor. Le résul ta t de cette é tude , dans le cas de conduc-. 
teurs homogènes , est généralement connu sous le nom de loi de 
Ohm. 

Loi de Ohm. 
• 

La force'électromotrice qui agit entre les extrémités d'une por
tion quelconque de circuit est égale au produit de l'intensité du 
courant par la résistance de cette partie du circuit. 

I c i s ' introduit un terme nouveau, la résistance d'un conducteur, 
qu i est définie le rapport de la force électromotr ice à l ' intensité du 
courant qu'elle produi t . L' introduction de ce terme n'aurait aucun 
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avantage scientifique, si Ohm n'avait mon t r é , ainsi qu'il Га fait par 
l ' expérience, que ce terme correspond à une quan t i t é physique réel le , 
c 'es t -à-dire ayant une valeur définie ne changeant que si l 'on change 
la nature du conducteur. 

En premier l ieu, la résistance d'un conducteur ne dépend pas de 
l ' intensité du courant qui le traverse. 

En second lieu, la résistance ne dépend pas du potentiel é lec t r ique 
auquel est por té le conducteur, n i de la densi té de l 'é lectricité d is t r i 
buée à sa surface. 

Elle ne dépend que de la nature de la substance dont est formé le 
conducteur, de l 'état d 'agrégat ion de ses parties et de sa t e m p é 
rature. 

La résistance d'un conducteur peut se mesurer à une approxima
tion de röüöö' o u même de JÖOWÖ de s a valeur, et l 'on a é tudié tant de 
conducteurs que, maintenant, nous pouvons considérer comme très 
certaine la vér i té de la lo i de Ohm. Nous indiquerons au Chapitre V I 
ses applications et ses conséquences. 

Production de la chaleur par le courant. 

242. Nous avons vu que, quand une force é lec t romotr ice dé te rmine 
le passage d'un courant dans un conducteur, de l 'électricité est trans
por tée des points où le potentiel est plus élevé à ceux où i l est moins 
élevé. Si ce transport avait été fait par convection, c 'es t-à-dire en 
transportant d'un point à l'autre des charges successivement données 
à une boule, du travail aurait été effectué par les forces électr iques 
agissant sur la boule, et l 'on aurait pu évaluer ce travail . On peut 
l 'apprécier en partie dans ces circuits de piles sèches, où les électrodes 
sont formées de timbres, et où la boule véhicule oscille comme un 
pendule entre les deux timbres qu'elle frappe tour à tour : la force 
électr ique sert à entretenir les oscillations du pendule et à propager 
à distance le son des timbres. Dans le cas d'un fil conducteur, nous 
avons de même transport d 'électr ici té d'un point où le potentiel est 
élevé à un autre où i l est bas, et cela sans qu ' i l s'accomplisse de tra
vai l ex tér ieur . Le principe de la conservation de l 'énergie nous con
duit alors à rechercher dans le conducteur quelque travail in té r ieur . 
Dans un electrolyte, ce travail in té r ieur consiste en partie dans la 
séparat ion des éléments composants. Dans les autres conducteurs, i l 
y a conversion totale en chaleur. 

Dans ce cas, l 'énergie convertie en chaleur est égale au produit de 
la force électromotr ice par la quan t i t é d 'électr ici té qui passe dans le 
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ci rcui t . Mais la force é lec t romotr ice est égale au produit de l ' inten
sité par la rés i s tance ; la quan t i t é d 'é lectr ic i té , au produit de l ' intensi té 
par le temps. Donc le produi t de la quan t i t é de chaleur par l ' équiva
lent mécan ique de l 'uni té de chaleur est égal au produit du car ré 
de l ' in tensi té par la résis tance et par le temps. 

La chaleur engendrée par les courants é lectr iques pendant qu'ils 
surmontent la résis tance des conducteurs a été mesurée par le 
D r Joule, q u i , le premier, a établ i que la chaleur produite dans un 
temps donné est proportionnelle au car ré de l ' intensité : ensuite, en 
faisant avec le plus grand soin la mesure absolue de toutes les quan
ti tés qui interviennent, i l э vérifié la lo i 

J H = C 2 I U , 

où J est l 'équivalent mécanique de la chaleur, dé te rminé par Joule ; 
H le nombre d 'uni tés de chaleur ; С l ' intensi té du courant ; R la résis
tance du conducteur ; t le temps pendant lequel passe le courant. 
L'explication complète de ces relations entre la force électromotr ice , 
le travail et la chaleur, a été donnée pour la première fois par sir W . 
Thomson, dans un Mémoire sur l'application du principe de l'effet 
mécan ique à la mesure de la force électromotiûce (*). 

243. L'analogie entre la théor ie de la conduction de l 'électricité et 
la théor ie de la conduction de la chaleur est, à p remière vue, presque 
complè te . Si nous prenons deux systèmes géomét r iquement sem
blables, et tels que la conduct ibi l i té calorifique d'une partie du pre
mier soit proportionnelle à la conduct ibi l i té é lectr ique de la partie 
correspondante du second, et si l 'on fait la t empéra tu re de chaque 
partie du premier proportionnelle au potentiel é lectr ique de la même 
partie du second, le flux de chaleur à travers une aire quelconque 
prise dans le premier sera proportionnel au flux d 'électrici té à travers 
l'aire correspondante dans le second. 

Ains i , dans la comparaison que nous faisons, et où le flux d'élec
t r ic i té correspond au flux de chaleur, et le potentiel électr ique à la 
t empé ra tu r e , l 'électrici té tend à passer des points où le potentiel est 
haut à ceux où i l est bas, comme la chaleur tend à passer des points 
où la t e m p é r a t u r e est haute à ceux où elle est basse. 

244. La théor ie du potentiel et celle de la t empé ra tu r e peuvent 

(4) Phil. Magi, dec. 185г. 
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donc servir à s 'éclairer mutuellement; mais i l y a une différence re
marquable entre les phénomènes de l 'é lectr ic i té et ceux de la cha
leur. 

Suspendons par un fil de soie un corps conducteur dans un vase 
conducteur clos et chargeons ce vase d 'électr ici té . Le potentiel du 
vase et de tout ce qu ' i l renferme va s'élever immédia temen t ; mais, si 
longtemps, si puissamment que le vase" soit électrisé, et que le corps 
suspendu soit ou non mis en contact avec l u i , aucun signe d 'é lec t r i 
sation ne para î t à l ' i n té r i eur du vase, et le corps ne manifeste aucun 
effet électr ique lorsqu'i l a été re t i ré du vase. 

A u contraire, si le vase est por té à une haute t empéra tu re , le corps qu ' i l 
renferme n'est élevé à la même t empéra tu re qu'au bout d'un temps con
sidérable ; et si alors on le retire, on trouve qu ' i l est chaud, et qu ' i l 
reste chaud j u s q u ' à ce qu ' i l ait perdu sa chaleur par radiation, au 
bout d'un certain temps. 

La différence entre les phénomènes consiste donc dans ce fait : que 
les corps sont susceptibles d'absorber la chaleur et de l ' émet t re , tandis 
qu'ils n'ont point la propr ié té , correspondante pour l 'é lectr ic i té . On 
ne peut échauffer un corps sans l u i fournir une certaine quan t i t é de 
chaleur dépendant de sa masse et de sa chaleur spécifique ; le poten
tiel é lec t r ique , au contraire, peut ê t re élevé à un degré quelconque, 
de la façon que nous avons déjà décr i te , sans communiquer au corps 
aucune charge d 'é lectr ic i té . 

245. Supposons encore un corps préa lab lement chauffé et placé à 
l ' in tér ieur d'un vase clos. L 'ex té r ieur du vase sera d'abord à la tem
pé ra tu re des objets environnants, s'échauffera b ien tô t et restera 
chaud tant que la chaleur du corps in té r ieur n'aura pas fini de 
s'échajîper. 

I l est impossible de faire l 'expérience électr ique correspondante. I l 
est impossible d 'électr iser un corps et de le'placer dans un vase creux, 
de façon que l 'extér ieur du vase ne montre d'abord aucune trace 
d'électrisation et devienne ensuite électr isé. Ce sont des phénomènes 
de ce genre que Faraday a recherchés en vain sous le nom de charge 
absolue d'électricité. 

La chaleur peut ê t re cachée à l ' in tér ieur d'un corps et n'avoir point 
d'action au dehors : mais i l est impossible d'isoler une quant i té 
d 'électrici té, de l ' empêcher d 'ê t re constamment reliée par induction 
à une quant i té égale d 'électricité contraire. 

I l n'y a donc rien dans les phénomènes électr iques qui corresponde 
à la capacité calorifique. C'est ce qui résul te immédia tement de l 'hy-
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pothèse suivie dans cet Ouvrage, que l 'électricité est soumise à la 
m ê m e condition de cont inu i té que les fluides incompressibles. I l est 
donc impossible de donner à un corps une charge effective d 'é lec t r i 
c i té , en forçant une quan t i t é additionnelle d 'é lect r ic i té à péné t re r 
dans ce corps (voir les n 0 8 61 , 111, 329 et 334). 
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C H A P I T R E I I I . 

FORCE ÉLECTROMOTRICE PRODUITE ENTRE LES CORPS 
EN CONTACT. 

Potentiels de substances différentes mises en contact. 

246. Si nous définissons le potentiel d'un vase conducteur creux 
comme étant le potentiel de l 'air qui est à l ' in té r ieur de ce vase, nous 
pouvons dé te rminer ce potentiel au moyen de l ' é lec t romètre , ainsi 
qu ' i l a été expl iqué dans la premièx^e Partie (voir n° 222). 

Prenons maintenant deux vases creux faits de m é t a u x différents, de 
cuivre et de zinc, par exemple ; mettons-les en contact méta l l ique et 
mesurons le potentiel de l 'air à l ' in tér ieur de chaque vase. Le poten
tiel de l 'air renfermé dans le vase de zinc est posi t i f par rapport à 
celui de l 'air renfermé dans le vase de cuivre. La différence des po
tentiels dépend de la nature des surfaces in té r ieures des vases : elle est 
maximum quand le zinc est bien net et que le cuivre est encore cou
vert d'oxyde. 

Ains i , lorsque deux mé taux sont mis en contact, i l y a en général 
une force é lect romotr ice qui agit de l 'un vers l'autre, de façon que le 
potentiel de l 'un dépasse celui de l'autre d'une certaine quan t i t é . Telle 
est la théorie de l 'électricité de contact, de Yolta . 

Si l'on prend pour terme de comparaison un certain métal , le cuivre 
par exemple, et si F est le potentiel du fer mis en contact avec du 
cuivre au potentiel zéro, Z celui du zinc mis en contact avec du cuivre 
au potentiel zéro, le potentiel du zinc mis en contact avec du fer au 
potentiel zéro sera Z — F. 

Ce résul ta t est vrai pour trois mé taux quelconques; par suite, on 
voit que la différence des potentiels de deux métaux pris à la m ê m e 
tempéra tu re est la même , que ces mé taux soient en contact direct ou 
séparés par un troisième métal : si donc on forme un circui t avec un 
nombre quelconque de mé taux pris à la même tempéra tu re , i l y aura 
équi l ibre é lectr ique aussitôt que ces différents m é t a u x auront atteint 
leur potentiel propre, et le courant ne continuera pas de passer dans 
le c i rcui t . 

247. Mais, si le circui t est formé de deux m é t a u x et d'un electrolyte, 
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d 'après la théor ie de Volta, l 'électrolyte tend à ramener à l 'égalité les 
potentiels des m é t a u x en contact, en sorte que, la force é lect romotr ice 
qu i rés ide à la jonction des m é t a u x n ' é tan t plus cont rebalancée , i l se 
produi t un courant permanent. L 'énergie de ce courant est fournie 
par l 'action chimique qui s 'établi t entre l 'électrolyte et les mé taux . 

248. Mais l'effet é lec t r ique peut aussi ê t re produit sans action ch i 
mique, par tout autre moyen qui permet de ramener à l 'égalité les 
potentiels des mé taux en contact. Ains i , dans une expérience due à 
Sir W . Thomson ( ' ) , un entonnoir de cuivre est mis en contact avec 
un cylindre vertical de zinc; on fait écouler par l'entonnoir des l i 
mailles de cuivre, de façon qu'elles quittent l 'entonnoir et se séparent 
les unes des autres vers le mil ieu du cylindre de zinc, pour tomber 
ensuite dans un réc ip ient isolé placé en dessous. On trouve que le 
réc ip ien t prend une charge négative qui augmente tant que la l imaille 
continue d'y tomber. En même temps, le cylindre de zinc et l 'enton
noir de cuivre qu ' i l renferme prennent une charge positive d é p l u s en 
plus forte. 

Si maintenant le récipient est relié par un fd au cylindre de zinc, ce 
f i l sera t raversé par un courant positif allant du cylindre au récipient . 
Le courant de l imai l le , dont chaque grain est chargé négat ivement 
par induction, constitue un courant négatif allant de l'entonnoir au 
réc ip ien t ou, en d'autres termes, un courant positif allant du réci
pient à l 'entonnoir de cuivre. Le courant positif va donc du zinc au 
cuivre par l 'air à travers les limailles, et du cuivre au zinc par les 
points de contact des mé taux , de même que dans les dispositions vo l -
ta ïques ordinaires; mais, dans le cas actuel, la force qui entretient 
le courant n'est plus l'action chimique, mais bien la gravité qui 
fait tomber les limailles malgré l 'attraction électr ique qui agit entre 
l 'entonnoir chargé positivement et les limailles chargées néga t ive
ment. 

249. La théor ie de l 'électricité de contact a reçu une confirmation 
remarquable par la découverte de Peltier : si un courant électr ique 
passe par le point de contact de deux métaux , ce contact s'échauffe si 
le courant est dans un sens, et se refroidit si le courant est en sens 
opposé. On doit se souvenir qu'un courant produit toujours de la 
chaleur en traversant un méta l , parce qu ' i l rencontre de la rés is-

(') North British Review, p. 353, іЩ; et Proc. R. S., 20 juin 1867. 
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tance : l'effet de refroidissement de l'ensemble du conducteur doit 
donc être toujours infér ieur à l'effet d 'échauffement. Et nous devons 
distinguer la production de chaleur qui est due à la résistance o rd i 
naire dans chaque méta l de la production ou l'absorption de chaleur 
qui a l ieu au point de contact des deux m é t a u x . Nous dirons dans 
le premier cas que le courant produit de la chaleur de frottement, et 
nous avons vu que cette chaleur est proportionnelle au car ré de l ' i n 
tensi té , et qu'elle est la même, quel que soit le sens positif ou négatif 
du courant. Le second phénomène peut ê t re appelé effet de Peltier, 
et change de signe en même temps que le courant. 

La chaleur totale produite dans un conducteur complexe formé de 
deux m é t a u x peut s'exprimer par 

H = j CH— ПС*, 

H é tan t la quan t i t é de chaleur, J l 'équivalent mécan ique de l 'uni té de 
chaleur, R la résis tance du conducteur, С l ' intensi té , t le temps, П le 
coefficient de l'effet de Peltier, c 'es t -à-dire la quan t i t é de chaleur ab
sorbée au point de contact par le fait du passage de l 'uni té de courant 
pendant l 'uni té de temps. 

Or la chaleur engendrée est m é c a n i q u e m e n t équivalente au travail 
accompli dans le conducteur à l'encontre des forces é lec t r iques ; elle 
est donc égale au produit de l ' intensité par la force élect romotr ice 
qui l u i donne naissance. Donc, si E est la force é lec t romotr ice ex té 
rieure, qui dé te rmine le passage du courant dans le conducteur, 

JH = CEt — R C U — JUGt; 
d'où 

E = RG — J I I . 

On voi t par cette équat ion que la force élect romotr ice ex tér ieure n é 
cessaire pour faire passer le courant dans le conducteur complexe est 
infér ieure à celle qui correspondrait à la seule résistance du conduc
teur de la force élect romotr ice J I I . Donc J n représente la force électro
motrice de contact qui agit dans le sens positif à la jonction des deux 
mé taux . 

C'est à Sir W . Thomson (*) que l 'on doit cette application de la 
théor ie dynamique de la chaleur à la dé terminat ion d'une force é lec
tromotrice locale; elle a une grande importance scientifique, car on 
n'aurait pu faire usage de la méthode ordinaire qui consiste à relier 

(.*) Proc. Л. S. Edin., i5 décembre 1881; et Proc. R. S. Edin., 
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par dös fils deux points du conducteur complexe aux électrodes d'un 
ga lvanomètre ou d'un electroscope, préc isément à cause des forces de 
contact qui se produisent à la jonction des fils avec les substances qu i 
forment le conducteur complexe. Dans la mé thode thermique, au con
traire, nous savons que le courant é lect r ique est la seule source 
d 'énergie , et que, dans une certaine partie du circuit , i l ne fait 
d'autre travail que d'échauffer cette portion de circui t . Si donc nous 
pouvons mesurer la quan t i t é d 'électr ici té qui passe, et la quant i té de 
chaleur dégagée ou absorbée , nous pourrons dé te rminer la force élec
tromotrice nécessai re pour émet t re ce courant à travers cette partie 
du conducteur ; et cette mesure est en t iè rement indépendante de l'effet 
des forces de contact dans les autres parties du circui t . 

La force é lec t romotr ice produite à la jonction de deux métaux , et 
mesurée comme i l vient d 'ê t re d i t , ne suffit pas à rendre compte de la 
force é lec t romotr ice observée par Volta, et décri te au § 246. Cette 
dern iè re est en général bien plus grande que celle dont i l s'agit i c i , 
et elle est souvent de signe contraire. Donc i l doit y avoir une erreur 
dans l 'hypothèse que l 'on peut mesurer le potentiel d'un métal par 
celui de l 'air qui est en contact avec l u i , et l 'on doit chercher la ma
jeure partie de la force élect romotr ice de Volta, non plus à la jonction 
des deux mé taux , mais sur une des surfaces ou sur les deux qui sé
parent les mé taux de l 'air ou de l'autre mil ieu qui forme le troisième 
é lément du circui t . 

250. La découver te , due à Seebeck, des courants thermo-é lec t r iques 
qui se produisent dans les circuits de plusieurs m é t a u x dont les jonc
tions sont à des t empéra tu res différentes, montre que ces forces de 
contact ne se font pas toujours équi l ibre dans un circuit fermé. Mais 
i l est bien clair que, dans un circuit fermé formé de différents mé taux 
qu i sont tous à une même t empéra tu re , les forces de contact doivent 
se faire équ i l ib re . S'il en étai t autrement, i l se formerait dans le cir
cui t un courant que l'on pourrait employer à faire aller une machine, 
ou à produire de la chaleur dans le circuit , c 'es t -à-dire à exécuter du 
travai l , sans dépenser en même temps d 'énergie : car le circuit est 
tout entier à la même t empéra tu re , et i l ne s'y produit aucun change
ment, chimique ou autre. Dès lors, représentant par Iiab l'effet de 
Peltier à la jonction de deux mé taux a et b, lorsque le courant passe 
de a à b, nous devons avoir pour un circui t de deux métaux à la 
m ê m e t e m p é r a t u r e 

naft -t- Пба = о 
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et, pour un circui t de trois mé taux , nous devons avoir 

Пай -Ь П^с - i - П с а = О. 

De cette équat ion , i l résul te que les trois effets de Peltier ne sont pas 
indépendants , mais qu'un d'entre eux peut se dédui re des deux autres. 
Si, par exemple, nous prenons le méta l с pour terme de comparaison, 
et si nous posons 

P« = J ï ï« c , Р/, = ЛІ , , С , 
on aura 

J nab = P« — P/,. 
La quan t i t é P e est une fonction de la t empé ra tu r e et dépend, de la 

nature du méta l a. 

251. Magnus a également fait voir que, dans un circui t un imé ta l -
lique, i l ne se forme point de courant, quelles que soient les va 
riations de section et de t empéra tu re aux différents points du con
ducteur. 

Puisque, dans ce cas, i l y a conduction de la chaleur, c 'est-à-dire 
dissipation d 'énergie , on ne peut plus considérer ce résul ta t comme 
évident, de même que le précédent . A ins i , la force é lec t romotr ice 
entre deux points du circui t pourrait varier, suivant que le courant 
va d'une partie épaisse à une partie mince, ou inversement, selon 
qu ' i l passe rapidement ou lentement d'une partie chaude à une partie 
froide, ou inversement; ce qui rendrait possible l'existence d'un cou
rant dans un circui t uniméta l l ique inéga lement chaud en ces diffé
rents puints. 

Alors, en répé tan t le m ê m e raisonnement que dans le cas du phéno
mène de Peltier, on trouve que le passage d'un courant dans un con
ducteur uniméta l l ique ne peut produire d'effet thermique changeant 
de signe en même temps que le courant, que si le courant passe des 
points où la t empéra tu re est haute à ceux où elle est basse, ou inver
sement ; et, appelant H la quan t i t é de chaleur dégagée dans un conduc
teur unimétal l ique par un courant qui passe d'un point à t empéra tu re x 
à un point à t empé ra tu r e y, on a 

JH = R C 2 * — SxyCt, 

Sxy est la force électromotr ice qui tend à entretenir le courant. Or 
soient x, y, z les t empéra tu re s en trois points d'un circuit homogène , 
nous devons avoir, suivant Magnus, 

Sy Z -+- Szx -+- SXy — o. 



4а6 2 І PARTIE , CHAP. I I I . — FORCE ÉLECTROMOTRICE, ETC. 

Si nous supposons que z soit la t empéra tu re zéro, et si nous posons 

QJC = S ^ s ) Q y = S y - , 
nous trouvons 

&xy = Q a ? — Q y j 

où Qx est une fonction de la t empéra tu re x, dont la forme dépend de 
la nature du méta l . 

Si maintenant.nous considérons un circui t formé de deux mé taux , 
a et b, où la t e m p é r a t u r e est oc, au point où le courant passe de a en 
b, et où la t e m p é r a t u r e est y au point où le courant passe de b en a, 
la force é lec t romotr ice sera 

F = Pax — Pbx "b Qbx — Qby H" P by ~ Pay + Q a y — Qax, 

où Pax r eprésen te la valeur de P pour le métal a et la t empéra tu re x, 
ou bien 

F = Pax — Qax— (Pay-Qay) ~(Pbx ~ Qbx) + Pby - Qby 

Et puisque, dans un circui t formé de plusieurs mé taux à différentes 
t empé ra tu r e s , i l y a en général des courants thermo-élec t r iques , c'est 
que P et Q sont en général différents pour un même méta l et à une 
m ê m e t empé ra tu r e . 

252. C'est Sir W . Thomson qu i , dans le Mémoire déjà cité, a d é 
mon t r é le premier l'existence de la quan t i t é Q , en partant du phé
nomène de l 'inversion électr ique découver t par Cummin g (*). Ce 
physicien a t rouvé que l 'ordre thermo-élec t r ique de certains mé taux 
n'est pas le m ê m e à haute et à basse t empé ra tu r e , en sorte qu 'à une 
certaine t e m p é r a t u r e deux mé taux peuvent ê t re neutres l 'un pour 
l 'autre. Ains i , dans un circuit formé de cuivre et de fer, dont on 
maintient une soudure à la tempéraUrre ordinaire, pendant que l 'on 
élève la t empéra tu re de la seconde soudure, i l s 'établit un courant qui 
va du cuivre au fer par la soudure chaude ; et la force é lect romotr ice 
continue d'augmenter j u s q u ' à ce que la soudure chaude ait atteint 
une t e m p é r a t u r e T, qui , d 'après Thomson,* est d'environ 284°C. Si 
l 'on continue d'élever la t empéra tu re de la soudure chaude, la force 
é lec t romotr ice diminue, et enfin, si l 'on élève suffisamment la tempé
rature, le courant change de sens. L'inversion du courant peut s'ob
tenir plus aisément en élevant la t empé ra tu r e de la soudure froide. 

(') Cambridge Transactions, 182З. 
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Si la t empéra tu re des deux contacts est supér ieure à T, le courant 
s 'établit du fer au cuivre par le contact chaud, c 'es t-à-dire en sens 
inverse du courant obtenu lorsque les deux contacts sont au-dessous 
de T . 

Donc, si un des contacts est à la t e m p é r a t u r e neutre T , le courant -
s 'établit du cuivre au fer par ce contact, que l'autre soudure soit plus 
chaude ou plus froide. 

253. Thomson fait sur ces faits le raisonnement suivant : Supposons 
le second contact à une t e m p é r a t u r e infér ieure à T. On peut employer 
le courant à actionner une machine ou à produire de la chaleur dans 
un f i l , et cette dépense d 'énergie doit ê t re compensée par une trans
formation de chaleur en énergie é lectr ique : de la chaleur doit donc 
d ispara î t re en quelque point du circui t . Or le fer et le cuivre sont 
neutres l 'un pour l'autre à la t e m p é r a t u r e T; i l ne peut donc se produire 
au contact chaud d'effet thermique réversible , et, au contact froid, le 
courant doit, d 'après le principe de Peltier, produire un dégagement 
de chaleur. Donc les seuls points où i l puisse disparaî t re de la chaleur 
sont les parties en fer ou en cuivre du circui t : ainsi, un courant qui 
traverse le fer des points chauds aux points froids doit refroidir le fer, 
ou bien un courant qui traverse le cuivre des points froids aux points 
chauds doit refroidir le cuivre, ou bien enfin ces deux effets se pro
duisent à la fois. Par une série compl iquée d ' ingénieuses expériences, 
Thomson a réussi à mettre en évidence l'action thermique réversible 
du courant qui passe entre des points à t empéra tu re s différentes, et 
i l a reconnu que le courant produit des effets contraires dans le cuivre 
et dans le fer (*). 

Lorsqu'un fluide matér ie l s 'écoule le long d'un tuyau, en passant 
d'une partie chaude à une partie froide, i l échauffe le tuyau; quand 
i l passe d'une partie froide à une partie chaude, i l refroidit le tuyau, 
et ces effets dépendent de la capacité calorifique spécifique du fluide. 
Si nous supposons que l 'é lectr ici té , positive ou négat ive, soit un fluide 
matér ie l , nous pourrons mesurer sa chaleur spécifique par son effet 
thermique sur un conducteur inégalement chaud en ses différents 
points. Or les expériences de Thomson montrent que l 'électrici té po
sitive dans le cuivre, l 'é lectr ici té négat ive dans le fer, transportent de 
la chaleur des parties chaudes aux parties froides. Si donc nous sup
posons que l 'électr ici té positive, ou bien la négat ive soit un fluide 

(') On theelectrodynamic qualities of metals (Phil. Trans., i856). 
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capable de s'échauffer, de se refroidir et de céder de la chaleur 
à d'autres corps, nous trouvons ces hypothèses en défaut dans le cas 
du fer pour l 'é lectr ic i té positive, du cuivre pour l 'électr ici té négat ive 
i l nous faut abandonner l'une et l'autre supposition. 

Cette prédic t ion scientifique d'un effet réversible produit par le 
courant é lec t r ique dans un conducteur uniméta l l ique inégalement 
échauffé est un exemple instruct if de ce que peut l 'application de la 
théor ie de la conservation de l 'énergie pour nous ouvrir de nouvelles 
voies de recherche scientifique. Thomson a également employé la se
conde l o i de la Thermodynamique pour é tabl i r les relations des quan
tités que nous avons appelées P et Q, et pour é tudier les propr ié tés 
the rmo-é lec t r iques que pourraient avoir des corps non isotropes. I l a 
aussi é tudié expér imen ta lement dans quelles conditions de pression, 
d'aimantation, etc., peuvent se développer ces propr ié tés . 

254. Le professeur Tai t (*) a é tudié dern iè rement la force é lec t ro-
motrice des circuits the rmo-é lec t r iques formés de mé taux différents 
dont les contacts sont à des tempéra tures différentes. I l trouve que la 
force é lec t romotr ice d'un circuit peut se représen te r t rès exactement 
par la formule 

E = « ( * , — tt)[t0 - -+• *,)], 

où tt est la t empé ra tu r e absolue du contact chaud, t% celle du con
tact froid, et t0 celle où les deux métaux sont neutres l 'un pour 
l 'autre. Cette lo i ayant été vérifiée entre des limites de t empéra tu re 
t rès é tendues par lui -même et par ses élèves, i l espère pouvoir se 
servir du circui t the rmo-é lec t r ique comme d'un instrument ther
momét r ique dans ses expériences sur la conduction de la chaleur, 
et dans d'autres cas où le t he rmomèt r e à mercure n'est pas d'un 
emploi .commode, ou ne présente pas un champ de variations assez 
é t endu . 

D 'après la théor ie de Tait , la quan t i t é que Thomson appelle chaleur 
spécifique de l'électricité est proportionnelle à la t empéra tu re absolue 
pour tout mé ta l pur, sa grandeur et m ê m e son signe variant pour les 
différents m é t a u x . De là i l t i re , au moyen des principes de la Ther
modynamique, les résul ta ts suivants : Soient kat, kbt, kct les cha
leurs spécifiques de l 'électrici té dans trois mé taux a, b et c; soient 
Tbc> Т е а ) Т а ь les t empéra tu res auxquelles les couples formés avec ces 

(') Proc. B. S. Edin., session 1870-71, p. З08; et 18 décembre 1871. 
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m é t a u x sont neutres; les équat ipns 

(kb- ko)T6cн- (kc- ka)Tca-+- (ka- fo)Tab = o, 
3Uab = (ka-kb)t(T:ab-t), 

Eab = {ka-^kb)(h - h)[Tab- -b *,)] 

expriment les relations entre les t empéra tu res de neutralisation, la 
valeur de feffet de Peltier, et la force é lec t romotr ice , dans un circui t 
thermo-élec t r ique . 
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C H A P I T R E I V . 

ELECTROLYSE. 

Conduction électrolytique. 

255. J'ai déjà d i t que, quand un courant électr ique traverse, en un 
point de son ci rcui t , certaines substances composées appelées electro
lytes, le passage du courant est accompagné d'une opérat ion chimique 
appelée electrolyse : .la substance se décompose en deux éléments ou 
ions; l 'un d'eux, appelé anion ou élément électronégatif, paraî t à 
l'anode, c'est-à-dire à l 'endroit où le courant pénètre dans l 'électrolyte ; 
l 'autre, appelé cation ou élément électropositif, para î t à la cathode, 
c 'es t -à-d i re au point où le courant sort de l 'électrolyte. 

L ' é tude complè te de l 'électrolyse appartient autant à la Chimie 
qu ' à l 'Élect r ic i té . Nous la considérerons à un point de vue élect r ique, 
sans discuter ses applications à la théor ie de la constitution des com
posés chimiques. 

De tous les phénomènes é lect r iques , l 'électrolyse para î t ê t re le plus 
propre à nous fournir des vues exactes sur la nature du courant élec
t r ique; car nous trouvons là des courants de mat ière ordinaire et des 
courants d 'électr ici té qui sont parties essentielles d'un même p h é 
nomène . 

Et c'est sans doute pour cette raison même que, dans l 'état impar
fait de nos connaissances présentes en électr ic i té , nous n'avons que des 
théor ies si peu satisfaisantes de l 'électrolyse. 

Voic i quelle est la l o i fondamentale de l 'électrolyse établie par 
Faraday et confirmée ju squ ' à présent par les expériences de Beetz, 
de H i t t o r f et d'autres encore : 

Le nombre des équivalents é lect rochimiques d'un electrolyte, qui 
sont décomposés dans un temps donné par le passage d'un courant 
é lec t r ique , est égal au nombre des unités d 'électrici té t ransportées 
par le courant dans le même espace de temps. 

L 'équivalent é lec t rochimique d'une substance est la quant i té de 
cette substance qui est décomposée par l 'uni té du courant traversant 
la substance pendant l 'uni té de temps ou, en d'autres termes, par le 
passage de l 'uni té d 'é lectr ici té . Lorsque l 'uni té d 'électricité est définie 
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en mesure absolue, la valeur absolue de l 'équivalent é lec t roch imique 
de chaque substance peut se dé te rminer en grains ou en grammes. 

Les équivalents é lec t rochimiques des différentes substances sont 
proportionnels à leurs équivalents chimiques ordinaires. Mais les 
équivalents chimiques ne sont rien que des rapports numér iques sui
vant lesquels se combinent les corps, tandis que les équivalents é lec
trochimiques sont des quant i tés de mat iè re définies, dépendant de la 
définition de l 'uni té d 'é lectr ic i té . 

Tout electrolyte est formé de deux éléments qu i , pendant l 'élec
trolyse, apparaissent aux points où le courant entre dans l 'électrolyte 
et en sort, et en ces points seulement. Si donc nous concevons une sur
face quelconque décr i te dans la masse de l 'électrolyte, la grandeur de 
l'action électrolyt ique qui se produit à travers cette surface, mesurée 
par le nombre d 'équivalents é lec t rochimiques des deux composants 
qui sont t ranspor tés à travers cette surface dans des directions oppo
sées, est proportionnelle au courant é lectr ique total qui passe à tra
vers la surface. 

Le transport des ions dans des directions opposées, à travers la 
masse de l 'électrolyte, fait donc partie in tégrante du phénomène de la 
conduction des courants électr iques à travers les electrolytes. En tout 
point de l 'électrolyte où passe un courant é lec t r ique existent aussi 
deux courants matér iels de sens contraires, l 'un d'anion et l'autre de 
cation, dont les lignes de flux sont identiques à celles du courant 
é lec t r ique , et qui l u i sont proportionnels en grandeur. 

I l est donc naturel de supposer que les courants d'ions sont des cou
rants électr iques de convection, et, en particulier, que chaque molé 
cule de cation est chargée d'une certaine quan t i t é fixe d 'électr ici té 
positive, la même pour les molécules de toute espèce de cation, et 
que chaque molécule d'anion est chargée d'une quan t i t é égale d 'é lec-
lectr ici té négative. 

Les mouvements opposés des ions dans l 'électrolyte nous donnent 
donc une représenta t ion physique complète du courant é lec t r ique . Gn 
peut aussi comparer ce mouvement des ions au mouvement des l i 
quides ou des gaz qui se mélangent par diffusion : i l y a toutefois 
entre les deux phénomènes cette différence que, dans la diffusion, les 
différentes substances sont seulement mélangées et que le mélange 
n'est pas h o m o g è n e ; dans l 'électrolyse les deux substances sont com
binées chimiquement, et l 'électrolyte est homogène . Dans la diffusion, 
la cause qui dé te rmine le mouvement d'une substance dans une direc
tion donnée est une diminution de la quant i té de cette substance qu i 
est renfermée dans l 'uni té de volume, dans cette direction ; dans l 'élec-
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trolyse, le mouvement de chaque ion est dû à la force é lect romotr ice 
qu i agit sur les molécules électr isées. 

256. Clausius ( ' ) , qui a beaucoup é tudié la théor ie de l'agitation 
molécula i re des corps, suppose que les molécules de tous les corps 
sont dans un éta t perpé tue l de mouvement; dans les corps solides, la 
molécule ne s 'écarte pas de sa position initiale au delà d'une certaine 
distance; au contraire, dans les fluides, une molécule qui s'est écartée 
à une certaine distance de sa position initiale est sollicitée tout au
tant à se mouvoir plus loin qu 'à revenir en a r r iè re . Les molécules 
d'un fluide qui semble en repos changent constamment de position 
et passent indifféremment d'un point à un autre du fluide. Clausius 
suppose que, dans un fluide composé, ce ne sont point seulement 
les molécules composées qui circulent de cette manière , mais que, 
dans les chocs qui se produisent entre ces molécules composées, les 
atomes dont elles sont formées se. séparent f réquemment , s'associent 
à d'autres, et qu'ainsi un atome dé te rminé d'une certaine espèce est 
associé tan tô t à un et tantôt à un autre des atomes de l'autre espèce. 
Ce phénomène se produirai t de tout temps dans un liquide. Lorsqu'une 
force électromotr ice, agit sur le l iquide, ces mouvements, qui s'effec
tuaient indifféremment dans toutes les directions, subissent l'influence 
de la force é lec t romotr ice : les molécules chargées positivement ten
dent à se mouvoir vers la cathode p lu tô t que vers l'anode, les molé
cules chargées négat ivement tendent à prendre un mouvement de 
sens inverse. Par suite, dans les instants où. elles sont libres, les mo
lécules de cation se préc ip i tent vers la cathode; mais à chaque instant 
leur marche est a r rê tée , parce que, rencontrant les molécules d'anion 
qu i se préc ip i ten t en foule dans la direction opposée, elles s'unissent 
avec elles dans des groupements temporaires. 

257. Cette théor ie de Clausius nous permet de comprendre com
ment i l faut une force électromotr ice de grandeur finie pour effectuer 
la décomposi t ion matér iel le d'un electrolyte, et comment, au con
traire, la conduction du courant dans l 'électrolyte se fait d 'après la 
l o i de Ohm, en sorte que la force é lect romotr ice , même la plus faible, 
produit dans une electrolyse un courant de grandeur propor t ionnée . 

D 'après la théorie de Clausius, la décomposition et la recomposi
t ion de l 'électrolyte ont lieu constamment, lors même qu ' i l n'y a pas 

(') Pogg. Ann., vol. CI, p. 338; 1857. 
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de courant, et la force é lec t romotr ice la plus minime suffit pour d i 
riger ces opérat ions dans une certaine mesure et pour produire ainsi 
les courants d'ions et d 'électr ici té qui font partie du même phénomène . 
Mais, à l ' in tér ieur de l 'é lectrolyte, les ions ne sont jamais mis en l i 
ber té en quan t i t é finie, et c'est cette mise en l iber té des ions qui exige 
une force é lec t romotr ice finie. Les ions s'accumulent aux é lec t rodes ; 
car, à mesure qu'elles y arrivent, les portions successives des ions 
n'y rencontrent pas des molécules de l'autre espèce, toutes prê tes à 
entrer en combinaison, mais elles sont poussées de force en compagnie 
de molécules de m ê m e espèce qu 'e l les-mêmes, auxquelles elles ne 
peuvent se combiner. La force é lect romotr ice nécessaire pour pro
duire cet effet est de grandeur finie, et elle donne naissance à une 
force é lec t romotr ice contraire qui produit un courant de sens inverse 
lorsque les autres forces é lectromotr ices sont suppr imées . Lorsque se 
manifeste cette force é lec t romotr ice inverse, due à l'accumulation des 
ions sur les électrodes, on dit que les électrodes sont polarisées. 

258. Une des meilleures méthodes pour dé te rminer si un corps est 
ou non un electrolyte, consiste à le placer entre des électrodes de 
platine et le faire traverser, pendant quelque temps, par un cou
rant; puis, dé tachant les électrodes de la pile vol ta ïque et les reliant 
à un galvanomètre , on observe si le galvanomètre est traversé par un 
courant inverse dû à la polarisation des électrodes. L'existence d'un 
pareil courant, é tant due à l'accumulation sur les deux électrodes de 
substances différentes, démont re que la mat iè re a< subi une décompo
sition électrolyt ique sous l'action du courant in i t i a l de la pile. Cette 
méthode peut s'appliquer souvent dans des cas où les méthodes ch i 
miques directes auraient peine à révéler la présence de produits de 
décomposi t ion sur les électrodes. (Voir § 271.) 

259. Jusqu'ici la théor ie de l 'électrolyse pa ra î t t rès satisfaisante. 
Elle explique le courant é lec t r ique , dont nous ne comprenons pas la 
nature, par les courants des éléments matér iels de l 'électrolyte, dont 
les mouvements, pour n 'ê t re pas visibles à l 'œil , n'en sont pas moins 
aisés à démont re r . Elle explique clairement, ainsi que Га mont ré 
Faraday, pourquoi un electrolyte qui est conducteur à l 'é tat liquide 
ne l'est plus à l 'état solide ; car, si les molécules ne peuvent circuler 
librement d'un point à un autre, i l ne peut y avoir conduction électro
lytique : donc, pour être conductrice, la substance doit être rendue 
liquide, par voie de fusion ou de solution. 

Mais, si nous allons plus lo in , si nous admettons que dans l 'électro-
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 28 
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lyte les molécules des ions sont réel lement chargées de quant i tés défi
nies d 'électr ici tés positive et négat ive, en sorte que le courant é lec-
t rolyt ique ne serait qu'un simple courant de convection, cette hypo
thèse séduisante nous amène sur un terrain bien difficile. 

En premier l ieu , i l faut admettre que, dans tout electrolyte, chaque 
molécule de cation, au moment où elle est mise en l iber té sur la cathode, 
cède à la cathode une charge d 'électr ici té positive dont la grandeur 
est la même pour toutes les molécules , non seulement de ce cation, 
niais encore de tout autre cation. De même chaque molécule d'anion 
mise en l ibe r t é donne à l'anode une charge d 'électr ici té négat ive, de 
m ê m e grandeur que la charge positive due à une molécule de cation, 
mais de signe contraire. 

Si, au l ieu d'une seule molécule , nous considérons un assemblage 
de molécules formant un équivalent é lec t rochimique ded'ion, la charge 
totale de toutes ces molécules est, ainsi que nous l'avons vu, une uni té 
d 'é lectr ic i té positive ou négative. 

260. Nous ne savons pas encore combien i l y a de molécules dans 
un équivalent é lec t rochimique d'une substance, mais la théorie chi
mique molécula i re , qui est confirmée par un grand nombre de consi
déra t ions physiques, suppose que le nombre de molécules contenues 
dans un équivalent é lec t rochimique est le même pour toutes les sub
stances. Nous pouvons donc, dans les considérat ions moléculai res , 
admettre que le nombre des molécules contenues dans un équivalent 
é lec t rochimique est un certain nombre N , inconnu pour le moment, 
mais que plus tard on pourra trouver moyen de dé te rminer (*). 

Alors chaque molécule, en se dégageant de l 'état de combinaison, 

abandonne une charge dont la grandeur est charge qui est positive 

pour le cation et négat ive pour l'anion. C'est cette quant i té déterminée 
d 'électrici té que nous appellerons charge moléculaire. Si on la con
naissait, ce serait l 'uni té d 'électrici té la plus naturelle. 

Jusqu'ici nous n'avons fait que préciser nos idées, e.n recourant à 
l ' imagination pour nous représenter comment les molécules se char
gent et se déchargent . 

La mise en l iber té des ions, la sortie de l 'électricité positive de 
l'anode, son entrée dans la cathode sont des faits s imultanés . Or les 
ions mis en l iber té ne sont pas électr isés; donc, pendant qu'ils sont 

(' ) Voir l a n o t e a u § 5. 
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combinés , leurs charges moléculai res sont telles qu'on vient de les 
décr i re . 

Mais, s'il est aisé d'en parler, i l n'est pas aussi aisé de concevoir 
l 'électrisation d'une molécule . 

Nous savons que, si deux mé taux sont mis en contact en un point, 
le reste de leur surface s 'é lectr ise; que, si ces mé taux sont en forme 
de plateaux séparés par une couche d'air très mince, la charge de 
chaque plateau peut devenir considérable . On peut supposer qu ' i l se 
produit quelque chose d'analogue lorsque les deux éléments d'un 
electrolyte sont combinés ; on peut supposer que, dans chaque couple 
de molécules, i l y a un point de contact, et que le reste des surfaces 
est chargé par l 'électricité due à la force é lect romotr ice de contact. 

Mais, pour expliquer le phénomène , i l nous faut montrer pourquoi 
la charge produite ainsi dans chaque molécule a une grandeur con
stante; pourquoi, par exemple, une molécule de chlore é tant com
binée à une molécule de zinc, la charge moléculaire est la même que 
si la molécule de chlore est combinée à une molécule de cuivre, alors 
que la force é lec t romotr ice du couple chlore-zinc est bien plus grande 
que celle du couple chlore-cuivre. Si la charge des molécules est 
l'eifet de la force électromotr ice de contact, pourquoi des forces élec
tromotrices d ' intensités différentes produisent-elles des charges égales? 

Supposons cependant que nous passions sur cette difficulté, nous 
bornant à affirmer ce fait que la charge moléculaire a une valeur con
stante ; et, pour la facilité de Г elocution, appelons cette charge molé 
culaire constante une molécule d'électricité. 

Cette expression, si imparfaite qu'elle soit, si peu en harmonie avec 
le reste de cet Ouvrage, nous permettra du moins d 'énoncer claire
ment ce que l 'on sait relativement à l 'électrolyse, et d 'apprécier les 
difficultés qui se présen ten t . 

Tout electrolyte doit ê t re considéré comme un composé binaire 
formé de l'anion et du cation. L'anion ou le cation, ou tous deux, 
peuvent ê t re des corps composés, en sorte que la molécule d'anion ou 
de cation peut renfermer un nombre quelconque d'atomes simples. 
Une molécule d'anion et une molécule de cation combinées ensemble 
forment une molécule d'electrolyte. 

Pour pouvoir fonctionner comme anion dans un electrolyte, la mo
lécule qui joue ce rôle doit être chargée de ce que nous avons appelé 
une molécule d 'électr ici té néga t ive ; pour fonctionner comme cation, 
la molécule doit ê t re chargée d'une molécule d'électricité positive. 

Ces charges ne sont liées aux molécules que quand celles-ci sont 
combinées comme anion et cation dans l 'électrolyte. 
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Lorsque les molécules sont électrolysées, elles cèdent leurs charges 
aux électrodes, et, une fois dégagées de la combinaison, se présenten t 
à l 'é ta t de corps non électr isés. 

Si une m ê m e molécule est susceptible de fonctionner comme anion 
dans un electrolyte, comme cation dans un autre, et, en outre, 
d'entrer dans des combinaisons qui ne sont pas des electrolytes, i l 
nous faut admettre que cette molécule reçoit une charge d 'électr ici té 
positive quand elle agit comme cation, une charge négat ive quand 
elle agit comme anion, enfin qu'elle n'a point de charge quand elle est 
dans un corps non electrolyte. 

Ains i l'iode agit comme anion dans les iodures métal l iques et l'acide 
iodhydrique et, comme cation, di t-on, dans le bromure d'iode. 

Cette théor ie des charges moléculaires peut servir à nous rappeler 
bon nombre de faits relatifs à l 'é lectrolyse; mais i l est t rès peu pro
bable que, le jour où nous serons parvenus à comprendre la nature 
vér i tab le de l 'électrolyse, nous conservions rien de la théor ie des 
charges molécu la i r e s ; car nous aurons alors acquis une base assurée 
pour édifier la vér i table théor ie des courants é lec t r iques , et nous 
rendre indépendan t s de ces théor ies provisoires. 

261. U n des pas les plus importants que nous ayons faits dans la 
connaissance de l 'électrolyse a été de distinguer les phénomènes chi 
miques secondaires qui sont produits par le dégagement des ions aux 
électrodes. 

Dans bien des cas, les substances que l 'on trouve aux électrodes 
ne sont pas les ions proprement dits de l 'électrolyse, mais les produits 
de l'action de ces ions sur l 'é lectrolyte. 

Ains i , lorsqu'une solution de sulfate de soude est décomposée par 
un courant qu i traverse aussi de l'acide sulfurique é tendu, i l se dégage 
aux deux anodes des quant i tés égales d 'oxygène, aux deux cathodes 
des quant i tés égales d 'hydrogène , aussi bien dans le sulfate de soude 
que dans l'acide é tendu . 

Mais si l 'électrolyse est effectuée dans des vases convenables, tubes 
en U ou vases munis d'un diaphragme poreux, de façon que l 'on 
puisse examiner à part la substance qui entoure chaque électrode, on 
trouve qu 'à l'anode du sulfate de soude i l y a un équivalent d'acide 
sulfurique, en m ê m e temps qu'un équivalent d 'oxygène, et à la ca
thode un équivalent de soude, en même temps que deux équivalents 
d 'hydrogène . 

I l semblerait donc à p remière vue que, conformément à l'ancienne 
théor ie sur la constitution des sels, le sulfate de soude ait été décom-
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posé en ses éléments : acide sulfurique et soude, et que l'eau de la 
solution ait été séparée en m ê m e temps en oxygène et hydrogène . 
Mais une pareille explication obligerait à admettre que le m ê m e cou
rant, qu i , en traversant l'acide sulfurique é tendu , décompose un é q u i 
valent d'eau, peut, lorsqu' i l traverse la solution de sulfate de soude, 
décomposer un équivalent de sel en m ê m e temps qu'un équivalent 
d'eau; ce qui est contraire à la lo i des équivalents é lec t roch imiques . 

Mais supposons que les éléments du sulfate de soude sont, non pas 
SO 3 ët Na О, mais SO* et Na, non pas de l'acide sulfurique et de 
la soude, mais du sulfion et du sodium: alors le sulfion va vers 
l'anode, et y est mis en l ibe r t é ; mais, comme i l ne peut exister à l 'é ta t 
l ibre, sa molécule se brise en acide sulfurique et oxygène, et i l y a un 
équivalent de chacun. En même temps, le sodium mis en l iber té à la 
cathode y décompose l'eau et forme un équivalent de soude et deux 
d 'hydrogène . 

Dans l'acide sulfurique é tendu , les gaz que l'on recueille aux é lec
trodes sont les éléments de l'eau, un volume d 'oxygène, deux volumes 
d 'hydrogène . La quan t i t é d'acide sulfurique augmente aussi à l'anode, 
mais non d'une quant i té égale à un équivalent . 

On doute si l'eau pure est un electrolyte ou non : plus elle est pure, 
plus est grande la résistance qu'elle présente à la conduction électro-
lyt ique. Les moindres traces de mat iè re é t rangère suffisent à d i m i 
nuer fortement sa résistance é lec t r ique . Les différents observateurs 
ont obtenu pour la résis tance é lect r ique de l'eau des valeurs si diffé
rentes que l 'on ne saurait considérer cette quan t i t é comme dé te rminée . 
Plus l'eau est pure, plus sa résistance est grande; et, si l 'on pouvait 
obtenir de l'eau absolument pure, on peut douter qu'elle conduis î t au
cunement l 'é lectr ici té . 

Tant que Геаи étai t considérée comme un electrolyte, et qu'elle 
étai t même prise pour type des electrolytes, i l y avait de fortes raisons 
de soutenir qu'elle est un composé binaire, et que deux volumes d'hy
drogène sont chimiquement équivalents à un volume d 'oxygène. Mais, 
si l'on admet que l'eau n'est pas un electrolyte, on est l ibre de sup
poser que des volumes égaux d 'oxygène et d 'hydrogène sont c h i m i 
quement équivalents . 

La théor ie dynamique des gaz nous conduit à supposer que, dans 
les gaz parfaits, des volumes égaux contiennent toujours un m ê m e 
nombre de molécules, et que la partie principale de la chaleur spéci
fique, celle qui dépend du mouvement d'agitation des molécules 
les unes autour des autres, est la même pour un même nombre de 
molécules de tous les gaz. Nous sommes donc conduits à préférer 
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un système chimique dans lequel on considère comme équivalents des 
volumes égaux d 'hydrogène et d 'oxygène, et où l'eau est considérée 
comme formée de deux équivalents d 'hydrogène et d'un équivalent 
d 'oxygène , c 'es t -à-di re comme un corps qui n'est sans doute pas sus
ceptible d 'ê t re electrolyse directement. 

L'électrolyse é tabl i t donc le rapport é t roi t des phénomènes électri
ques et des phénomènes de combinaison chimique, mais le fait que 
tous les composés chimiques ne sont point des electrolytes montre 
que la combinaison chimique est un phénomène plus complexe que les 
phénomènes purement é lec t r iques . Ains i , les combinaisons des mé taux 
entre eux, quoique formées d 'é léments bons conducteurs et placés à des 
degrés différents de l 'échelle d 'électr isat ion par contact, ne sont pas 
décomposées par le courant, m ê m e à l 'état fluide. La plupart des 
combinaisons entre substances qui fonctionnent comme anions ne 
sont pas conductrices, n i , par suite, electrolytes. Et, outre ceux-là , i l 
y a encore un grand nombre de composés, qu i , contenant les mêmes 
é léments que des electrolytes, mais en proportions différentes, ne 
sont pas conducteurs n i , par suite, electrolytes. 

De la conservation de l'énergie dans l'électrolyse. 

262. Considérons un c i rcui t vol ta ïque formé d'une pile, d'un f i l et 
d'un vo l t amèt re . 

Pendant qu ' i l passe une uni té d 'électr ici té dans chaque section du 
circui t , i l y a electrolyse d'un équivalent é lec t roch imique de chaque 
substance contenue dans les vases de la pile ou dans le vo l tamèt re . 

On peut dé te rmine r la quant i té d 'énergie mécanique équivalente à 
une opéra t ion chimique donnée, en transformant en chaleur toute 
l 'énergie due à cette opéra t ion et en exprimant cette chaleur en unités 
dynamiques : i l n'y a qu 'à mult ipl ier le nombre des uni tés thermiques 
par l 'équivalent mécan ique de la chaleur, dé te rminé par Joule. 

Dans le cas où cette mé thode directe n'est pas applicable, on 
amène les substances à un même état final en prenant successivement 
pour point de dépar t l 'é tat où elles étaient avant l 'opérat ion chimique, 
et celui où elles sont après cette opéra t ion ; si l 'on peut évaluer les 
quan t i t és de chaleur dégagées dans ces deux cas, l 'équivalent ther
mique de l 'opérat ion chimique est la différence de ces deux quan
t i tés . 

Joule a reconnu que si l 'action chimique, entretient un courant 
vol ta ïque , la quan t i t é de chaleur dégagée dans les éléments de la pile 
est infér ieure à la quant i té de chaleur équivalente aux actions ch i -
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rtliques qui se produisent dans ces é léments , et que le reste de cette 
chaleur se développe dans les fils de communication, ou bien, s'il y a 
une machine é lec t romagnét ique dans le circuit , qu'elle se retrouve en 
partie dans le travail mécan ique de cette machine. 

Ains i , les électrodes d'une pile vol taïque é tant reliées d'abord par 
un fil gros et court, ensuite par un fil long et mince, la chaleur déga
gée dans la pile, pendant que se dissout un gramme de zinc, est plus 
grande dans le premier cas que dans le second; mais la chaleur déve
loppée dans le fil est plus grande dans le second cas que dans le pre
mier. Et la somme des chaleurs dégagées dans la pile et dans le f i l 
pendant la dissolution d'un gramme de zinc est la m ê m e dans les 
deux cas. Ce résul ta t a été établi par Joule par des expériences d i 
rectes. 

Le rapport de la chaleur dégagée dans la pile à la chaleur dégagée 
dans le fil est égal au rapport des résistances de la pile et du fil. Si 
donc on fait le fil suffisamment résis tant , presque toute la chaleur sera 
dégagée dans le fil; si on le fait suffisamment conducteur, presque 
toute la chaleur sera dégagée dans la pile. 

Prenons un fil de grande résistance : la quan t i t é de chaleur qui y 
est développée est égale, en mesure dynamique, au produit de la quan
tité d 'électr ici té qui passe par la force é lect romotr ice qui la fait mou
voir dans le fil. 

263. Or, dans le temps qu'un équivalent é lec t rochimique de la sub
stance placée dans la pile subit l 'opérat ion chimique qui donne nais
sance au courant, i l passe dans le fil une uni té d 'é lectr ici té . Donc, 
dans ce cas, la chaleur produite par le passage de l 'uni té d 'électr ici té 
a pour mesure la force é lec t romotr ice . Mais cette chaleur est celle que 
développe, dans la pile ou dans le fil, un équivalent é lec t rochimique 
de la substance, pendant qu'elle subit l 'opérat ion chimique consi
dérée . 

De là l ' important théorème (*) qui suit, démontré pour la p remière 
fois par Thomson (Phil. Mag., décembre I 8 5 I ) : 

La force électromotrice d'un système électrochimique est, en 

(1 ) On ne peut considérer ce théorème comme établi qu'à condition de négliger 
les dégagements de chaleur qui ont lieu aux surfaces de contact des conducteurs 
qui composent le circuit, surfaces qui sont au moins au nombre de trois. Le rap
port de la chaleur ainsi dégagée à la chaleur dégagée dans le fil extérieur ne 
tend pas nécessairement vers zéro quand on augmente indéfiniment la résistance 
du fil extérieur. 
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mesure absolue, égale à l'équivalent mécanique de l'action chi
mique effectuée sur un équivalent électrochimique de la substance. 

Les équivalents thermiques d'un grand nombre de réactions ch i 
miques ont été dé te rminés par Andrews, Hess, Favre, Silbermann,etc., 
et l 'on en peut dédu i r e les équivalents mécaniques en mult ipl iant 
par l 'équivalent mécan ique de la chaleur. 

Non seulement ce théorème nous permet d 'évaluer , en partant des 
données purement thermiques, la force é lect romotr ice des différents 
systèmes vol ta ïques , et de calculer les forces électromotr ices néces
saires pour produire l 'électrolyse dans différents cas, mais encore i l 
nous donne le moyen de mesurer effectivement les affinités chimiques. 

Depuis longtemps on sait que l'affinité chimique, c'est-à-dire la 
tendance à la production d'un certain changement chimique, est plus 
grande dans certains cas que dans d'autres ; mais on ne pouvait en faire 
de mesure vér i table jusqu'au jour où i l a été démontré que, dans 
certaines circonstances, cette tendance est exactement équivalente à 
une force é lec t romotr ice , et, par suite, peut se mesurer d 'après les 
mêmes principes que les forces é lect romotr ices . 

Et du moment que l'affinité chimique peut, dans certains cas, ê t re 
soumise à la mesure, toute la théor ie des actions chimiques, des pro
portions dans lesquelles elles s 'é tabl issent , du déplacement d'une 
substance par une autre, etc., devient bien plus aisée à comprendre 
que quand l'affinité chimique étai t considérée comme une qual i té sui 
generis, impossible à mesurer numér iquemen t . 

Si les produits de l 'électrolyse ont un plus grand volume que l 'élec
trolyte, du travail est dépensé pendant l 'électrolyse pour vaincre la 
pression. Si le volume d'un équivalent é lec t rochimique de l 'électrolyte 
s 'accroît d'un volume v quand on le soumet à l 'électrolyse sous la pres
sion p, le travail dépensé pour vaincre la pression, pendant le passage 
de l 'uni té d 'électr ici té vp, et la force électromotr ice nécessaire pour 
produire l 'électrolyse, doivent comprendre une partie égale à vp, se 
dépensant à exécuter ce travail mécanique . 

Si les produits de l 'électrolyse sont des-gaz qui , comme l 'oxygène 
et l 'hydrogène, sont bien moins denses que l 'électrolyte, et suivent 
très exactement la lo i de Boyle, vp est à très peu près constant, la 
t empéra tu re restant la même , et la force électromotr ice nécessaire 
pour produire l 'électrolyse ne dépendra pas sensiblement de la pres
sion. Ains i , l 'on a reconnu qu ' i l est impossible d 'empêcher la décom
position de l'acide sulfurique é tendu en renfermant dans un petit 
espace les gaz résul tant de la décomposi t ion. 
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Si les produits de l 'électrolyse sont liquides ou solides, la quan t i t é 
vp augmente à mesure que la pression augmente : si donc v est posi
t i f , un accroissement de pression augmente la force é lec t romotr ice 
nécessaire pour produire l 'é lectrolyse. 

De même , tout autre travail , quel qu ' i l soit, qui s'effectue pendant 
l 'électrolyse aura son effet sur la valeur de la force électromotr ice : 
par exemple, si un courant vertical passe entre deux électrodes de 
zinc dans une solution de sulfate de zinc, i l faudra une force électro-
motrice plus grande si, dans la solution, le courant va de bas en haut 
que s'il va de haut en bas; car, dans le premier cas, le zinc est trans
por té de l 'électrode inférieure à l 'électrode supér ieure , et de l 'élec
trode supér ieure à l 'électrode inférieure dans le second. La force 
élect romotr ice nécessaire de ce chef est infér ieure à un m i l l i o 
nième de celle de l 'élément Daniel!, par pied de distance entre les 
électrodes. 



4 4 * 2 Ѳ P A R T I E , CHAP. V . — POLARISATION ÉLECTROLYTIQUE. 

C H A P I T R E Y . 

POLARISATION ÉLECTROLYTIQUE. 

264. Lorsque l 'on fait passer un courant é lectr ique dans une elec
trolyte entre des électrodes méta l l iques , l 'accumulation des ions sur 
les électrodes produit le phénomène appelé polarisation, lequel con
siste dans le développement d'une force é lect romotr ice agissant en 
sens inverse du courant et produisant une augmentation apparente de 
rés is tance . 

Si l 'on emploie un courant continu, la résistance semble augmenter 
rapidement à part ir du moment où commence le courant et finit par 
atteindre une valeur à peu près constante. Si l 'on change la forme du 
vase qu i contient l 'é lectrolyte, la résistance est modifiée, de même 
qu'un changement analogue dans la forme d'un conducteur métal l ique 
modifierait sa rés is tance; mais, en outre, i l faut toujours ajouter à la 
résis tance vraie de l 'électrolyte une résistance apparente dépendant 
de la nature des é lect rodes . 

265. Ces phénomènes ont conduit quelques personnes à supposer 
qu ' i l faut une force é lect romotr ice finie pour faire passer un courant à 
travers un electrolyte. Mais i l a été démont ré , par les recherches de 
Lenz, de Neumann, de Beetz, de Wiedemann de Paalzow ( 2 ) , et, 
r é cemmen t par celles de M M . F. Kohlrausch et W . A . Nippoldt ( 3 ) , 
que la conduction se fait dans l 'électrolyte même , avec autant de pré
cision que dans les conducteurs méta l l iques , et que cette résistance 
apparente que l 'on observe à la surface de séparat ion des électrodes 
et de l 'électrolyte est en t iè rement due à la polarisation. 

266. Le phénomène appelé polarisation consiste, dans le cas d'un 
courant continu, en une diminut ion d ' intensi té , ce qui accuse l ' ex i 
stence d'une force s'ppposant au passage du courant. La résistance se 
manifeste aussi comme une force opposée au courant; mais i l est aisé 

(') Galvanismus, vol. I . 
(3) Monatsbericht, Berlin, juillet 1868. 
(3) Pogg. Ann., vol. CXXXVIII, p. 286, octobre 1869. 
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de distinguer les deux phénomènes , eh supprimant ou en inversant 
brusquement la force é lec t romotr ice . 

La force de résistance est toujours di r igée en sens inverse du cou
rant : la force é lect romotr ice nécessaire pour la surmonter est propor
tionnelle à l ' intensité du courant, et change de sens si l 'on change le 
sens du courant. Si la force é lec t romotr ice extér ieure devient nulle, le 
courant s 'arrête purement et simplement. 

A u contraire, la force é lec t romotr ice de polarisation a une direc
tion fixe, en sens inverse du courant qui l'a produite. Si l 'on supprime 
la force é lect romotr ice qui produisait le courant, la polarisation donne 
lieu à un courant de sens inverse. 

On peut comparer la différence entre ces deux phénomènes à la dif
férence qu ' i l y a entre refouler de l'eau à travers un long tube capil
laire et refouler de l'eau dans un réservoir par un tuyau de longueur 
modérée . Dans le premier cas, si l 'on supprime la pression qui pro
dui t l 'écoulement , le courant s 'arrête , et c'est tout. Dans le second 
cas, si l 'on supprime la pression, l'eau se met à refluer en dehors du 
réservoir . 

Pour rendre plus complète cette analogie mécan ique , i l suffit de 
supposer que le réservoir a une médiocre profondeur, de façon qu ' i l 
déborde dès qu'on y a refoulé une certaine quan t i t é d'eau. On repré
sente ainsi ce fait, qu ' i l y a une valeur maximum de la force é lec t ro
motrice totale de polarisation. 

267. La cause de la polarisation para î t ê t re la présence sur les élec
trodes des produits de décomposi t ion é lec t ro lyt ique du fluide inter
posé. Les surfaces des électrodes sont ainsi rendues é lec t r iquement 
dissemblables, et i l s 'établi t entre elles une force é lec t romotr ice dont 
la direction est opposée à celle du courant qui a produi t la polarisation. 

Les ions, dont la présence sur les électrodes produit les phénomènes 
de polarisation, ne sont pas dans un é ta t de l ibe r t é parfaite, mais 
adhèren t aux électrodes avec une très grande force. 

La force é lect romotr ice de polarisation dépend de la densi té du 
dépôt d'ion qui recouvre l 'électrode ; mais elle n'est pas proportion
nelle à cette densi té et ne croî t pas aussi rapidement. 

Le dépôt d'ion tend constamment à devenir l ibre et, alors, à se dif
fuser dans le l iquide, ou à s 'échapper à l 'é tat gazeux, ou à se p réc i 
piter sous forme solide. 

Cette polarisation se dé t ru i t avec une vitesse très faible pour les 
polarisations faibles, t rès rapidement pour les valeurs voisines de la 
l imi te de polarisation. 
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268. Nous avons vu , au § 262, que la force é lect romotr ice qui i n 
tervient dans une electrolyse est n u m é r i q u e m e n t égale à l 'équivalent 
mécan ique de cette opéra t ion évalué pour un équivalent é lec t rochi 
mique de la substance. Si l 'opérat ion correspond à une diminution 
de l 'énergie in té r i eure de la substance soumise à l 'opérat ion, comme 
c'est le cas dans la pile vol ta ïque , la force é lect romotr ice est dans le 
sens du courant. Mais, si l 'opérat ion dé te rmine un accroissement de 
l 'énergie in té r i eure des substances, comme c'est le cas dans un v o l 
t amè t re , la force é lec t romotr ice est en sens inverse de celle du cou
rant, et on l'appelle force électromotrice de polarisation. 

Dans le cas d'un courant constant, qui produit continuellement une 
electrolyse ou les ions se séparent à l 'é tat de l iber té sur les électrodes, 
nous n'avons qu 'à mesurer par une méthode convenable l 'énergie 
in té r i eu re des ions séparés et à la comparer à celle de l 'é lectrolyte, 
et nous pourrons calculer la force é lec t romotr ice nécessaire pour 
produire l 'électrolyse. On a ainsi la polarisation maximum. 

Mais, dans les premiers moments de l 'électrolyse, les ions qui se dé
posent aux électrodes ne sont pas à l 'é tat de l iber té ; leur énergie inté
rieure est moindre que quand ils sont libres et plus grande que quand 
ils sont combinés dans l 'é lectrolyte. En fait, tant que le dépôt de l 'ion 
sur l 'é lectrode est t rès mince, l ' ion se trouve dans un état compa
rable à celui d'une combinaison chimique avec l 'é lec t rode; à mesure 
que Je dépôt augmente de densi té , les portions successives ne sont 
plus si intimement combinées avec l 'é lectrode, mais sont simplement 
a d h é r e n t e s ; et, à la fin, le dépôt s 'échappe en bulles s'il est gazeux, 
se diffuse dans l 'électrolyte s'il est l iquide, forme un précipi té s'il 
est solide. 

En é tud ian t la polarisation, nous avons donc à considérer : 
i° La densi té superficielle du dépôt , que nous pouvons appeler <r. 

La quan t i t é a représente le nombre d 'équivalents é lectrochimiques de 
l ' ion déposés sur l 'uni té de surface. Et puisque chaque équivalent 
é lec t rochimique déposé coi'respond à une uni té d 'électricité transmise 
par le courant, nous pouvons considérer <J comme représentant une 
densi té superficielle de mat iè re ou bien d 'électr ici té. 

2 ° La force é lec t romotr ice de polarisation, que nous pouvons ap
peler p. Cette quan t i t é p est la différence des potentiels électr iques 
des deux électrodes, lorsque le courant qui traverse l 'électrolyte est 
si faible que la résistance propre de l 'électrolyte ne donne lieu à au
cune différence sensible entre ces potentiels. 

A chaque instant, la force é lec t romotr ice p est égale n u m é r i q u e 
ment à l 'équivalent mécanique de l 'opération é lectrolyt ique qui se 



POLARISATION ÉLECTROLYTIQUE. 44^ 

produit à cet instant, cette opérat ion portant sur un équivalent é lec-
trochimique de l 'é lectrolyte. Cette opéra t ion é lectrolyt ique consiste, 
on doit s'en souvenir, dans le dépôt des ions sur les électrodes, et 
l 'état dans lequel se déposent ces ions dépend de l 'état actuel des 
surfaces des électrodes, lesquelles peuvent avoir été modifiées par des 
dépôts an té r ieurs . 

Donc, à chaque instant, la force é lec t romotr ice dépend de l 'histoire 
an té r ieure de l 'é lectrode. Plus exactement, elle est une fonction de la 
densi té superficielle и du dépôt , telle que p = o quand <r = o; mais p 
approche de la l imi te bien plus rapidement que <r. D'ailleurs, i l ne 
saurait ê t re exact de dire que p est une fonction de <J; i l serait plus 
correct de dire que p est une fonction de l 'état chimique de la couche 
extér ieure du dépôt , é ta t qui est lié à la densi té du dépôt par une lo i 
où intervient le temps. 

269. 3° La t rois ième chose dont nous devons tenir compte est la 
dissipation de la polarisation. Lorsque la polarisation est laissée à 
elle-même (*), elle décroî t avec une vitesse qu i dépend, en partie, de 
l ' intensi té de polarisation, c 'es t -à-dire de la densité du dépôt , en partie 
de la nature du mil ieu environnant, et des actions chimiques, méca
niques ou thermiques auxquelles est exposée la surface de l 'é lectrode. 

Si nous dé terminons un temps T, tel qu 'à la vitesse où se dissipe le 
dépôt i l soit dissipé en entier dans le temps T , nous pouvons appeler 
T le module de durée de la dissipation. Si la densi té du dépôt est t rès 
faible, T est très grand et peut s 'évaluer en jours et en mois ; si la 
densité du dépôt approche de sa valeur l imi te , T décroî t t rès rapide
ment et n'est probablement qu'une petite fraction de seconde. En fait , 
la vitesse de dissipation augmente si rapidement que, la force du 
courant é tant maintenue constante, les gaz provenant de la décompo
sition, au l ieu de contribuer à augmenter la densi té du dépôt , s 'échap
pent en bulles à mesure qu'ils se forment. 

270. H y a donc une grande différence dans l 'état de polarisation 
des électrodes d'un vol tamètre , suivant que la polarisation est faible 
ou qu'elle atteint sa valeur maximum. Par exemple, si l 'on dispose 
en série un certain nombre de vol tamètres à électrodes de platine, 
renfermant de l'acide sulfurique é tendu, et si l 'on fait agir sur ce c i r 
cuit une force électromotr ice faible, comme celle d'un élément Daniell , 

(') C'est-à-dire les électrodes préalablement polarisées et abandonnées à elles-
mêmes à circuit ouvert. [P.] 



446 2 e P A R T I E , CHAP. V . — POLARISATION ÉLECTROLYTIQUE. 

cette force é lec t romotr ice ne produira qu'un courant de très courte 
d u r é e ; car, au bout d'un temps très court, la force é lec t romotr ice , due 
à la polarisation des vol tamètres , fera équi l ibre à celle de l 'élément 
Daniell . 

Dans le cas d'une polarisation aussi faible, la dissipation est t rès 
faible et se produit t rès lentement par absorption et diffusion des gaz 
dans le l iquide. Le quantum de cette dissipation est indiqué par le 
courant ex t r êmemen t faible qui continue de passer sans que l'on voie 
se séparer aucun gaz. 

Si nous négligeons cette dissipation pour la courte durée pendant 
laquelle s 'é tabl i t l 'état de polarisation, et si nous appelons Q la quan
t i té totale d 'é lectr ici té t ranspor tée pendant ce temps par le courant, 
et si nous désignons par A la surface d'une des électrodes et par a la 
densi té du dépôt supposé uniforme, 

Q = A<J. 

Si maintenant nous détachons de la pile Daniell les électrodes de ce 
système é lec t ro ly t ique , pour les relier à un galvanomètre susceptible 
de mesurer la décharge totale qui le traverse, une quant i té d 'é lec t r i 
ci té à peu près égale à Q aura passé dans la décharge quand la polari
sation aura disparu. 

271. On peut donc comparer l'action d'un appareil de ce genre, 
qu i est une forme de la pile secondaire de Ritter, avec l'action d'une 
bouteille de Leyde. 

La pile secondaire et la bouteille de Leyde peuvent toutes deux être 
chargées d'une certaine quan t i t é d 'électr ici té et en être ensuite dé
chargées . Pendant la décharge , i l passe une quan t i t é d 'électricité à peu 
près égale à la charge, mais en sens inverse. La différence entre la 
charge et la décharge est due en partie à la dissipation, phénomène 
très lent dans le cas des petites charges, mais qui devient extrême
ment rapide lorsque la charge dépasse une certaine l imite . Elle tient 
encore au fait suivant : lorsque les électrodes ont été reliées assez 
longtemps pour produire une décharge en apparence complète , qu'on 
les sépare quelque temps et qu'on les relie de nouveau, on obtient 
une seconde décharge dans la même direction que la p remiè re . C'est 
ce qu'on appelle la décharge résiduelle, phénomène commun à la 
bouteille de Leyde et à la pile secondaire. 

La pile secondaire peut donc être comparée , à divers égards , à la 
, bouteille de Leyde : mais i l y a certaines différences importantes. La 

charge d'une bouteille de Leyde est très exactement proportionnelle 
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à la force électromotr ice de charge, c 'es t -à-dire à la différence de po
tentiels des deux surfaces, et l 'on appelle capacité de la bouteille 
une quant i té constante qui est la charge correspondant à l 'uni té de 
force é lect romotr ice . La quant i té correspondante, que l 'on pourrait 
appeler la capacité de la pile secondaire, croî t lorsque la force élec
tromotrice augmente. 

La capacité de la bouteille de Leyde dépend de l'aire des surfaces 
opposées, de leur écar tement , de la nature de la substance qui les sé
pare, mais non de la nature des surfaces métal l iques elles-mêmçs. La 
capaci té de la pile secondaire dépend de l'aire des électrodes, mais 
non de leur distance; elle dépend de la nature des surfaces de ces 
électrodes, aussi bien que de la nature du fluide qui les sépare. La 
différence de potentiels maximum qui peut subsister entre les élec
trodes d'un élément de pile secondaire est faible, si on la compare 
à la différence de potentiels maximum qui peut exister entre les ar
matures d'une bouteille de Leyde chargée : par suite, pour avoir une 
force é lect romotr ice considérable , i l faut employer une pile d'un 
grand nombre d 'é léments . 

D'autre part, dans la pile secondaire la densité superficielle de la 
charge est énormément plus considérable que la plus grande densi té 
superficielle des charges que l'on peut accumuler sur la surface d'une 
bouteille de Leyde : c'est à ce point que M . C.-F. Varley (*), décr i 
v a n t e construction d'un condensateur de grande capaci té , recommande 
une série de feuilles d'or ou de platine plongées dans un acide é tendu, 
comme bien préférables , au point de vue du bon marché , à des feuilles 
d'étain séparées par une mat iè re isolante et agissant par induction. 

La forme sous laquelle s'accumule l 'énergie dans une bouteille de 
Leyde est un état de contrainte du dié lect r ique compris entre les 
surfaces conductrices, état que j ' a i déjà décri t sous le nom de polari
sation électrique ; et, en signalant les phénomènes relatifs à cet état 
actuellement connus, je faisais remarquer combien est imparfaite 
notre connaissance de ce qui se passe en réali té (voir § 6 2 et 111). 

L 'énergie accumulée dans la pile secondaire réside dans l 'état chi
mique de la couche matériel le répandue à la surface des électrodes. 
Cette couche est formée par les ions de l 'électrolyte et par la substance 
même de l 'é lectrode, unis dans une relation qui varie de la combi
naison chimique à la condensation superficielle, l 'adhérence méca
nique ou la simple juxtaposition. 

(') Spécification de C.-F. Varley : Electric Telegraphs, etc.; janvier i 8 6 0 . 
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Lé siège de cette énergie est près de la surface des électrodes, non 
dans la masse ent iè re de l 'électrolyte : la forme sous laquelle elle existe 
peut ê t re appelée polarisation électroly tique. 

Après avoir é tudié les rapports de la pile secondaire et de la bou
teille de Leyde, le lecteur pourra aussi comparer la pile voltaïque à 
quelque forme de machine é lec t r ique , celle décri te au § 211, par 
exemple. 

M . Varley (*) a t rouvé de rn iè rement que la capacité d'un pouce 
car ré de platine plongé dans l'acide sulfurique é tendu varie de 176 à 
542 microfarads, et au delà, et que cette capacité croît avec la force 
é lec t romôtr ice , é tant d'environ pour 0 , 0 2 daniell, et de 54'ï pour 
i ,6 daniell. 

Mais on peut pousser plus loin la comparaison de la pile secondaire 
et de la bouteille de Leyde, comme dans l 'expérience suivante, due à 
Buff ( 2 ) . C'est seulement quand i l est froid que le verre de la bouteille 
est susceptible de retenir une charge. Le verre devient conducteur à 
une t e m p é r a t u r e infér ieure à i oo u C. Si, dans un vase de mercure, on 
place un tube à essais renfermant du mercure et qu'on relie deux 
électrodes , l'une au mercure in tér ieur , l 'autre au mercure extér ieur , 
cette disposition constitue une bouteille de Leyde qui , aux tempé
ratures ordinaires, garde sa charge. Si les électrodes sont reliées à 
une pile vol taïque, i l ne passe aucun courant tant que le verre est 
f ro id ; mais, si l 'on chauffe graduellement l'appareil, i l commence à 
passer un courant, dont l ' intensi té croî t rapidement à mesure que la 
t empé ra tu r e s'élève, quoique le verre reste, en apparence, aussi dur 
que jamais. 

Ce courant est certainement é lectrolyt ique ; car, si l'on détache les 
électrodes de la pile et qu'on les relie à un galvanomètre , i l passe un 
courant inverse considérable , dû à la polarisation des surfaces du 
verre. 

Si, pendant que la pile agit, on refroidit l'appareil, le verre froid 
a r r ê t e le courant comme précédemment , mais la polarisation des sur
faces subsiste. On peut enlever le mercure, laver les surfaces à l'acide 
ni tr ique et à l'eau, introduire de nouveau, mercure. Si alors on chauffe 

/ l 'appareil, le courant de polarisation apparaî t aussitôt que le verre est 
assez chaud pour le conduire. 

Nous pouvons donc considérer le verre à ioo°C. comme un électro-

(') Proc. R. S., 12 janvier 1871. 
(a) Anrtalen der Chemie und Pharmacie, vol. XC, p. 267; 1854. 
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lyte, quoiqu' i l paraisse solide, et i l y a de fortes raisons de croire que, 
dans la plupart des cas où un dié lect r ique manifeste un faible degré 
de conduct ib i l i té , le conducteur est é lec t ro ly t ique . L'existence de la 
polarisation peut ê t re regardée comme une preuve concluante d ' é lec -
trolyse, et, si la conduct ib i l i té d'une substance croî t à mesure que la 
t empéra tu re s'élève, nous sommes bien fondés à supposer que la con
duction est électi 'olytique. 

Des éléments voltaïques constants. 

272. Si l'on fait une série d 'expériences avec une pile vol ta ïque, 
dans laquelle se produit de la polarisation, cette polarisation diminue 
pendant le temps que le courant ne circule pas; le courant est donc 
plus fort quand i l commence à passer de nouveau que quand i l circule 
déjà depuis un certain temps; si, d'autre part, on diminue la résis tance 
du c i rcui t en faisant passer le courant dans une dér ivat ion à faible ré
sistance, lorsqu'on envoie de nouveau le courant dans le c i rcui t ordi
naire, ce courant a d'abord une force inférieure à sa force normale, 
en raison de la forte polarisation qui résul te de l 'emploi d'un court 
c i rcui t . 

Pour él iminer ces i r régular i tés du courant, ex t rêmement gênantes 
dans les expériences qui comportent des mesures exactes, i l est néces
saire de supprimer la polarisation ou, du moins, de la rédu i re autant 
que possible. 

I l ne semble pas qu ' i l y ait une forte polarisation à la surface de la 
lame de zinc, quand elle est plongée dansjine solution de sulfate de 
zinc ou dans de l'acide sulfurique é tendu. C'est à la surface du méta l 
négatif qu'est le siège principal de la polarisation. Lorsque le l iquide 
dans lequel est plongé le méta l négatif est de l'acide sulfurique 
é tendu , on voit le métal négatif se couvrir de bulles d 'hydrogène pro
venant de la décomposi t ion électrolyt ique du liquide : i l est clair que 
ces bulles, en empêchant le l iquide de toucher le méta l , diminuent la 
surface de contact et augmentent la résistance du circui t . Mais, en 
outre de ces bulles visibles, i l y a certainement une couche mince 
d 'hydrogène adhéren t au méta l , dans un état qui n'est sans doute pas 
celui de l iber té ; et, comme nous avons vu que cette couché est sus
ceptible de produire une force électromotr ice en sens inverse, elle doit 
nécessairement diminuer la force électromotrice de la pile. 
- On a adepte différents moyens pour se débar rasser de cette couche 
d 'hydrogène. On peut la r édu i re , dans une certaine mesure, par des 
moyens mécaniques , en agitant le l iquide, en frottant la surface de la 

Jr. d'Élect. et de Magn., I . aq 
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plaque néga t ive 4 Dans la pile de Smée , les plaques négatives sont ver
ticales et couvertes de platine finement divisé, duquel les bulles d'hy
drogène se dé tachen t a isément : dans leur mouvement ascendant, elles 
dé t e rminen t dans le l iquide un courant qu i aide à balayer les autres 
bulles à mesure qu'elles se forment. 

Une mé thode bien plus,efficace consiste dans l 'emploi de moyens 
chimiques. I l y en a de deux sortes. Dans les piles de Bunsen et de 
Grove, les plaques négat ives sont plongées dans un liquide riche en 
oxygène , auquel l 'hydrogène se combine, au l ieu de former une couche 
sur la plaque. Dans la pile de Grove, la plaque est en platine et 
plonge dans de l'acide ni tr ique fort . Dans la p remière pile de Bunsen, 
la plaque est en charbon et plonge dans le même acide. On emploie 
aussi pour le m ê m e usage l'acide chromique, qui a l'avantage de ne 
point é m e t t r e de vapeurs acides comme celles que produit la r é d u c 
t ion de l'acide ni t r ique. 

U n autre moyen de se débar rasser de l 'hydrogène consiste à em
ployer le cuivre comme méta l négatif et à couvrir sa surface d'une 
couche d'oxyde. Mais cet oxyde dispara î t rapidement quand on em
ploie le méta l comme électrode négat ive . Pour le renouveler, Joule 
propose de donner aux plaques de cuivre la forme de disques à demi 
plongés dans le liquide et tournant lentement, de façon que l 'air 
puisse agir sur les parties qui l u i sont successivement exposées. 

L'autre méthode est d'employer comme liquide un electrolyte dont 
le cation soit fortement négatif par rapport au zinc. 

Dans la pile Daniell , une plaque de cuivre plonge dans une solution 
sa turée de sulfate de cuivre. Lorsque le courant traverse la solution 
du zinc au cuivre, i l n ' appara î t pas d 'hydrogène sur la plaque de 
cuivre, mats i l s'y dépose du cuivre. Lorsque la solution est sa turée 
et que le courant n'est pas trop énerg ique , le cuivre para î t agir comme 
un vér i table cation, et l 'anion SO* s'achemine vers le zinc. 

Si ces conditions ne sont pas remplies, de l 'hydrogène se dégage à 
la cathode, mais aussi tôt i l réagi t sur la solution, précipi te le cuivre 
et s'unit à SO 4 pour former de l'acide sulfurique. Lorsque les choses 
se passent ainsi, le sulfate de cuivre est remplacé auprès de la cathode 
par de l'acide sulfurique, le liquide se décolore, et la polarisation par 
l 'hydrogène se produit de nouveau. Le cuivre ainsi déposé a une 
structure plus lâche et plus friable que le cuivre déposé par electro
lyse proprement dite. 

Pour ê t re assuré que le liquide en contact avec le cuivre est tou
jours sa turé de sulfate de cuivre, i l faut mettre dans la solution, près 
du cuivre, des cristaux de sulfate de cuivre ; alors, si la solution se 
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dilue par dépôt d'une partie du cuivre, i l se dissout une plus grande 
quant i té de cristaux. 

Nous avons vu qu ' i l est nécessaire que le liquide voisin du cuivre 
soit sa turé de sulfate de cuivre. 11 est encore plus essentiel que le l i 
quide dans lequel plonge le zinc soit exempt de sulfate de cuivre. 
Si une trace de ce sel se fait jour ju squ ' à la surface du zinc, elle y est 
aussitôt r édu i t e , et du cuivre se dépose sur le zinc. Le zinc, ce cuivre 
et le l iquide forment alors un court circui t où l 'électrolyse marche 
très vite, et le zinc est rongé dans une action qui ne contribue en rien 
à l'effet utile de la pi le . 

Pour préveni r cet inconvénient , le zinc est plongé dans une solution 
d'acide sulfurique é tendu ou de sulfate de zinc ; et, pour empêcher la 
solution de sulfate de cuivre de se mêler à l'autre l iquide, les deux 
liquides sont séparés par une cloison formée d'une vessie ou d'un vase 
de terre poreux, à travers lequel l 'électrolyse peut se faire librement, 
mais qui empêche d'une manière efficace le mélange des liquides par 
des courants visibles. 

Dans quelques piles, on emploie la sciure de bois pour empêcher le 
mélange par les courants. Mais les expériences de Graham prouvent 
que la diffusion s'opère presque aussi vite, que les liquides soient s é 
parés par une cloison de ce genre ou qu'ils soient en contact direct, 
pourvu qu ' i l n'y ait pas de courants visibles : i l est probable, d'ail
leurs, que si l 'on emploie une cloison qui retarde la diffusion, on ac
croî t d'autant la résistance de l 'é lément , car la conduction électroly-
tique est un phénomène dont les lois ma thémat iques sont exactement 
les mêmes que celles de la diffusion, et tout ce qui contrarie l'une doit 
contrarier l'autre. La seule différence est que la diffusion se produit 
constamment, tandis que le courant ne passe que quand la pile fonc
tionne. 

Dans toutes les formes des piles Daniell, le résul ta t final est que le 
sulfate de cuivre se fait jour jusqu'au zinc et détér iore la pile. Pour 
retarder indéfiniment ce résul ta t , Sir W.Thomson (*) a construit une 
pile Daniell de la forme suivante (fig. 2 2 ) . 

Dans chaque élément , la plaque de cuivre est couchée horizontale
ment au fond du vase : on verse par-dessus une solution concentrée 
de sulfate de zinc. Le zinc est en forme de g r i l , et se trouve placé ho
rizontalement près de la surface du l iquide. U n tube de verre est 
placé verticalement dans la solution, son ouverture inférieure juste 
au-dessus de la plaque de cuivre. On jette dans ce tube des cristaux de 

( ' ) Proc. Л. S., 19 janvier 1871. 
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sulfate de cuivre qu i , se dissolvant, forment une solution plus dense 
que celle du sulfate de zinc pur : celui-ci ne peut donc arriver au zinc 
que par diffusion. Pour retarder ce phénomène de diffusion, on prend 
un siphon formé d'un tube de verre qui contient une mèche de coton, 
et on place une de ses ext rémités à mi-distance du zinc et du cuivre, 
et l 'autre dans un vase ex té r ieur à l 'élément, de sorte que le liquide 
est aspiré t rès lentement vers le mi l ieu de sa hauteur. Pour le rem
placer, on ajoute par le haut, quand i l en est besoin, de l'eau ou 
une solution faible de sulfate de zinc. De cette façon, la plus grande 
partie du sulfate de cuivre qui s'élève dans le l iquide par diffusion 
est aspirée avant d'atteindre le zinc; et le zinc est en touré d'une solu
tion à peu près pure de sulfate de zinc, animé d'un mouvement très 
lent vers le bas du vase, ce qui retarde encore le mouvement d'ascen
sion du sulfate de cuivre. Pendant que la pile fonctionne, du cuivre 
se dépose sur la plaque de cuivre, et SO* chemine lentement à t ra -

Fig. 22. 

vers le liquide jusqu'au zinc avec lequel i l se combine, en formant du 
sulfate de zinc. Ainsi le liquide du fond devient moins dense par 
dépôt de cuivre, et celui de la surface devient plus dense par addition 
de zinc. Pour empêcher cette action de changer l'ordre de densité des 
couches et de produire ainsi de l ' instabil i té et des courants visibles 
dans le vase, on doit prendre soin de tenir le tube bien garni de 
cristaux de sulfate de cuivré , et de n'alimenter la pile qu'avec une 
solution de sulfate de zinc assez é tendue pour être plus légère qu'au
cune des autres, couches liquides de la pile. 
. L a pile Daniell est loin, d 'ê t re la plus énergique de celles dont on se 

sert habituellement. La force électromotr ice d'une pile de Grove est 
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de J 9 2 0 0 0 0 0 0 , celle d'un Daniell de 1 0 7 0 0 0 0 0 0 , et celle d'un Bunsen 
de 1 8 8 0 0 0 0 0 0 . 

La résis tance d'un Daniell est généra lement plus grande que celle 
d'un Grove ou d'un Bunsen de mêmes dimensions. 

Mais ces défauts sont plus que compensés dans tous les cas où i l 
faut des mesures exactes, parce que la pile Daniell est supér ieure à 
toute autre disposition connue, comme constance de la force élec
tromotrice. Elle a aussi l'avantage de se maintenir longtemps en bon 
état de fonctionnement, et de ne point émet t r e de gaz. 
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C H A P I T R E V I . 

C O U R A N T S É L E C T R I Q U E S L I N É A I R E S . 

Des systèmes de conducteurs linéaires. 

Î 7 3 . Tou t conducteur peut ê t re t ra i té comme un conducteur l i 
néa i re , s ' i l est ainsi disposé que le courant passe toujours de la même 
maniè re entre deux portions de sa surface appelées ses électrodes. 
Par exemple, on peut traiter comme un conducteur linéaire une 
masse de mé ta l dont la surface est couverte d'une substance isolante 
en tous ses points, sauf deux par lesquels la surface libre du conduc
teur est en contact métal l ique avec deux électrodes faites d'une sub
stance parfaitement conductrice. Car, si le courant entre par une de 
ces é lec t rodes et sort par l'autre, les lignes de flux sont déterminées , 
et la relation entre la force électromotr ice , l ' intensité et la résistance 
est expr imée par la lo i de Ohm, car l ' intensité en chaque point de 
la masse est une fonction l inéaire de E. Mais, s'il y a plus de deux élec
trodes, le conducteur peut ê t re t raversé par plusieurs courants indé
pendants qu i peuvent n 'ê t re pas conjugués l 'un à l'autre. (Voir au 
§ 2 8 2 . ) 

Loi de Ohm. 

274. Soit E la force électromotr ice qui agit dans un conducteur 
l inéaire entre l 'électrode A t et l 'électrode A 2 (voir § 69). Soit С l ' i n 
tensi té du courant électr ique dans le conducteur, c'est-à-dire le nombre 
С d 'uni tés d 'électr ici té qui traversent chaque section du conducteur 
dans la direction A t A 2 par un i té de temps; soit enfin R la résistance 
du conducteur : la lo i de Ohm a pour expression 

( i ) E = CR. 
• 

Conducteurs linéaires disposés en série. 

275. Soient A j , A 2 les électrodes du premier conducteur; plaçons 
le second conducteur de façon qu'une de ses électrodes soit en contact 
avec A 2 , en sorte que les électrodes du second conducteur soient A 2 et 
A 3 . Désignons par A 3 et A 4 les électrodes du troisième conducteur. 
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Désignons par E , 2 , E 2 8 , E S 4 les forces é lectromotr ices qui agissent le 
long de ces conducteurs, et de même pour les autres. 

Soient 
R l 2 > P-23> 

les résistances des conducteurs. Alors, puisque tous ces conducteurs 
sont disposés en série, en sorte qu'un même courant С les traverse 
tous, on a, d 'après la lo i de Ohm, 

( 2 ) E 1 2 = G R 1 2 , Е 2 з = GR 2 3, Е З І = GR34. 

Si E est la force é lect romotr ice résul tante et R la résis tance totale du 
système, on doit avoir, par la l o i de Ohm, 

(3) E = CR. 

Or 

( 4 ) Е = Е 1 2 ч - Е 2 3 - 1 - Е з 4 ; 

la somme des forces é lect romotr ice est égale à 

G ( R i 2 -t- R 2 3 - b КзО* 

d 'après les équat ions ( 2 ) . Comparant ce r é s u l t a t à (3 ) , nous t r ou 
vons 

R = R i 2 4 - R 2 3 4 - R34-

La résistance d'une série de conducteurs est égale à la somme 
des résistances des conducteurs pris séparément. 

Potentiel en un point de la série. 

Soient A et В les électrodes de la série, В un point in te rmédia i re , 
a, c, b les potentiels respectifs de ces points. Soient R t la résistance 
de la partie comprise entre A et B , R 2 celle de la partie comprise 
entre В et C, R la résistance totale de A à C. Alors, puisque 

a—b = R1C, b — c= R 2G, a — с = RG, 

le potentiel en В est 
, R 9 a-4-R, e 

b = ~^-R ' 

ce qui dé te rmine le potentiel de B , quand on connaî t les potentiels 
de A et de C. 

Résistance d'un conducteur multiple. 

276. Soit un certain nombre de conducteurs A B Z , ACZ, A D Z , dis-



456 2 І P A R T I E , CHAP. V I . — COURANTS ÉLECTRIQUES LINÉAIRES. 

posés côte à cô te , de façon que leurs ext rémi tés soient en contact avec 
les deux mêmes points A et Z. On voit alors qu'ils sont disposés en arc 
mult iple . 

Soient R t , R j , R s les résistances respectives de ces conducteurs; 
G n C 2 , G 3 les in tens i t é s ; K. la résis tance totale du conducteur m u l 
t iple, et G l ' in tensi té totale. 

Puisque les potentiels sont les mêmes en A et en Z pour tous les 
conducteurs, la différence des potentiels est la même pour tous, et 
nous pouvons l'appeler E . Nous avons alors 

E = Ci R| = C2 R2 = G 3 R 3 = CR ; 
mais 

С = Ci H- C2 •+- C 3 , 

d 'où 

( 7 ) R = Rl + R 2

 +
 R 3 ' 

c'est-à-dire que : 

L'inverse de la résistance d'un conducteur multiple est égal à la 
somme des inverses des résistances des conducteurs partiels. 

Si nous appelons conduct ib i l i t é d'un conducteur l'inverse de sa r é 
sistance, nous pouvons dire que la conductibilité d'un conducteur 
multiple est la somme des conductibilités des conducteurs partiels. 

Intensité dans une branche d'un conducteur multiple. 

Des équa t ions du paragraphe précédent , i l ressort que, si Gj est 
l ' in tensi té dans une des branches de l'arc multiple et R x la résistance 
de cette branche, 

(8) G l = G B ^ ' 

où G est l ' in tensi té totale, et R la résistance du conducteur multiple, 
telle qu'on vient de la dé te rminer . 

Résistance longitudinale des conduoteurs à section uniforme. 

277. Soit p la résistance qu'un cube de la substance donnée p r é 
sente au passage d'un courant parallèle à une de ses arêtes , le côté du 
cube é tan t égal à l 'uni té de longueur; on appelle p la résistance spé
cifique de la substance sous l'unité de volume. 

Considérons maintenant un conducteur prismatique, fait de la même 
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mat i è re ; de longueur l et de section égale à l 'un i té . I l est équivalent 
à / cubes disposés en série ; sa résis tance est donc /p. 

Enfin, considérons un conducteur de longueur / et de section un i 
forme s. I l est équivalent à s conducteurs semblables au précédent , 
disposés en arc multiple : sa résistance est donc 

a -
S 

Si nous connaissons la résis tance d'un fil uniforme et si nous pou
vons mesurer sa longueur et sa section, nous pouvons mesurer la r é 
sistance spécifique de la substance dont i l est fait. 

Le moyen le plus exact de dé t e rmine r la section transversale des fils 
fins est de la calculer d 'après la longueur, le poids et la densi té de 
l 'échant i l lon. Quelquefois i l n'est pas aisé de dé te rmine r la densi té : 
alors on fait usage de la résistance du fil ayant l 'uni té de longueur et 
l 'uni té de masse : c'est ce qu'on appelle la résistance spécifique sous 
l'unité de poids. 

Si r est cette résis tance, Z la longueur et m la masse d'un fil, on a 

R = £ - r . 
m 

Dimensions des quantités qui figurent dans ces équations. 

278. La résistance d'un conducteur est le rapport de la force éiec-
tromotrice qui agit sur l u i à l ' intensi té produite. La conduct ib i l i té 
du conducteur est l'inverse de cette quan t i t é , en d'autres termes, le 
rapport de l ' intensité à la force é lect romotr ice qui la produit . 

Or nous savons que, dans le système de mesures électrosta t iques , le 
rapport d'une quan t i t é d 'électr ici té au potentiel du conducteur sur 
lequel elle est r épandue est la capaci té du conducteur et a pour me
sure une ligne. Si le conducteur est une sphère placée dans un champ 
i l l imité , cette ligne est le rayon même de la sphè re . 

Le rapport d'une quant i té d 'électr ici té à une force é lect romotr ice 
est donc une ligne^ mais le rapport d'une quan t i t é d 'électr ici té à une 
intensi té est le temps pendant lequel passe le courant, pour trans
mettre cette quan t i t é d 'é lectr ic i té . Donc le rapport d'une intensi té à 
une force é lec t romotr ice est celui d'une ligne à un temps : c'est donc 
une vitesse. 

Le fait que la conduct ibi l i té d'un conducteur est expr imée enrae-
sure électrosta t ique par une vitesse peut ê t re vérifié en supposant 
une sphère de rayon r, chargée au potentiel V et ensuite mise à la 
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terre par le conducteur donné . Faisons contracter la sphère , de façon 
que, l 'é lectr ici té s 'échappant par le conducteur, le potentiel de la 
sphère se maintienne toujours égal à V . A chaque instantia charge de la 

d 
sphère est r V , et l ' intensi té du courant -^- (rY) ; mais, puisque V est 

dr 

constant, l ' intensi té est V > et la force é lec t romotr ice qui agit à tra

vers le conducteur est V . 
La conduct ib i l i té du conducteur est le rapport de l ' intensité à la 

dr 
force é lec t romotr ice , soit -^-, c 'est-à-dire la vitesse avec laquelle doit 
diminuer le rayon de la sphère pour maintenir le potentiel constant, 
lorsque l 'on fait passer la charge à la terre à travers le conducteur. 

Donc, dans le système é lec t ros ta t ique , la conduct ibi l i té d'un con
ducteur est une vitesse, et ses dimensions sont [ L T - 1 ] . 

La rés is tance du conducteur a donc pour dimensions [ L _ 1 T ] , 
La résis tance spécifique par uni té de volume a pour dimension [ T ] , 

et la conduct ib i l i té spécifique par uni té de volume de dimension [ T - 1 ] . 
La grandeur n u m é r i q u e de ces coefficients ne dépend que de l 'unité 

de temps qui est la même dans les différents pays. 
La résistance spécifique par uni té de poids a pour dimensions 

[ L - « M T ] . 

279. Nous trouverons plus tard que, dans le système de mesures 
é lec t romagnét iques , la résistance d'un conducteur s'exprime par une 
vitesse, de sorte que dans ce système les dimensions de la résistance 
d'un conducteur sont [ L T - 1 ] . 

La conduct ib i l i té d'un conducteur est naturellement inverse de la 
rés is tance. 

La résis tance spécifique par un i té de volume a, dans ce système, 
pour dimensions [ L 2 T - 1 ] , et la résistance spécifique par uni té de 
poids a pour dimensions [ L - 1 T - 1 M ] . 

Des systèmes de conducteurs linéaires, en général. 
• 

280. Le cas le plus général d'un système linéaire est celui de n 
points A j , A 2 , . . . , • Ал, reliés deux à deux par \ n (n — i ) , conduc
teurs l inéaires . Désignons par Kpq la conduct ibi l i té (ou l'inverse de 
la rés is tance) du conducteur qui relie deux points quelconques A p et 
A q ; et par Cpq l ' intensi té du courant de A p vers A q . Soient Pp et P y 

les potentiels électr iques aux points A p et A q , et soit Epq la force 
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élec t romotr ice in té r i eure , s'il y en a une, qui agit le long du conduc
teur de Ap vers А^. 

L ' in tens i té , de A p vers A ? , est, d 'après la l o i de Ohm, 

(1) Gpq = Kplf (Pp—Pq-b-Epq). 

Parmi ces quant i tés nous avons les séries de relations sui
vantes : 

La conduc t ib i l i t é d'un conducteur est la m ê m e , quelle que soit la 
direction du courant, c 'est-à-dire 

( 2 ) Kpq=Kqp. 

La force é lec t romotr ice et l ' intensité sont des quant i tés dir igées, de 
sorte que 

(3) Epq — — E y j , et Gpq = — Gqp. 

Soient P t , P 2 , . . . , P „ les potentiels en A 4 , A 2 , . . . , A « ; et soient 
Q,, Q 2 , . . Q , s les quant i tés d 'électrici té qui pénè t ren t dans le sys
t ème , dans l 'uni té de temps en chacun de ces points. Elles sont forcé
ment soumises à la condition de cont inui té 

(4) Q i - r - Q « - + - . . . - t - Q « = o , 

car l ' é lec t r ic i té ne peut n i s'accumuler, n i se produire indéfiniment 
dans le système. 

La condition de cont inui té en un point A p est 

(5) Q p — СріЧ- Срг-Ь . . . •+- Gpn. 

Sub stituant ces valeurs des intensités dans les termes de l 'équation 
(1), elle devient 

Q P = ( K , ! -+- K p 2 - + - . . . - ь Kpa)Pp- ( K p l P t - r - K p 2 P 2 4 - . . . Ч - KpnPn) 
( K p i E p i - ) - K p 2 E p 2 H - . . . 4 - KpnEpn). 

Le symbole Kpp ne para î t pas dans cette équat ion . Donnons-lui la 
valeur 

(7) K p p = —(Kpi-h K p 2 - + - . . . - + - K p n ) , 

c 'est-à-dire supposons que Kpp soit égal et de signe contraire à la 
somme des conduct ib i l i tés de tous les conducteurs qui se rencontrent 
en A p . Nous pouvons alors écr ire l 'équation de cont inui té pour le 
point Ap 

n P / t 

\ — K p i E p ! - + - . . . -+- KpnEpn^— Q p . 
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En substituant i , 2 , . . . , n à p, dans cette équat ion , on obtient 
n équa t ions de m ê m e forme, au moyen desquelles on peut dé te rmine r 
les n potentiels P 1 } P „ . . . , P „ . 

Mais, si nous ajoutons les équat ions du système (8 ) , le résul ta t est 
identiquement nul , d 'après ( 3 ) , (4) et ( 7 ) ; i l n'y a donc que n — 1 
équat ions indépendan tes , qui suffiront pour dé te rmine r les différences 
de potentiel des points, mais non le potentiel absolu d'aucun deux. 
Cette connaissance n'est d'ailleurs pas nécessaire pour calculer les i n 
tensi tés du système. 

Si nous désignons par D le dé te rminan t 

Кц K12 

(9) 
K 2 1 K22 • • 

K.<»-i)i K(«-2)2 • ' . K („_i ) (rt_i) 

et par Dpq le mineur de Kpq, nous trouvons pour valeur de Pp— P„ 

(Pp-Pn)D = ( K 1 2 E 1 2 + . . . - Q i ) D y n 4 - ( K 2 1 E 2 1 - b . . . _ Q , ) D p l - r - . . . 
- Ь ( К 7 і Е у і 4 - . . . •+• Kq/iEqn — , Q „ ) D p r / • + - . . . . 

On dé te rmine ra i t de m ê m e l'excès de potentiel d'un autre point 
quelconque A 7 sur le potentiel de A ^ . On peut donc dé te rminer , par 
l ' équat ion ( i ) , l ' intensi té entre Ap et A.q, et le problème est complète
ment résolu. 

281. Nous allons démont re r une p ropr ié té réc iproque de deux con
ducteurs quelconques d'un système qui correspond à la propr ié té réci
proque déjà démon t rée en Élect r ic i té statique (voir § 88). 

Le coefficient de Qq dans l'expression de P p est - ^ p * Celui de Qp, 

dans l'expression de P y , est • 

Or Dpq ne diffère de Dqp que par la substitution des symboles, tels 
que Kpq aux symboles K 9 / ) . Mais ces deux symboles sont égaux, 
d 'après l ' équat ion ( 2 ) , puisque la conduct ib i l i té d'un conducteur est 
la m ê m e dans les deux sens. Donc 

( n ) Dpq=Dqp. 

I l r ésu l te de là que la partie du potentiel de Ap qu i est due à 
l ' ent rée d'un courant d ' intensi té 1 en Aq est égale à la partie du 
potentiel de Aq qu i est due à l 'entrée d'un courant d ' intensi té 1 
en Ap. 
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De là, on peut dédu i re un énoncé plus aisé à appliquer de cette 
proposition. 

Soient A , В , C, D quatre points quelconques d'un système, et sup
posons qu'un courant Q entrant dans le système en A et sortant en 
В ait pour effet d 'é tabl i r un excès P du potentiel de С sur celui 
de D . Alors, si un courant égal Q entre dans le système en G et 
sort en D , le potentiel de A surpassera celui de В de la m ê m e quan
t i té P. 

Si une force é lect romotr ice E, introduite dans le conducteur et 
agissant de A vers B , produit un courant G de X vers Y , la même force 
élect romotr ice E, introduite dans le conducteur entre X et Y, pro
duira entre A et В un courant égal C. 

La force é lect romotr ice E peut être celle d'une pile vol ta ïque in t ro
duite entre les points désignés, pourvu que l 'on ait soin que la résis
tance du conducteur soit la même , avant et après l ' introduction de 
la pile. 

282 a. Si une force é lect romotr ice E ^ a g i t le long d'un conducteur 
ApAq, le courant produit dans un autre conducteur A,.AS du système 
est, ainsi qu'on le trouve facilement, 

D 

I l n'y a pas de courant si 

(12) D, . p 4- DS(J— T)rq— Vsp — 0. 

Mais, d 'après ( i i ) , la même équat ion subsistera si, la force é lect romo
trice agissant suivant A , .A S , i l n'y a pas de courant dans ApAq. C'est 
en raison de cette relation réc iproque que l 'on d i t que les deux con
ducteurs en question sont conjugués. 

La théor ie des conducteurs conjugués a été é tudiée par Kirchhoff, 
qui a énoncé les conditions d'un système l inéaire sous la forme sui
vante, où est évitée la considérat ion du potentiel : 

i° Condition de cont inui té : la somme de tous les courants qui con
vergent vers un point quelconque d'un système est nulle. 

2 0 Dans tout circuit fermé, formé par des conducteurs, la somme 
des forces électromotrices, comptées en cheminant le long du c i rcui t , 
est égale à la somme des.produits des intensi tés dans chaque conduc
teur par la résistance de ces conducteurs. 

On obtient ce résul tat en additionnant les équations d e l à forme (1), 
relatives au circui t fermé : les potentiels disparaissent d 'eux-mêmes-
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282 b Si les fils conducteurs forment un réseau simple, et si 
nous supposons qu'un courant circule autour de chaque maille de ce 
réseau , le courant qui parcourt effectivement un fil appartenant à 
deux mailles consécutives est la différence des courants qui circulent 
dans les deux mailles, ces courants é tant comptés positifs lorsqu'ils 
marchent en sens inverse du mouvement des aiguilles d'une montre. 
Dans ce cas, i l est facile d 'é tabl i r la proposition suivante : Soient x l ' i n 
tens i té , E la force électromotr ice et R la résistance totale pour une 
maille quelconque ; soient y, z, . . . les courants qui circulent dans les 
mailles voisines ayant des parties communes avec la maille dans la
quelle circule le courant x et soient r, s, . . . les résistances de ces par
ties communes. Alors 

Ra? — sy — tz — . . . = E. 

Pour montrer l'usage que l 'on peut faire de cette règle , nous allons 
prendre la disposition connue sous le nom de pont de Wheatstone, en 
nous servant de la figure et des notations du § 347. Alors, en appl i 
quant la règle aux trois circuits OBG, ОСА , O A B , dans lesquels c i r 
culent les courants x, y, z, nous avons les trois équat ions suivantes : 

( а ч - ß - H Y ) ^ — y y — ß,z = E, 
— Y л? -+- (b •+• y -h a)y —ccz = o, 
— ßa? —ay -+- (с -+- а - ь $)z = о. 

D'après ces équat ions , on peut dé te rminer la valeur de л? —y, qu i 
est le courant dans la branche OA où est le ga lvanomètre ; mais on 
renvoie le lecteur aux § 347 et suivants, où sont discutées cette ques
tions et d'autres relatives au pont de Wheatstone. 

Chaleur développée dans le système. 

283. D'après le § 242, l 'équivalent mécanique de la quant i té de 
chaleur développée par un courant G, passant pendant l 'unité de temps 
dans un'conducteur de résis tance, est 

( i3 ) JH = R G 2 . ' 

Nous avons donc à dé te rminer la somme des quant i tés telles que 
RG 2 pour tous les conducteurs du système. 

(*) Tiré des Notes prises, au cours du professeur Maxwell, par M. J.-A. Fleming, 
B. A., S' John's College. 
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Pour le conducteur qui va de A p à Aq, la conduct ibi l i té est K p g , 
et la résistance R P 7 , ou 

0 4 ) KpqRP7 = i. 

D'après la l o i de Ohm, l ' intensité dans ce conducteur est 

(15) Cpg=Kpq'Pp-Fg).-

Mais supposons que l ' intensité ne soit pas donnée par la lo i de Ohm, 
et soit égale à Xpq, ou 

(16) Xpq — Cpq-r- Y p q . 

Pour dé terminer la chaleur développée dans le système, nous avons 
à trouver la somme de toutes les quant i tés telles que 

c'est-à-dire 

(17) JH = S ( R p e , C ^ 4 - iBpqGpqYpq-+- RpqYf)q). 

Donnant à Cpq sa valeur et tenant compte de la relation entre T\iq 

et K P ( ? , i l vient 

(18) S [ ( P „ _ Vq)(Gpq-b <xYpq) -H B.pqYpq]. 

Or, G et X doivent satisfaire à la condition de cont inui té au point A ^ : 
nous avons donc 

Q / ; = Gpi -+• C p 2 -+- • • • - к С р Л , 
Qp — Хрі-н -+-...+• Xp/j. 

Par suite, 

о = Ypi -t- YP2 -+ - . . . -+-Y p n . 

Ajoutant donc tous les termes de (18), nous trouvons 

Z'RpqXpq) =•- SPpQ/ . + S R p y Y ^ . 

Or R est toujours positif, et Y 2 est essentiellement positif ; le der
nier terme de l 'équat ion est donc essentiellement positif. Donc le pre
mier membre est minimum quand Y est nul dans tous les conducteurs, 
c 'est-à-dire quand l ' intensité dans tous les conducteurs est celle qui 
répond à la l o i de Ohm. 

D'où le théorème suivant : 

284. Dans tout système de conducteurs qui ne renferme pas de 
forces électromotrices intérieures, la chaleur engendrée par des 
courants distribués conformément à la loi de Ohm est moindre que 
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si les courants avaient été distribués de quelque autre manière com
patible avec les conditions obligatoires d'arrivée et d'écoulement 
du courant. 

La chaleur développée lorsque la lo i de Ohm est satisfaite est m é 
caniquement équivalente à SP^Q^, c'est-à-dire à la somme des p ro
duits des quant i tés d 'électr ici té fournies à chacune des électrodes 
ex té r ieures , par le potentiel auquel sont fournies ces quant i tés d'élec
t r ic i té . 
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C H A P I T R E "VII. • 

CONDUCTION DANS L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS. 

Notation des courants électriques. 

285. En un point quelconque, prenons un é lément de surface dS 
normal à l'axe des x, et soit Q le nombre des uni tés d 'électrici té qui 
le traversent dans l 'uni té de temps, en allant du côté posit if au côté 

négatif; si ^ devient à la l imi te égal à u, lorsque dS décroî t indéfi

niment, on di t que и est la composante du courant é lect r ique parallèle 

à l'axe des x au point donné . 
On peut dé te rminer de même les composantes v et w du courant 

dans le sens des y et des z. 

286. Pour dé te rmine r la composante du courant dans une autre 
direction OR passant par le point O, soient /, m, n les cosinus direc
teurs de OR. Si nous prenons sur les axes des x, des y et des z des 
longueurs égales à 

r r r 

l m n 

finissant en A , В , C, le plan du triangle ABC sera normal à OR. 
L'aire du triangle ABC sera 

i r 2 

dS = - -j » 
'x Imn 

et, si l 'on fait décroî t re r , cette aire décroî t indéfiniment. 
La quant i té d 'électr ici té qui sort du té t raèdre ABGO par le triangle 

ABC doit être égale à la quant i té qui entre par les trois autres t r ian
gles O B C , O C A , О A B . 

I г 2 

L'aire du triangle OBG est ; la composante du courant nor-
maie à ce plan est a; la quant i té d 'électr ici té qui entre par le triangle 
est donc 

i и 
- л 2 

a mn 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 3o 
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Les quan t i t és qui entrent par lés triangles OCA et ÖAB sont 

- r« —? e t - r * T -
2 nl % lm 

Si 7 est la composante du courant dans la direction de OR, la quan
t i t é qui sort du té t raèdre par le triangle A B C est 

2 Imn 

Puisqu'elle est égale à la quan t i t é qui entre par les trois autres 
triangles, 

- Г 2 -y1— - - Г 2 1 ) 4 - T— ) ? 
2 Imn 2 \ m n . / i t 

• • 21/ltXTt 
et, en mult ipl iant par — > nous avons 

( 1 ) y = /м+»!Р4- /гмс. 

Si nous posons 

Г 2 = M 2 4 - P 2 4 - w 2 , 

et.que nous prenions /w', n1 tels que 

и=ГГ, i> = m'T, іѵ = Р'Г., 
nous avons alors 
( 2 ) y = Г ( / / ' 4 ~ mm!-\- nu!), 

Donc, si nous définissons l ' intensi té résul tante comme étant un vec
teur,de grandeur Г, dont les cosinus directeurs son\t Vm', /г'; et si Y 
est la composante de l ' intensi té dans une direction faisant l'angle Ѳ 
avec la direction de l ' intensi té résul tante 

(3) Y - U c o s ô , 

ce qui montre que la l o i de Composition des intensités est la même 
que celle des vitesses, des forces et de tous les autres vecteurs. 

287. Soit à dé te rminer la condition pour qu'une surface donnée soit 
une surface de flux. 

Soit 

(4) F(x,y,*) = \ 

l ' équat ion d'une famille de surfaces; on obtient l'une d'elles en par t i -
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culier en faisant X constant; alors, si nous posons 

4 6 7 

(5) 

les cosinus directeurs de la normale comptée dans le sens de l'accrois
sement de X sont 

(6) 

Donc, si Y est la composante de l ' in tensi té normale à la surface, 

_T / dl dl dl\ 
(7) . ^ N ^ ^ + P j p + flPgjj. 

Si Y = o, i l n'y a pas de courant à travers la surface, et la surface 
peut ê t re appelée surface de flux, puisque le mouvement s'effectue 
suivant des lignes tracées sur cette surface. 

288. L 'équat ion d'une surface de flux est donc 

8) 

Si cette équat ion est vérifiée pour toutes les valeurs de X, toutes les 
surfaces de cette famille sont des surfaces de flux. 

289. Soit une autre famille de surfaces dont le pa ramè t r e est X' : si 
ce sont aussi des surfaces de flux, nous aurons 

(9) 

( 1 0 ) 

S'il y a une troisième famille dont le pa ramè t re soit X", on aura 

En é l iminant entre ces trois équat ions , u, v et w disparaissent, et 
i l reste 

( i l ) 
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c'est-à-dire que 

( ia ) X " = ? ( X , X'), 

ou que X" est une fonction de X et de X'̂  

290. Considérons les quatre surfaces dont les pa ramèt res sont X, 
X -f- 8X, X' et Х ' н - 8X'. Ces quatre surfaces comprennent un espace t u -
bulaire à quatre faces, que l 'on peut appeler SX. SX'. Puisque ce tube 
est l imi té par des surfaces à travers lesquelles i l n'y a point d 'écoule
ment, on peut l'appeler un tube de flux. Si nous prenons deux sec
tions transversales de ce tube, la quan t i t é qui pénè t re dans le tube 
par une des sections doi t ê t re égale à celle qui sort par l 'autre; et, 
puisque cette quan t i t é est la m ê m e pour toutes les sections du tube, 
nous pouvons l'appeler L8X8X', L é tan t une certaine fonction des 
pa ramè t re s X et X', qui définissent le tube particulier considéré. 

291. Si l 'on désigne par 8S la section d'un tube du flux par un plan 
normal aux x, nous avons par la théor ie des changements de variable 
indépendante 

О») » . v = » s V 
4 ' \dy äs dz dy J 

et par la définition des composantes de l ' intensi té 

( i 4 ) 

d 'où 

292. Si l 'on connaî t l'une des deux fonctions X ou X', i l est toujours 
possible de dé te rmine r l 'autre, de façon que L soit égal à l 'uni té . Par 
exemple, prenons le plan des yz, et traçons-y une série de lignes équi-
distantes représentant les sections par ce plan des surfaces de la fa
mille X'. En d'autres termes, dé terminons la fonction X' par la condi
t ion que, pour x — о, X' — z. 
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Si alors nous faisons L = i et, par suite, pour x = o, 

X -J udy, 

la quan t i t é d 'é lectr ici té qui passe à travers une portion quelconque du 
plan <a? = o, sera 

(16; JJudydz^jjdXdV. 

É t a n t dé te rminée la nature des sections des surfaces de flux par le 
plan des yz, la forme des surfaces est dé te rminée en tout point par 
les conditions (8) et (9). Les deux fonctions X et X' ainsi dé te rminées 
suffisent à dé te rminer l ' in tensi té en un point quelconque, au moyen 
des équat ions ( i 5 ) , où l 'on a subs t i tué l 'uni té à la place de L . 

Des lignes de flux. 

293. Considérons deux séries de valeurs de X et de X', telles que 
dans chaque série les différences successives soient égales à l 'uni té . 
Les deux séries de surfaces définies par ces valeurs divisent l'espace 
en un système de tubes à quatre faces, dans chacun desquels passe 
l 'uni té de courant. En prenant une uni té suffisamment petite, on peut 
représenter au moyen de ces tubes toutes les par t icular i tés du courant 
avec telle exactitude que l 'on veut. Ainsi l ' intensité du courant qui 
traverse une surface quelconque rencontrant le système de tubes est 
expr imée par le nombre des tubes coupés, puisque chaque tube amène 
un courant d ' intensi té égale à l 'un i té . 

Les intersections des surfaces peuvent ê t re appelées lignes de flux. 
Si l 'on prend une uni té suffisamment petite, le nombre des lignes 
de flux qui rencontrent une surface est approximativement égal au 
nombre des tubes de flux qui coupent cette surface. On peut donc 
considérer les lignes de flux comme représen tan t non seulement la d i 
rection du courant, mais aussi son in tens i té , chacune des lignes de 
flux qui passent par une section donnée correspondant à un courant 
d ' in tens i té égale à l 'uni té . 

Des nappes de courants et des fonctions d'intensité. 

294. On appelle nappe de courant la couche d'un conducteur qui 
est comprise entre deux surfaces de flux consécutives appartenant à 
un m ê m e système, soit X'. Dans cette nappe, les tubes de flux sont 
dé terminés par la fonction X. Si XA et X P dés ignent les valeurs de X aux 
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points A et P, l ' in tensi té du courant qui va de droite à gauche à t r a 
vers une ligne t racée sur la nappe entre A et P est Xp — X A . Si A P est 
un é lément ds d'une courbe t racée sur la nappe, le courant qui coupe 
cet é lément de droite à gauche est 

d\ , 
-r- ds. 
ds 

Cette fonction X, qu i dé t e rmine en t iè rement la distr ibution de l ' inten
sité dans la nappe, est appelée fonction d'intensité. 

Toute feuille mince de méta l ou de mat iè re conductrice, l imitée sur 
ses deux faces par de l 'air ou par quelque autre mil ieu non conduc
teur, peut ê t re t ra i té comme une nappe de courant, et la distr ibution 
de l ' intensi té peut y ê t re expr imée au moyen d'une fonction d'inten
sité. (Voir § 647.) 

Équation de continuité. 

295. Si nous différentions les trois équations ( i 5 ) par rapport à ce, 
y et z respectivement, nous souvenant que L est une fonction de X et 
X' (*) , nous trouvons 

. du dv dw _ 
^ ' dx dy dz ~ °" 

L'équat ion correspondante en Hydrodynamique est appelée équation 
de continuité. La cont inui té qu'elle exprime est celle de l'existence ; 
en d'autres termes, elle énonce ce fait qu'une substance matér iel le ne 
peut part ir d'un point de l'espace et arriver à un autre sans traverser 
tout l'espace in te rmédia i re . Elle ne peut simplement d ispara î t re en un 
point, et pa ra î t r e en un autre ; mais i l faut qu'elle suive un chemin 
continu, de sorte que, si l 'on trace une surface fermée qui comprenne 
un des points et soit ex té r ieure à l'autre, la substance matériel le ne 
peut passer d'un point à l'autre sans traverser la surface. La forme la 
plus générale de cette équat ion en Hydrodynamique est 

/ Т « Ч <KPM) , Ulli -4_ ^(P^) L . дР - О 
< l 8 ) -àx~ ^ ~dy-+ ~dz- ~h di - 0 ' 

• 

où p désigne le rapport de la quan t i t é de mat iè re au volume qu'elle 
occupe, ce volume é tant , dans le cas présent , un élément différen

te ) I l est inutile de passer par les fonctions \ У pour établir l'équation (17); 
la notion de continuité a déjà été introduite § 286 pour déterminer y et établir 
l'existence des fonctions et des surfaces de flux. P.] 
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t ie l de volume; et pu, pv, pw le rapport de la quan t i t é de ma t i è re 
qui traverse un élément de surface dans l 'uni té de temps, à cet é lément 
de surface, lequel est pris successivement normal aux axes des x, 
des y et des z. Ains i entendue, l 'équat ion s'applique à toute espèce de 
mat iè re , solide ou fluide, animée d'un mouvement continu ou discon^ 
t inu , pourvu que l'existence des parties de cette mat iè re soit continue. 
Si quelque chose, même autre que de la mat iè re , est soumis à cette con
di t ion de la cont inui té de son existence dans le temps et dans l'espace, 
cette condition est expr imée par l 'équat ion. Dans d'autres parties de 
la Physique, dans la théor ie des quant i tés électr iques et magné t iques 
par exemple, on rencontre des équat ions de même forme que nous 
appellerons aussi des équations de continuité pour rappeler leur forme ; 
sans que nous puissions at tr ibuer aux quant i tés en question n i les pro
prié tés de la ma t i è re , n i m ê m e une existence continue dans le temps 
et dans l'espace. 

L 'équat ion (17) à laquelle nous sommes arr ivés , dans le cas des 
courants é lectr iques , est identique à (18), si nous faisons p = i , c'est-
à-dire si nous supposons la substance homogène et incompressible. 
Dans le cas des fluides, l ' équat ion peut s 'établir par l'une ou l'autre 
des méthodes données dans les Trai tés d'Hydrodynamique. Dans une 
de ces méthodes , on suit la marche et la déformation d'un élément 
dé te rminé du liquide, pendant son mouvement. Dans l 'autre, on 
fixe son attention sur un élément de l'espace, et l 'on fait le compte de 
ce qui entre et de ce qui sort. La première de ces méthodes ne peut 
s'appliquer aux courants é lec t r iques , parce que nous ne savons pas 
avec quelle vitesse l 'électricité se meut dans les corps, n i même si 
elle se meut dans le sens du courant positif ou du courant négatif. 
Tout ce que nous connaissons se rédu i t à la valeur a lgébr ique de la 
quant i té qui traverse l 'uni té d'aire pendant l 'uni té de temps, quan t i t é 
qui correspond à (pu) de l 'équat ion (18). Nous n'avons pas le moyen 
de dé te rminer la valeur de l 'un ou l'autre des facteurs p ou u, et, par 
suite, nous ne pouvons suivre une masse par t icul ière d 'électr ici té dans 
son mouvement à travers le corps. L'autre méthode de recherche, 
où on fait le compte de ce qui passe à travers les faces d'un élément de 
volume, s'applique aux courants électr iques ; et peut -ê t re est-elle p r é 
férable, au point de vue de la forme, à celle que nous avons donnée ; 
mais, comme on la trouve dans tous les Tra i tés d'Hydrodynamique, i l 
n 'é ta i t pas nécessaire de la répéter i c i . 
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Quantité d'électricité qui passe à travers une surface donnée. 

296. Soit Г l ' in tens i té résu l tan te en un point de la surface. Soient 
dS un élément de surface, et e l'angle de Г et de la normale à la sur
face ; le courant to ta l qu i passe à travers la surface sera 

J J Г cose dS, 

l ' in tégrat ion s ' é tendant sur toute la surface. 
Comme au § 2 1 , nous pouvons mettre cette intégrale sous la forme 

( i » ) ff Toast dS + I d£)d*dydz, 

si la surface est fermée, les limites de l ' intégrale triple é tant alors dé
t e rminées par la surface. C'est là une expression du flux total qui sort 
de la surface fermée. Comme dans tous les cas de courants permanents, 
cette quan t i t é doi t s'annuler, quelles que soient les limites de l ' i n 
tégrat ion, la quan t i t é sous le signe J* doit ê t re égale à o, et nous retrou
vons ainsi l ' équat ion de cont inui té (17). 
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C H A P I T R E V I I I . 

RÉSISTANCE ET CONDUCTIBILITÉ DANS L'ESPACE 
A TROIS DIMENSIONS. 

Des relations les plus générales entre l'intensité et la force 
électromotrice. 

2 9 7 . S o i e n t w , v e t w l e s c o m p o s a n t e s d e l ' i n t e n s i t é e n u n p o i n t 
quelconque. 

Soient X , Y , Z l e s c o m p o s a n t e s d e l a f o r c e é l e c t r o m o t r i c e . 
La force é lect romotr ice en un point est la force résu l tan te qui agit 

sur une un i té d 'é lectr ici té positive placée en ce point ; elle peut ê t re 
due : 

i° A une action é lec t ros ta t ique , auquel cas, V é tant le potentiel, on a 

(i) X = — — , Y = — — , Z——-r~; 
dx dy oz 

2 ° A l ' induction é lec t romagnét ique dont les lois seront examinées 
plus loin ; 

3° A une action the rmo-é l ec t r i que ou é lec t rochimique en ce point 
même , tendant à produire un courant de direction donnée . 

Nous supposerons, en général , que X , Y, Z représen ten t les compo
santes de la force é lect romotr ice rés idant au point donné , quelle que 
soit l 'origine de cette force; et nous examinerons, en particulier, ce 
que l 'on obtient en supposant la force électromotr ice uniquement due 
à une différence de potentiels. 

D'après la lo i de Ohm, l ' intensité est proportionnelle à la force 
é lec t romotr ice . Donc X , Y et Z doivent ê t re des fonctions l inéaires de 
u, v et w. Nous pouvons donc prendre comme équat ions de rés i s 
tance 

/ X == R t и .-t- Q 3 v - ь P 2 w, 
(a) Y = P l B + R 1o + Q ,« ' ) 

( Z = Q 2 и -+- Pj v -H R 3 w. 

Nous pouvons appeler les coefficients R coefficients de résistance lon
gitudinale dans la direction des axes de coordonnées ; et les coeffi
cients P et Q coefficients de résistance transversale; ils indiquent la 
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force é lec t romotr ice qui doit agir dans une direction pour produire 
un courant dans une autre direction. 

Si nous sommes libres de supposer qu'un solide peut ê t re t ra i té 
comme un système de conducteurs l inéaires , i l est aisé de faire voir, 
d'après la p ropr ié té réc iproque de deux conducteurs d'un système l i 
néaire (§ 281), que la force électromotr ice di r igée suivant les z, qui est 
nécessaire pour donner l 'uni té d ' intensi té paral lè lement a u x / , est égale 
à la force é lect romotr ice parallèle aux / n é c e s s a i r e pour donner l 'uni té 
d'intensité dans la direction des z. Cela revient à démont re r que 
P j = Q i , et de même que P 2 = Q 2 et P 3 = Q 3 . Si ces conditions sont 
satisfaites, on dit que le système des coefficients est symétrique. Si 
elles ne le sont pas, on dit que le système est gauche. • 

Nous avons de fortes raisons de croire que le système est symétri
que dans tous les cas qui se présen ten t en réalité ; mais nous examine
rons quelques-unes des conséquences qui résul tera ient de l 'hypothèse 
d'un système gauche. 

298. Les quant i tés u, v, w peuvent s'exprimer comme fonctions l i 
néaires de X , Y, Z, par un système d 'équat ions que l'on peut appeler 
équations de conductibilité, 

1 u — rxX-hp3Y-h qiZ, 
v = q3X -+- r 2 Y - i - / > i Z , 
w = pi X -t- qi Y -+- r3 Z. 

Nous pouvons appeler les coefficients r coefficients de conductibi l i té 
longitudinale, et les coefficients p et q coefficients de conduct ib i l i té 
transversale. 

Les coefficients de résistance sont les inverses des coefficients de 
conduct ib i l i té . Cette relation peut ê t re définie comme i l suit : 

Soient [ P Q R ] le dé te rminan t des coefficients de résistance et [pqr] 
celui des coefficients de conduct ib i l i t é . 

Alors 

( 4 ) [PQR] = РІР2Рзч-QiQ2ç-з-ьRiR2R3-PiQiRi-P«Q2 R i - P 3 Q 3 R 3 , 

(5) [pqr] =piP2Ps+ ? і ? 2 ? з - Ь rlriri—p.iqiri—p2qirî—p3q3r3, 

(6) ' [PQR]L>S"-] = i J 

(7) j [PQR]/>i = ( P s P a - Q i R i ) , [рЯг]?х = {р*Р1-Ч1ГХ), 

Les autres équations s'obtiennent en faisant une formation circulaire 
des symboles P, Q, R, p, q, r, et des indices 1, 2 et 3. 



PRODUCTION DE CHALEUR. 

Production de chaleur. 

299. Pour trouver le travail accompli dans l 'uni té de temps par le 
courant qui surmonte une résis tance et produi t ainsi de la chaleur, 
nous multiplions les composantes de l ' in tensi té par les composantes 
correspondantes de la force é lec t romotr ice . Nous obtenons ainsi les 
expressions suivantes de W , la quan t i t é de travail dépensé dans l 'uni té 
de temps : 

(8) W = XM -*Yt> + Z w , 

(9) = RIWM-R2P
2+R3W'2+(PI+QI)W-I-(P2-)-Q2)»'M-I-(P3+Q3)MP, 

( 1 0 ) = r i X > + r , Y 4 - r a Z « + (pl + qi)'YZ + 'pi+qt)ZX+(j>t+qt)XY. 

Par un choix d'axes convenables, on peut faire d ispara î t re de l'une 
ou l'autre des deux dernières équat ions les termes contenant les rec
tangles de u, v, w ou de X , Y , Z. Mais le système d'axes qui ramène 
W à la forme 

W = Rt M» 4- R 2 f 2 + R 3 

n'est pas, en général , le même qui le r édu i t à la forme 

\ V = r 1 X S 4 - r , Y « + r 8 Z « . 

Les deux systèmes d'axes ne coïncident que si les coefficients P 1 } P 2 , 
P 3 sont respectivement égaux à Qi} Q 2 , Q 3 . 

Si nous posons, avec Thomson (*), 

{ P = S + T, Q = S - T , 
(11) j 

( p = s t, q = s — t, 
nous avons 

[PQR] = R 1 R 2 R 3 4 - 2 S 1 S 2 S 3 — Sf Ri —S |R 2 — S |R 3 

H- 2 (S 4 T 2 T 3 -+-S 2 T 8 Ti + S 3 T t T 2 ) + RjT* + R , T | - b R 3 T | 

et 
/ [ P Q R ] r 1 = R 2 R 3 - S f -4-Tf, 

( i3) ! [ P Q R J * i = T j T a + S j S s - R i S , , 
( [PQR]*i = — R ^ t + S j T a + S , ^ . 

Si donc nous faisons d ispara î t re S^ S2 et S3, s t ne d ispara î t ra que 
si les coefficients T sont nuls. 

(1) Trans. JR. S. Edin., i853-54, p. i65. 
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Condition de stabilité. 

300. Puisque l 'équi l ibre é lect r ique est stable, le t ravai l dépensé 
pour entretenir le courant doit toujours ê t re positif. La condition pour 
que W soit positif, est que les trois coefficients R 1 } R 2 , R 3 et les trois 
expressions 

0 4 ) j 4 R 3 R i - ( P 2 H - Q 2 ) 2 , 
( 4 R 1 R 2 _ ( P 3 - f - Q 3 ) 2 

soient positifs. 
' Il y a des conditions semblables pour les coefficients de conduc

tibilité. 

Équation de continuité dans un milieu homogène. 

301. Si nous exprimons les composantes de la force é lect romotr ice 
comme dérivées du potentiel V , l 'équation de cont inui té 

. . . du dv dw 
0 5 ) -j Y- \ — I - - j — = 0 

' dx dy dz 

devient, pour un mil ieu homogène , 

д*У d*V d*V d*V d*V à*Y 
( 1 6 ) r i w + 7 ' 2 & +

 Гъ дг*+ 2Sl № + 2 , 2 дШ + 2 5 3 dx~dj=°-
Si le mi l i eu n'est pas homogène , i l s 'introduit des termes dus à la va
riat ion des coefficients de conduct ibi l i té quand on passe d'un point à 
un autre. 

Cette équat ion correspond à l 'équat ion de Laplace pour les milieux 
isotropes. 

302. Si nous posons 

(17) [rs] = Г і Г 2 Г 3 - + - 2*1*2*3— 1̂*1 — ^2*1 — Г з * з 

et 

(18) [ A B ] == A i A 2 A 3 4 - 2 B 1 B 2 B 3— A i B f — A 2 B | — A 3 B | , 

où 

j [rs]Ai — r 2 r 3 — *?, 
( I Q ) j [ r * ] B i = * 2 * 3 — / -1*1, 

\ • • • ' 

et ainsi de suite,.le système A , В est inverse du système /•, s; et si 
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nous posons 

(20) Аія?*-ь А2/2-н A 3 ^ 2 + 2Bij.e-+- a B2zcc-+- %Ъгху = [ A B ] p 8 , 

nous trouvons que 

( 2 1 ) V = / - -

est une solution de l 'équat ion. 
Si les coefficients T sont nuls, les coefficients A et В deviennent 

identiques à R et S. Mais ce n'est plus le cas si T n'est pas nu l . 
Donc, dans le cas où l 'électrici té s'écoule à part ir d'un centre placé 

dans un milieu inf ini , homogène , mais non isotrope, les surfaces équi
potentielles sont des ellipsoïdes pour chacun desquels p est constant. 
Les axes de ces ellipsoïdes sont d i r igés suivant les axes principaux de 
conduct ib i l i té , lesquels ne coïncident avec les axes principaux de r é 
sistance que si le système est symét r ique . 

En transformant cette équat ion, on peut prendre pour axes les axes 
principaux de conduct ib i l i té . Les coefficients de la forme s ou de la 
forme В se réduisen t alors à zéro, et chacun des coefficients de la 
forme A est l'inverse du coefficient correspondant de la forme r. L'ex
pression de p est 

. ч ж-2 r 2 z* p 2 

( 2 2 ) \ - J — -\ = — ! - — • 
ГІ Г2 r3 ГІГЪГЛ 

303. La théor ie du système complet des équat ions de résistance et 
de conduct ibi l i té est celle des fonctions l inéaires à trois variables, 
dont on trouve des exemples dans la théor ie des déformations élas
tiques (*) et dans d'autres branches de ia Physique ( 2 ) . La forme la 
plus convenable pour traiter cette théor ie est celle que Hamilton et Tai t 
appliquent aux fonctions linéaires et vectorielles d'un vecteur. Toute
fois nous n'introduirons pas formellement la notation des quater
nions. 

On peut regarder les coefficients T t , T 2 et T 3 comme les compo
santes rectangulaires d'un vecteur T, dont la grandeur absolue et la 
direction dans le corps sont fixes et indépendantes du choix des axes 
de coordonnées. La m ê m e chose est vraie de tu t2 et t3, composantes 
d'un autre vecteur t. 

En général , les directions des vecteurs T et t ne coïncident pas. 

(') Voir THOMSON et TAIT, Natural Philosophy, § 154. 
( 2 ) [Ces équations sont identiques aussi à celles de la propagation de la chaleur. 

(Cf. LAMÉ, Théorie de la chaleur.) P . 
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Prenons l'axe des z, de façon qu 'il coïncide avec le vecteur T, et 
transformons, en conséquence, les équat ions de résistance ; elles pren
dront la forme 

!

X = Ri и •+• S3 v 4- S2 w — T v, 

Y = S3M + R 2 y + S 1 № + T K ) 

Z = S 2 и + Si v -+-R3 w. 

De ces équa t ions i l résul te que nous pouvons considérer la force 
électromotrice comme la résultante de deux forces : l'une ne dépen
dant que des coefficients R et S, et l'autre ne dépendan t que de T. La 
partie qui dépend de R et S est liée à l ' intensité par la même relation 
qui existe entre la perpendiculaire abaissée sur le plan tangent à un 
ellipsoïde et le rayon vecteur. L'autre partie, qui dépend de T, est égale 
au produit de T par la composante de l ' intensité perpendiculaire à 
l'axe T ; sa direction est perpendiculaire à l'axe T et à la composante 
de l ' in tensi té , dans le sens où serait amenée cette composante par une 
rotation de 90 0 autour de T dans le sens positif. 

Si nous considérons l ' intensi té et T comme des vecteurs, la partie 
de la force é lec t romotr ice due à T est la partie vectorielle du produit 
T x in tens i té . 

Le coefficient T peut ê t re appelé coefficient de rotation. Nous avons 
lieu de croire qu ' i l n'existe pour aucune substance connue. S'il existait 
quelque part, ce serait dans les aimants (*), qui ont dans une certaine 
direction une polar i té due sans doute à quelque phénomène de rota
tion à l ' in té r ieur de la substance. 

304. Admettant qu ' i l n'y ait point de coefficient de rotation, nous 
allons é tendre le théo rème de Thomson donné au § 100, et démont re r 
que la chaleur développée par un courant dans un système en un 
temps donné est un min imum unique. 

Pour simplifier les opérat ions a lgébr iques , prenons les axes de ma
nière à r édu i r e à trois termes l'expression (9), et, par suite, dans le 
cas actuel, l'expression (10); on a alors pour l 'équation générale ca
rac té r i s t ique (16) 

Soient aussi a, b, с trois fonctions de ce, y, z satisfaisant à la con-

( l ) [Ou dansles substances soumises à l'action d'un champ magnétique. P.] 
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le t roisième terme s'annule en vertu des conditions aux limites. 
Le premier terme de (28) est donc l 'unique min imum de W -

305. Comme cette proposition a une grande importance dans la 
théorie de l 'électr ici té, i l peut être utile de donner la démonst ra t ion 

pour des espaces définis comme dans l 'énoncé du § 100, c 'es t -à-dire 
tels que V soit constant dans certaines parties, et que la composante 
du vecteur a, b, с suivant la normale aux surfaces limites des autres 
parties soit donnée et assujettie, en outre, à la rés t r ic t ion que son 
intégrale prise sur l'ensemble de la surface l imite soit nulle; alors W 
sera minimum si 

и = о, V = о, w — о. 

En effet, nous avons 

r 1 R i = i , r 2 R 2 = i , r 3 R 3 = i ; 

donc, d 'après l 'équat ion (26), 
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suivante du cas le plus général , sous une forme exempte d 'opéra t ions 
analytiques. 

Considérons la propagation de l 'é lectr ici té dans un conducteur de 
forme quelconque, homogène ou hé té rogène . 

Nous savons que : 
i° Une ligne, menée suivant la direction et dans le sens du courant, 

va des points où le potentiel est plus élevé à ceux où i l est moins 
élevé. 

2° Si en tous les points du système le potentiel est changé dans le 
m ê m e rapport, l ' in tensi té est changée dans le même rapport : c'est la 
l o i de Ohm. 

3 ' Si une certaine distr ibution des potentiels donne l ieu à une cer
taine distr ibut ion des in tens i tés , et si une autre distribution des po
tentiels donne une autre dis tr ibut ion des intensi tés , une t rois ième 
dis t r ibut ion où le potentiel est la somme ou la différence des poten
tiels dans la p remiè re et la seconde distr ibution donne l ieu à une 
dis t r ibut ion des intensi tés telle que l ' intensité du courant qu i , dans 
ce t ro is ième cas, passe à travers une surface finie donnée , est égale à 
la somme ou à là différence des intensi tés des courants qui traversent 
cette surface dans le premier et le second cas. Car, d 'après la lo i de 
Ohm, l ' in tensi té additionnelle due à une variation des potentiels ne 
dépend pas de l ' intensi té pr imit ive due à la distr ibution pr imi t ive 
des potentiels. 

4° Si le potentiel est constant sur l'ensemble d'une surface fermée 
ne renfermant n i é lectrodes, n i forces é lectromotr ices in té r ieures , i l 
n'y a point de courant à l ' in tér ieur de la surface fermée, et le poten
t ie l en un point in t é r i eu r quelconque est égal au potentiel sur la 
surface. 

En effet, s'il y a des courants à l ' in tér ieur de la surface fermée, i ls 
décr ivent des courbes fermées, ou bien ils commencent et finissent en 
des points situés à l ' in té r ieur de la surface ou sur cette surface. 

Mais, puisque les courants passent toujours des points où le poten
t ie l est plus élevé aux points où le potentiel est moins élevé, ils ne 
peuvent décr i re des courbes fermées. 

Puisqu ' i l n'y a point d 'électrodes à l ' in té r ieur de la surface, le 
courant ne peut commencer n i finir en un point in té r i eur de la surface ; 
puisque le potentiel est le même en tous les points de la surface, i l ne 
peut y avoir de courant suivant des lignes t racées d'un point à un 
autre de la surface. 

Donc, i l n'y a point de courants à l ' in té r ieur de la surface, et, par 
suite, pas de différence de potentiels; par une pareille différence don-
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nerait l ieu à des courants. Donc, le potentiel en tous les points i n t é 
rieurs est le m ê m e que sur la surface fermée. 

5° S'il n'y a point de courant é lec t r ique qui traverse une partie 
quelconque de la surface fermée, et s ' i l n'y a à l ' in té r ieur de cette 
surface n i é lectrodes , n i forces é lec t romotr ices in té r ieures , i l n 'y a 
point de courant dans la surface, et le potentiel y est partout le même. 

6° Si le potentiel est uniforme sur une partie d'une surface fermée, 
et qu ' i l ne passe point de courant à travers le reste de la surface, le 
potentiel à l ' in tér ieur de la surface est uniforme pour les mêmes r a i 
sons. 

7° Si l'on connaît le potentiel pour chacun des points d'une partie 
d'une surface fermée et l ' intensi té du courant qui traverse la surface 
en chacun des points du reste de cette surface, i l ne peut exister 
pour les points in té r ieurs du corps qu'une seule dis t r ibut ion des po
tentiels. 

Car, si pour un point quelconque in té r i eur au corps i l y avait deux 
valeurs, dont V t fût la p remière et V 2 la seconde, nous pouvons con
cevoir un t rois ième cas dans lequel le potentiel de chaque point 
sera l 'excès de la p remière valeur sur la seconde. Pour la partie de la 
surface où l 'on connaî t le potentiel, le potentiel deviendra nul dans ce 
t rois ième cas; de même , l ' intensité sera nulle pour les autres parties de 
la surface; par suite, d 'après (6 ) , le potentiel sera nu l pour tout 
point à l ' in tér ieur de la surface : i l ne doit donc point exister de dif
férence entre V t et V 2 . I l n'y a donc qu'une seule distr ibution des po
tentiels possible. Cette proposition est vraie, que le solide soit l imi té 
par une ou par plusieurs surfaces fermées. 

Calcul approché de la résistance d'un conducteur de forme donnée. 

306; Le conducteur que nous considérons i c i a sa surface par tagée 
en trois portions : sur l'une, le potentiel est maintenu à une valeur 
constante; sur l'autre, i l ' a une valeur constante différente de la pre
m i è r e ; tout le reste de la surface est impéné t rab le à l 'é lectr ici té . 
Nous pouvons supposer que l 'on remplit les conditions relatives à la 
p remière et à la seconde partie, en appliquant sur le conducteur deux 
électrodes faites d'une substance parfaitement conductrice, et celle 
qui est relative au reste de la surface, en le couvrant d'une couche de 
mat iè re parfaitement isolante. 

Dans ces conditions, l ' intensi té en chaque point du conducteur est 
proportionnelle à la différence des potentiels aux électrodes. Appelant 
cette différence force électromotrice, l ' intensité totale de l'une des 

Гг. d'Élect. et de Magn., I. 3i 
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électrodes à l'autre est le produit de la force é lect romotr ice par la 
conduc t ib i l i t é du conducteur entier, et la résis tance du conducteur 
est l'inverse de sa conduc t ib i l i t é . 

C ' e s t seulement q u a n d un conducteur s e t r o u v e à peu près d a n s les 
conditions a i n s i d é f i n i e s que l 'on p e u t d i r e que, p r i s dans son e n 
s e m b l e , i l a u n e r é s i s t a n c e o u u n e c o n d u c t i b i l i t é d é t e r m i n é e . U n e 
b o b i n e d e r é s i s t a n c e , f o r m é e d ' u n fil fin s e t e r m i n a n t p a r d e g r o s s e s 
m a s s e s d e c u i v r e , s a t i s f a i t à p e u p r è s à c e s c o n d i t i o n s ; c a r l e p o t e n t i e l 
e s t s e n s i b l e m e n t c o n s t a n t d a n s c e s é l e c t r o d e s m a s s i v e s , l e s d i f f é r e n c e s 
d e p o t e n t i e l s q u i p e u v e n t e x i s t e r e n t r e l e s d i f f é r e n t s p o i n t s d ' u n e 
m ê m e é l e c t r o d e p o u v a n t ê t r e n é g l i g é e s d e v a n t l a d i f f é r e n c e d e s p o t e n 
t i e l s a u x d e u x é l e c t r o d e s . 

U n e mé thode t rès utile pour calculer la résis tance de pareils con
ducteurs a été donnée pour la p remiè re fois, à ma connaissance, 
dans un Mémoire de lo rd Rayleigh sur la Théorie de la Réso
nance (J). 

Elle est fondée sur les considérat ions suivantes : si la résistance 
spécifique d'une partie du conducteur change, celle du reste du con
ducteur demeurant invariable, la résistance du conducteur total aug
mente ou diminue, suivant que la résis tance de cette partie augmente 
ou diminue. 

Ce principe peut ê t re considéré comme év iden t ; i l est aussi aisé de 
faire voir que la valeur de l'expression qu i donne la résistance d'un 
système de conducteurs entre deux points choisis comme électrodes 
croî t à mesure que croî t la résistance de chacun des éléments du système. 

I l résul te de là que si, dans la masse du conducteur, nous traçons 
une surface de forme quelconque, et si nous supposons que cette sur
face soit une nappe infiniment mince, formée d'une substance parfai
tement conductrice, la résis tance du conducteur total sera d iminuée , 
à moins que la surface ne soit une surface équipotent ie l le lorsque le 
corps est dans son éta t naturel; car alors, cette surface étant déjà en 
équ i l ib re é lec t r ique , aucun effet ne sera produit quand on la rendra 
parfaitement conductrice. 

T raçons donc dans l ' in té r ieur du conducteur une série de surfaces : 
la p remiè re coïncidant avec la p remière électrode, la dernière avec la 
seconde électrode, les surfaces in termédia i res é tant l imitées par la 
surface non conductrice et ne se coupant point les unes les autres ; 
supposons que chacune de ces surfaces soit une nappe infiniment 

C) Phil. Trans., 187т. 
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mince, d'une substance parfaitement conductrice. Nous aurons ainsi 
cons t i tué un système dont la rés is tance n'est certainement pas supé
rieure à la résis tance du conducteur proposé , et ne l u i devient égale 
que si les surfaces que nous avons choisies sont les surfaces équipo
tentielles naturelles. 

Mais calculer la résistance du système artificiel est une opération 
bien plus aisée que le problème primitif; car la résistance de l'en
semble est la somme des résistances de toutes les couches comprises 
entre les surfaces successives, et l'on peut trouver, ainsi qu'il suit, la 
résistance de chaque couche. 

Soient 

dS un élément de surface de la couche, 
v l 'épaisseur de la couche perpendiculairement à cet é lément , 
p la résis tance spécifique, 
E la différence de potentiels des deux surfaces parfaitement conduc

trices, 

dC l ' intensi té du courant qui passe à travers tf?S; 

alors 
Ci) dC — E -1- dS, 

pv 
et l ' intensi té du courant total qui traverse la couche est 

(,) с = *ff± as, 

l ' intégrat ion s 'é tendant à toute la couche l imitée par la surface non 
conductrice du conducteur. 

D'où la conduct ib i l i té de la couche est 

et la résis tance de la couche est l'inverse de cette quan t i t é . 
Si la couche est l imitée par deux surfaces pour lesquelles une fonc

tion F a des valeurs F et F -+- dF, on a 

ѵ-'Ч(£ИІИ£)Т 
et la résistance de la couche est 
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Pour trouver la rés is tance de l'ensemble du conducteur, nous n'avons 
qu ' à in t ég re r par rapport à F , et nous trouvons 

(6) R i = Г d F 

La résistance R du conducteur, dans son état naturel, est plus 
grande que la valeur ainsi trouvée, à moins que les surfaces choisies 
ne soient les surfaces équipotentielles naturelles. D'ailleurs, comme 
la vraie valeur de R est le maximum absolu des valeurs de Rj et peut 
être ainsi obtenue, une légère différence entre les surfaces choisies et 
les surfaces équipotent ie l les exactes ne produira sur R qu'une erreur 
comparativement faible. 

Cette mé thode pour dé t e rmine r une l imi te inférieure de la valeur 
de la résis tance est év idemment d'une générali té parfaite, et peut 
s'appliquer à des conducteurs de forme quelconque, lors même que la 
résistance spécifique p varierait d'une maniè re quelconque dans l ' inté
r ieur du conducteur. 

L'exemple le plus familier de cette mé thode est la façon dont on 
dé te rmine habituellement la résis tance d'un f i l méta l l ique tendu, de 
section variable. Dans ce cas, les surfaces que l 'on choisit sont des 
plans perpendiculaires à l'axe du fil; les couches ont des faces paral
lèles, et la résis tance d'une couche de section S et d 'épaisseur ds est 

(7) rfR,= 4S-

et la résistance de tout un f i l de longueur s est 

( 8 ) 

S é tan t la section transversale, laquelle est fonction de s. 
Dans le cas des fils dont la section varie lentement avec la longueur, 

cette mé thode donne des résul ta ts t rès voisins de la vérité ; mais ce 
n'est, en réa l i té , qu'une l imi te infér ieure , et la résistance vraie est 
toujours plus grande, sauf dans le cas où la section est parfaitement 
uniforme. 

307. Pour trouver une l imi te supér ieure de la résis tance, supposons 
que l 'on trace dans le corps une surface et qu'on rende cette sux-face 
impéné t rab le à l 'é lectr ici té . L'effet sera d'augmenter la résistance du 
conducteur, à moins que la surface ne soit une surface naturelle de 
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flux. A u moyen de deux systèmes de surfaces, nous pouvons former 
une série de tubes qu i dé te rminen t complè tement le flux; et l'effet 
de ce système de surfaces impénét rab les , s'il y a un effet produit , est 
d 'accroî t re la résis tance du conducteur au delà de sa valeur naturelle. 

La résistance de chaque tube peut être calculée par la méthode que 
l'on a donnée pour un fil fin, et la résistance du conducteur est 
l'inverse de la somme des inverses des résistances de tous les tubes. 
La résistance ainsi trouvée est plus grande que la résistance véritable, 
à moins que les tubes ne suivent les lignes naturelles de flux. 

Dans le cas déjà considéré d'un conducteur en forme de solide de 
révolution al longé, comptons les x suivant l'axe, et soit b le rayon 
de la section faite en un point quelconque. Prenons pour l'une des 
séries de surfaces impéné t rab les des plans passant par l'axe, pour 
chacun desquels cp est constant; pour l'autre., des surfaces de révo
lut ion, pour lesquelles 

(9) y*=*(b\ 

<\> é tant une quant i té numér ique comprise entre о et i . 
Considérons une portion de tube l imitée par les surfaces cp et cp + afcp, 

4» et ф H - dty, et x et x -+- dx. 
La section du tube perpendiculaire à l'axe est 

( 1 0 ) ydyd® = i ô 2 d t y o ? c p . 

Si Ѳ est l'angle du tube avec l'axe 
i dh 

( 1 1 ) t a n s e = , > 2 ^ -

La vraie grandeur de l 'é lément de tube est dxsêcb, et sa vraie sec
tion est 

±b2dtyd® cosO, 

de sorte que la résistance est 
. . dx . dx Г . (dby\ 

< i 2 > a P è ^ s e c 2 6 = 2 p p ^ L I + H ^ ; J* 
Soient 

(.S) В = / £ ( * ) ' * , 

l ' in tégrat ion s 'é tendant à toute la longueur x du conducteur; alors la 
résistance du tube dvdty est 

3 P ^ A + + B>' 
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et sa conduct ib i l i t é 
dtydy 

а ( А - ь ф В ) ' 

Pour trouver la conductibilité de tout le conducteur, laquelle est la 
somme des conductibilités des différents tubes, nous devons intégrer 
cette équation depuis «p = о jusqu'à cp = ait, et de ф = о à ф = i . Le 
résultat est 

04) г ,«lo*(I+î). 
R' ~ • ß 

i l peut ê t re infér ieur , mais non supér ieur à la conduct ib i l i té vraie du 
conducteur. 

db В 
Si ^ est toujours une petite quan t i t é , est aussi petit , et nous 

pouvons développer l'expression de la conduct ib i l i té sous la forme 

, e 4 i тс / i В i В 2 i В 3 \ 
( і 5 ) Й " ' Я Х Г 
 + 3 X ï - 4 A ! + " T 

• ТС • • 
Le premier terme ^ est celui que l 'on aurait t rouvé , par la p remière 
mé thode , comme l imi te supér ieure de la conduct ib i l i t é . Donc la con
duc t ib i l i t é vraie est infér ieure au premier terme, mais supér ieure à la 
sér ie tout en t iè re . La l imi te supér ieure de la résis tance est l'inverse 
de celle-ci, soit 

. . . A / i В i B« i В» \ 
0 6 ) R = — i + - T 4 - _ _ . 
x ' те \ 2 A 12 A 2 a4 A a / 

Si nous avions supposé non seulement que le flux est dir igé par les 
surfaces cp et mais encore que le flux dans chaque tube est propor
tionnel à dydty, on aurait obtenu, comme valeur de la résistance, sous 
cette restriction supp lémenta i re , 

0 7 ) , • R " = i ( A + | B ) , 

laquelle est év idemment supér ieure à ' ia p remière valeur, ainsi qu'elle 
devait l 'ê t re en raison de cette restriction additionnelle. Dans le Mé
moire de lo rd Rayleigh, cette supposition est faite, et la l imite supé
rieure de la résis tance qui y est donnée a la valeur (17), un peu plus 
grande que celle obtenue en (16). 

3 0 8 . Nous allons maintenant appliquer cette même méthode à la 
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recherche de la correction qu ' i l faut appliquer à la longueur d'un con
ducteur cylindrique de rayon a, lorsque son extrémité est mise en 
contact avec une électrode massive, que nous supposerons faite d'un 
métal différent. 

Pour trouver la l imi te infér ieure , nous pouvons supposer que l'on 
interpose entre le bout du cylindre et l ' é lect rode massive un disque 
infiniment mince d'une substance parfaitement conductrice, de façon 
que le potentiel soit partout le m ê m e au bout du cylindre. Alors le 
potentiel dans le cylindre ne sera plus fonction que de sa longueur; 
et, si nous supposons que la surface de contact de l 'é lectrode et du 
cylindre soit à peu près plane et que l 'é lectrode ait des dimensions 
considérables relativement au d iamèt re du cylindre, la distr ibution 
du potentiel sera la même que celle qui est produite sur un conducteur 
en forme de disque placé dans un mi l ieu inf ini . ( Voir § 151 et 177. ) 

Si E est la différence entre le potentiel du disque et celui des parties 
les plus éloignées de l 'é lect rode, С l ' intensi té du courant qu i va de la 
surface du disque à l 'é lectrode, et si p' est la rés is tance spécifique de 
l ' é lec t rode; si enfin Q est la quan t i t é d 'électr ici té r épandue sur le 
disque et que nous supposons d is t r ibuée comme au § 151, nous avons 

(18) p'G = | 4 ^ Q = 2 ^ - 7 r - = 4 « E > 

2 
d'après le § 151. 

Si donc le fil présente une longueur L depuis un point donné j u s q u ' à 
l 'é lectrode, et si sa résistance spécifique est p, sa résis tance, depuis le 
point choisi j u squ ' à un point de l 'é lectrode non si tué dans le voisinage 
de la jonction, est 

a = p — - -+- -—? 
1 i r a 2 4 a 

ce qui peut s 'écrire 

(19) R = - P 1 f L + p ' ^ ) ; v y J ъа* \ p 4 J' 

le second terme de la paren thèse est une quan t i t é que l 'on doit ajouter 
à la longueur du cylindre ou du fil quand on calcule sa résis tance, et 
qui est év idemment une t rès petite correction. 

Pour comprendre la nature de l'erreur dont i l s'agit, i l faut remar
quer que nous avons toujours supposé le flux uniforme dans toute la 
section du fil, y compris le disque; mais le flux du disque à l 'é lec
trode n'est plus uniforme : en chaque point, i l est inversement pro
portionnel à la corde min imum passant par ce point. Dans le cas 
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actuel, le flux à travers le disque n'est pas uniforme; mais i l n'est pas 
non plus aussi différent d'un point à un autre que nous le supposons 
i c i . Dans le cas actuel, le potentiel du disque n'est pas uniforme, mais 
varie et diminue quand on va du mi l ieu vers les bords. 

309. Nous allons maintenant dé te rmine r une quan t i t é plus grande 
que la vraie rés is tance, en astreignant le flux à êt re uniforme en tous 
les points du disque. Nous pouvons supposer que les forces é lec t ro
motrices introduites à cet effet agissent perpendiculairement à la sur
face du disque. 

La résis tance du f i l sera la même que p récédemmen t ; mais la quan
t i té de chaleur produite dans l 'é lectrode sera l ' intégrale de surface du 
produit du flux par le potentiel. Or le flux, en un point quelconque, 
est 

G 

et le potentiel est le même que celui d'une surface électrisée pour 
laquelle la densi té superficielle и est 

( 2 0 ) 2TCff = — i - , 

тс a 2 

p' é tan t la résistance spécifique. 
Nous avons donc à dé te rminer l 'énergie potentielle de la charge d'un 

disque dont la densi té suoerficielle est uniforme et égale à a. 
(*) On trouve aisément que sur les bords d'un disque où la densi té 

superficielle est uniforme et égale à a, le potentiel est 

4 aa. 

Le travail effectué, si l 'on ajoute à la circonférence du disque une 
bande d 'épaisseur da, est 

nzavda^aa, 

et l 'énergie potentielle totale du disque est l ' intégrale de cette expres
sion, soit 

Dans le cas de la conduction é lec t r ique , le travail effectué dans une 

(•) Voir un Mémoire du professeur Cayley, London Math. Soc. Proc, VI, 
p. 4 7 . 
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électrode de rés is tance R' est 

C 2 R ' ; 

mais, d 'après l 'équat ion générale de conduction, l ' intensité du courant 
qui passe à travers l 'unité d'aire du disque est de la forme 

_ i dY 
p' ач 

ou 

Donc la quant i té de travail effectué est 

4jü P 
P' 

Nous avons donc 

(22) C 2 R ' = P ; 

d'où, en vertu de (20) et de (21), 

I V : 
8p' 

et la correction qu ' i l faut faire subir à la longueur du cylindre est 

P' 8 
p Зтс 

cette correction é tan t supér ieure à la vraie valeur. La correction vraie 

à faire sur la longueur est donc - an, où n. est un nombre compris 

entre ^ et ~ , c 'es t -à-di re entre 0,786 et 0,849. 

Par une deuxième approximation, lord Rayleigh a r édu i t à 0,8282 la 
l imi te supér ieure de n (*). 

(' ) Phil. Mag., nov. 1872. Plus tard, lord Rayleigh a obtenu pour limite' supé
rieure 0 , 8 2 4 2 . (Voir London Math. Soc. Proc, VIII , p. 7 4 . ) 
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CHAPITRE IX, 
CONDUCTION DANS LES MILIEUX HÉTÉROGÈNES. 

Des conditions qui doivent être satisfaites à la surface de séparation 
de deux milieux conducteurs. 

310. I l y a deux conditions auxquelles doit satisfaire, en général , 
toute dis tr ibut ion de courants : la condition de cont inui té du poten
t ie l et la condition de cont inu i té des courants é lec t r iques . 

La p r e m i è r e de ces conditions exige que deux points infiniment 
voisins, mais situés de part et d'autre de la surface de séparat ion de 
deux mil ieux, soient à des potentiels égaux. I l est entendu que les 
potentiels sont mesurés avec un é lec t romètre relié au point considéré 
par une élect rode faite d'un méta l donné . Mais, si les potentiels sont 
mesurés par la mé thode décr i te aux § 222 et 246, où les électrodes 
viennent aboutir dans une cavi té pleine d'air, creusée dans le conduc
teur, les potentiels de deux points voisins pris sur des métaux diffé
rents devront différer d'une certaine quan t i t é qui dépend de la nature 
et de la t e m p é r a t u r e des deux mé taux . 

L'autre condition à la surface est que le courant qui passe à travers 
un é lément quelconque d e l à surface de séparat ion ait la même valeur, 
quel que soit celui des mil ieux dans lequel on le mesure. 

Ains i , V t et V 2 é tan t les potentiels dans les deux mil ieux, en un 
point quelconque de la surface de sépara t ion, 

( 1 ) V! = V „ 

et, si щ, çu Wi et u%, ç>2, w 2 sont les composantes de l ' intensité dans 
les deux mil ieux, et /, m, n les cosinus directeurs de la normale à la 
surface de séparat ion, 

(2) lux -+- mv\ -+- nw\ — Іщ -f- mt> 2 -+- nw^. 

Dans le cas le plus général , u, v et w sont des fonctions l inéaires 
des dérivées de V et sont représentées par des équat ions de la forme 

/ и — / ^ Х -ь jo 3 Y -f- # 2 Z , 

(3) Г =9s*-+-raY-hplZ, 
\ w = j t? 2 X qx Y -t- rzZ, 
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où X, Y , Z sont les dérivées partielles de V, par rapport à y et s. 
Considérons le cas où la surface sépare un milieu qui a ces coeffi

cients de conduction d'un milieu isotrope, où le coefficient de con
duction est r. 

Soient X', Y', Z' les valeurs de X, Y, Z dans le milieu isotrope; 
nous avons à la surface 

(4) V = V 

ou 

(5) Xdx + Xdy + Zdz = X!dx + Ydy-¥ Z'dz, 

quand 

(6) Idx •+- mdy -f- ndz = o. 

Cette condition donne 

(7) X ' = X - 4 - 4 i w f , Y ' = Y -r -4 i rsm, Z ' = Z - b 4 r o m , 

a é tant la densi té superficielle. 
Nous avons aussi, dans le milieu isotrope, 

(8) и ' = г Х ' , t> '=rY ' , w'=rZ', 

et à la surface la condition du flux est 

(9) и! I -+• v'm -+- w'n = ul -t- vm -+- wn 

ou encore 

r ( l X'-4- m Y ' + n Z' ) = l ( n X -ьрз Y-ь q, Z ) 
4 - m ( ^ 3 X - + - / - 2 Y - b / ) 1 Z ) - b n ( / ? 2 X 4 - g ' i Y - t - r 3 Z ) ; 

d'où 

4<7Tffr = [£(>!— r ) -H mq3 + npz]X 4 - [lps + m(r2— r) -+- re^JY 
+ [ ^ s + m j B i + и(г8 — ^ ) ] Z . 

La quan t i t é cr représente la densi té superficielle de la charge, à la sur
face de séparat ion. Dans les substances cristallines ou organisées, elle 
dépend de la direction de la surface, aussi bien que de la force qui est 
normale à cette surface. Dans les substances isotropes, p et q sont 
nuls, et tous les coefficients r sont égaux , de sorte que 

(12) 4TOT = ^ — i ^ ( J X - M n Y - r - n Z ) , 

où rt est la conduct ibi l i té de la substance, et r celle du milieu e x t é -
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rieur, et l, m, n les cosinus directeurs de la normale dirigée vers le 
milieu dont la conductibilité est r . 

Si les deux milieux sont isotropes, les conditions peuvent être bien 
«simplifiées ; car, к étant la résistance spécifique par unité de volume, 

, 3 ) и = - — p = _ I !Y w = _ L 
к dx' к dy' ~^ к ds ' 

et si v est la normale menée en un point de la surface de séparat ion, 
du premier mi l ieu vers le second, la condition de cont inui té est 

K 4 ; ki di ~ kz dv ' 

Si 6 t et Ѳг sont les angles que font, avec la normale à la surface de sé
paration, les lignes de flux dans le premier et dans le second mi l ieu , 
les tangentes à ces lignes de flux sont dans le plan qui contient la nor
male et sont s i tuées de part et d'autre de cette normale, et 

( i5) kt tangôj = /c2 tang6 2. 

C'est ce qu'on peut appeler la loi de la réfraction des lignes de flux. 

311. Pour donner un exemple des conditions qui doivent ê t re satis
faites lorsque l 'é lectr ici té traverse la surface de séparat ion de deux 
mil ieux, nous allons considérer une surface sphér ique de rayon a, la 
résis tance spécifique é tant kt à l ' in té r ieur de la sphère et кг à l 'exté
r ieur . 

Développons en harmoniques solides le potentiel de l ' in tér ieur et 
celui de l ' ex té r ieur de la surface, et soient 

( i ) V 1 = [ A , r ' 4 - B 1 r - w + ï ) ] S / , 

( 2 ) V 2 = [ A 2 ri H - B 2 ] Sit 

les parties qu i , pour l ' in té r ieur et pour l 'extér ieur de la sphère , d é 
pendent de l'harmonique de surface Sj. 

A la surface de séparat ion, où r = a, nous devons avoir 

(3) \i = V 2 et -- —— = - -r—• 
4 ki dr /c 2 dr 

De ces conditions, nous tirons les équat ions 

j (At — А 2 ) а 2 / + і ч _ ( в 1 — B j ) = o, . (4) 
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Si nous connaissons deux des quatre quantités A 1 ? A 8 , Bu В , , ces 
équations suffisent pour déterminer les deux autres. 

Supposons connus Aj et B 1 ? nous trouvons les expressions suivantes 
de A 2 et B 2 : 

[kt ( i •+• T) 4- h i] A i 4- ( h — h) ( i •+• t) Bj а-(«й-і) 
kl(7.ï-Jrl) ' 

(ki—k2) iki агі+1-+- [ki i - ь /c2( i -t- i ) ] B t 

# i ( 2 ï - f - l ) 

On peut ainsi trouver les conditions auxquelles doit satisfaire chaque 
terme du déve loppement harmonique du potentiel, pour un nombre 
quelconque de couches l imi tées par des surfaces sphér iques concen
triques. 

312. Soient a le rayon de la p remiè re surface sphér ique , a% le rayon 
d'une deuxième surface sphé r ique plus grande, au delà de laquelle la 
résis tance spécifique est k3. S'il n'y a à l ' in té r ieur de ces sphères n i 
sources, n i pertes d 'é lect r ic i té , i l n'y a point de valeurs infinies de V , 
et nous aurons 

Bi = o. 

Nous trouvons alors, pour les coefficients A 3 et B 3 du mil ieu ex té 
rieur, 

А3/сі/с2(2і'ч-і)2= jr/c^as-bi) H- к21][к2(ъ -f- і) - ь k3i] 

- t - l - ( ^ i ) ( / c i - / c 2 ) ( / c 2 - / c 3 ) ( g ) 2 ' + 1 J A 1 , 

B 3 kt k2 ( 2 i -b i ) 2 = j i[ ki ( i - ь i) - ь k2 i] ( /c2 — k3 ) ali+1 

-+- i ( к i — kt ) [ к 2 i -h к a ( i - ы ) ] a \ i + 1 j A i . 

La valeur du potentiel dans le mil ieu ex té r ieur dépend en partie 
des sources extér ieures d 'électr ici té qui produisent les courants, i ndé 
pendamment de l'existence de la sphère de mat iè re non homogène 
introduite dans le champ de ces sources, et en partie de la perturba
t ion causée par l ' introduction de cette sphère hé té rogène . 

La p r emiè re partie dépend seulement d'harmoniques solides de 
degré positif, car elle ne peut avoir de valeurs infinies à l ' in té r ieur de 
la sphère . 

La seconde partie ne doit dépendre que d'harmoniques de degrés 
négatifs , car elle doit s'annuler à une distance infinie du centre de la 
sphère . 
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Donc, le potentiel dû aux forces é lect romotr ices extér ieures doit 
ê t r e développable en une série d'harmoniques solides, de degré po
s i t i f . Soit A 8 le coefficient de l 'un d'eux, de la forme 

A3Sj-r*'; 

nous pouvons trouver A j , le coefficient correspondant pour la sphère 
in t é r i eu re , par l 'équat ion (6 ) , et de celui-là dédui re A 2 , B 2 et B 3 . De 
ceux-ci, B 3 r eprésen te l'effet produit sur le potentiel du mil ieu ex té 
r ieur par l ' introduct ion des sphères hé térogènes . 

Supposons maintenant k3 = ki] nous serons dans le cas d'une enve
loppe creuse, pour laquelle к = k2, qu i sépare un mil ieu in té r i eur 
d 'un mi l ieu ex té r ieur semblable, dans lequel k = ki. 

Si nous posons 

G 

alors 

(7 ) 

La différence entre A 3 , le coefficient non t roub l é , et sa valeur A t dans 
la cavité in t é r i eu re de l'enveloppe sphér ique , est 

(8) 

Puisque cette quant i té est toujours positive, quelles que soient les 
valeurs de ky et k2, i l résul te que l'action électr ique, dans l'espace 
compris à l ' in té r ieur de l'enveloppe, est moindre qu ' i l n ' eû t été autre
ment, que la couche sphér ique conduise mieux ou plus mal que le 
reste du mi l i eu . Si l'enveloppe conduit mieux que le reste du milieu, 
elle tend à égaliser le potentiel dans toute l'é.tendue de la sphère inté
rieure. Si elle conduit moins bien, elle tend à empêcher absolumenl 
les courants é lect r iques d'atteindx'e la sphère in té r ieure . 

Le cas d'une sphère massive peut ê t re dédui t de celui-ci, en faisani 
ал •==. о, ou peut ê t re é tud ié directement. 

313. Le terme le plus important dans le développement harmoniqu« 



Le cas d'une sphère massive de résis tance kz peut s'en dédu i re en fa i 
sant «! = o. On a alors 

( I 0 ) А з = / м ^ А з ' B 2 = = 0 ' В з = = / с 7 ^ а | А з ' 

I l est aisé de faire voir , au moyen des expressions générales, que la 
valeur de B 3 est la m ê m e dans le cas d'une sphère creuse formée d'un 
noyau de résis tance kx en touré d'une enveloppe de résistance k2, et, 
dans le cas d'une sphère massive et homogène , ayant pour rayon le 
rayon de la surface ex té r i eure et p résen tan t une résistance K , où 

к _ (ік^ к2)а%-л-(кі —k2)a\ ^ 
^ ' ( a / c t + k%)a\ — 2(/ci — k%)a\ 2' 

314. Si l 'on a n sphères de rayon a 4 et de résis tance ku répar t ies 
dans un mil ieu de résistance k2f et écartées les unes des autres à des 
distances telles que l 'on puisse considérer comme indépendan t s les ef
fets de perturbation qu'elles exercent s,ur la marche des courants, et 
si ces sphères sont toutes contenues dans une sphère de rayon a2, le 
potentiel, en un point t rès éloigné du centre de cette sphère , sera de 
la forme 

(12) Ѵ = ^ А / * н - / г В ^ c o s 6 , 

la valeur de В étant 

<- 3> в = от^А-

Le rapport du volume des n petites sphères à celui de la sphère qu i 
les contient est 

(14) P = n%' 

La valeur du potentiel, en un point éloigné du centre de la sphère , 

DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE S A T I S F A I T E S , E T C . 

est celui dans lequel i — 1; on a 
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pourra donc être mise sous la forme 

(>J) ѵ = А ( г ^ й | ^ | Л ) с о 8 е . 

Or, si toute la sphère avait été faite d'une substance ayant la résistance 
spécifique K , on aurait 

( .в ) Ѵ = А ( г + ^ Д ^ і ) » . . . 

Pour que l'une de ces expressions soit équivalente à l'autre, i l faut 
que 
, ч K _ а /с і-ь h -+-p(ki — k%) # 

^ 2/C1-+- /c2 — 2/?(/fi — кч) 

Telle est donc la résis tance spécifique du mil ieu composé , formé d'une 
substance de résis tance £ 2 , dans lequel sont disséminées de petites 
sphères de résis tance kt, le rapport du volume des petites sphères au 
volume de le masse totale é tant égal à p. Pour qu ' i l ne se produise 
pas d'effets dus aux réact ions mutuelles de ces sphères , i l faut que 
leurs rayons soient petits en comparaison de leurs distances, ou que p 
soit une fraction assez faible. 

Ce résu l ta t peut aussi ê t re obtenu par d'autres m é t h o d e s ; mais 
celle qu i est donnée ic i ne fait que revenir sur le r é su l t a t déjà obtenu 
dans le cas d'une seule sphère . 

Si la distance des sphères n'est pas grande relativement à leur 

rayon et si —-, ~ est considérable , d'autres termes s'introduisent 
J aki-i-ki 7 

dans le résul ta t que nous allons examiner maintenant. En raison de 
l'existence de ces termes, certaines distributions des sphères donnent 
l ieu à des résistances du mil ieu composé variables dans les diffé
rentes directions. 

Application du principe des images. 

315. Prenons pour exemple le cas de deux mil ieux séparés par une 
surface plane, et supposons que, dans le premier mil ieu, à une dis
tance a de la surface, i l y ait une source S d 'électr ici té , qui émet une 
quan t i t é d 'é lectr ici té S dans l 'uni té de temps. 

Si le premier mi l ieu s 'étendait indéfiniment, le courant aurait, en 
E 

un point quelconque P, la direction SP, et le potentiel en P serait — , 

o ù E = ^ e t r l = S P . 
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Dans le cas actuel, les conditions sont remplies, si Ton prend un 
point I , image de S dans le second mi l ieu , de sorte que le plan de sé
paration des deux mil ieux divise normalement IS en deux parties 
égales. Soit r 2 la distance d'un point quelconque au .point I ; à la sur
face de séparat ion 

( l ) ГІ - r s , 

( \ tu - _ дІ2 

Soit V t le potentiel en un point du premier mi l ieu , dû à une quan t i t é 
E d 'électr ici té placée en S, et à une autre quan t i t é E 2 fictivement 
placée en I ; soit V 2 le potentiel en un point du second mi l ieu , dû à 
une quant i té E t fictivement placée en S. Alors, si 

( j ) Vi = 1 et V 2 = — j 

П rt rx 

la condition à la surface Vj = V 2 donne 

(4) E + E 2 = E 1 , 

Le potentiel dans le premier mil ieu est donc égal à celui que produi
raient dans l 'air, d 'après la théor ie é lec t ros ta t ique , une charge E 
placée en S et une charge E 2 placée en I ; et le potentiel dans le se
cond mil ieu est égal à celui que produirait dans l 'air une charge E 
placée en S. 

En un point quelconque du premier mi l ieu , l ' intensi té est égale à 

celle que produiraient la source S et une source ^ 2 ^_ S placée en I , 

agissant dans le premier mil ieu supposé in f in i ; et l ' intensité dans le 

second mil ieu est égale à celle que produirait une source S 

placée en S, dans le second mil ieu supposé inf ini . 
Nous avons ainsi une théorie complète des images électr iques dans 

Tr. d'Èlect. et de Magn., I . З2 
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le cas de deux milieux séparés par une surface plane. Quelle que soit 
la nature des forces électromotiùces qu i agissent dans le premier m i 
lieu, le potentiel qu'elles y produisent peut se calculer en combinant 
leur effet direct à l'effet de leur image. 

Si nous supposons le second mil ieu parfaitement conducteur, / с 2 = о, 
et l 'image I est égale et de signe contraire à la source S. Tel est le cas 
des images é lect r iques dans la théor ie é lectrosta t ique de Thomson. 

Si nous supposons le second mil ieu parfaitement isolant, k2 est i n 
f in i , et l'image I est égale à la source S et de même signe. Tel est le 
cas des images en hydroc iné t ique , lorsque le fluide est l imité par une 
surface plane r igide. 

316. La méthode d'inversion, si uti le en Élect ros ta t ique où l 'on 
suppose que la surface de séparat ion est celle d'un corps parfaitement 
conducteur, ne s'applique plus au cas plus général d'une surface sépa
rant deux milieux présentan t des résistances électr iques inégales. 
Toutefois, on peut appliquer la mé thode d'inversion dans le plan, 
ainsi que la mé thode , plus générale , de transformation dans le plan 
donné au § 190 (»). 

Conduction dans une plaque séparant deux milieux. 

317. Considérons une plaque d 'épaisseur A B , faite d'une substance 
de résis tance k%, qui sépare deux milieux de résistances kx et k3 

{fig. з 4 ) , et voyons comment elle fait varier le potentiel dû à une 

source S placée dans le premier mi l ieu . 
Le potentiel sera égal à celui qui serait dû dans l 'air à une série de 

charges placées en certains points sur la normale menée par S à la 
plaque. 

(') Voir KIRCHHOPF, Pogg. Ann., LXIV, 497» e t LXVII , 3/(4; QUINCKE, Pogg., 
XCVIÏ, З82, et SMITH, Proc. B. S'. Edin., 1869-70, p. 79. 
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Faisons , 

A I = SA, B I j = S B , A J ! = I i A , B I 2 = J t B , A J 2 = I 2 A , 

nous avons ainsi deux séries de points écartés les uns des autres au 
double de l 'épaisseur de la plaque. 

318. Le potentiel en un point quelconque P du premier mil ieu est 
égal à 

/ON E I I I Ь 

(8) _ + _ + _ . + Й - - І - . . - , 

le potentiel en un point P' du second milieu est 

E' L iL A_ Ji ' 
(9) p , s •+- p , r H - p T j -+- Р , Г А -» H Р , Г І + p , j 7 

le potentiel en un point P" du troisième milieu sera 
. E" Ji J 2 

( i o ; p»g -+- p; ,^ H - p-y^j H ' 

où I , P, . . . représentent les charges fictivement placées aux points 
1,1', . . . , et où les accents indiquent que le potentiel doit ê t re pris à 
l ' in tér ieur de la plaque. 

Alors, d 'après le paragraphe précédent , nous avons, pour la surface 
passant par A , 

( u ) ^ Г ^ - х Е , E ' = 7 ^ \ - E . 4 к2 -+- ki k2-+- kt 

Pour la surface passant par B , nous avons 

De même , pour la surface passant par A , 

( i3 ) ' J ' 1 = * L = £ r i f - i 1 = a*L_ r . 

pour la surface passant par B , 
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nous trouvons pour le potentiel dans le premier "milieu 

( •.r E E . , E ,, «s i E 

V = = PS ~ p Pï + ( 1 ~ P ) p PT + P ( I ~ p ) p p pT + " ' 
— 1 ,B 

( +P'(I-P 2 ) (PP') ' 1 - 1 pj;-
Pour le potentiel dans le t roisième mil ieu, nous trouvons 

< l 6 ) v-(.+pr)(,- P)E[,k+ !£ + ... + . 

Si le premier milieu est le même que le t rois ième, kt — k3 et p = p', 
et le potentiel, sur l'autre côté de la plaque, sera 

(, 7) V - ( . - p . ) K ( ^ 4 - ^ ; 4 - . . . + ^ ) . 

Si la plaque conduit bien mieux que le reste du mil ieu, p est très 
voisin de i . Si la plaque est un isolant presque parfait, p est presque 
égal à — i ; et, si le pouvoir conducteur de la plaque diffère peu de 
celui du reste du mil ieu, p est une quan t i t é très petite, positive ou né
gative. 

La théorie de ce cas a été donnée , pour la p remière fois, par Green, 
dans sa Théorie de l'induction magnétique (Essay, p . 65) . Mais 
son résul ta t n'est exact que si p est presque égal à i (l). La quant i té g 
qu ' i l emploie est liée à p par les équat ions 

2 p k,— кч 

g - —r— 3 — p к j -t- *2 /c2 

= ъ % = / f i ~ _ / f ? . 
P 2 + ^ к j -+- /с 2 * 

/ тс fc 
Si nous posons p = — , nous avons la solution du problème de 

r 1 -+- 2 7IX R 

l ' induction magné t ique produite par un pôle magnét ique dans une 
plaque indéfinie dont le coefficient d'aimantation est x. 

Des conducteurs'stratifiés. 

319. Soit un conducteur formé de couches alternatives d'épaisseurs 
с et c', de deux substances dont les coefficients de conduct ibi l i té sont 

(') Voir Sir W . THOMSON, Note sur l'induction magnétique dans une plaque. 
(Camb. and Dub. Math. Journ., nov. i8/|5, ou Reprint, art. I X , § 156.) 
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différents. On demande de trouver les coefficients de résis tance et de 
conduct ib i l i té du conducteur composé. 

Prenons le plan des couches normal aux z, et distinguons par un 
accent les symboles.relatifs à la couche d e l à deuxième espèce, par un 
t ra i t placé au-dessus les symboles relatifs au conducteur composé : 

ainsi X . Alors 

X = = X — X ' , (с + с')и = см + с'м', 

Y = Y = Y', (c + c')p = cv -h c V , 

(c + c')Z = cZ + c'Z', w = w = w'. 

Nous devons d'abord dé te rminer M, U', V, V, Z et 11 en fonction de 

X , Y et d 'après les équat ions de résistance du § 297 ou celles de 
conduct ibi l i té du § 298. Si nous désignons par D le dé te rminan t des 
coefficients de rés is tance, nous trouvons 

ur3D - R 2 X — Q 3Y •+ wq^T), 

vr3 D = R, Y — P 3 X •+- wpi D, 

Z r 3 =—p.2 X - qxY -H w. 

Des équat ions semblables, où les symboles sont accentués , donnent 

les valeurs de u', v et Z' . Ayant t rouvé u, v et w en fonction de X , 

Y et Z, nous pouvons poser les équat ioas de conduct ib i l i té du conduc
teur stratifié. Si nous faisons 

h = — et h' = —y ? 

nous trouvons 
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320. Si aucune des substances dont sont formées les couches ne 
possède la p ropr ié té rotatoire du § 303, la valeur d'un quelconque 
des P ou p sera égale à celle du Q ou q correspondant. D'où i l résul te 
que, dans un conducteur stratifié, on a aussi 

pt = gi, pl= ~qi, pl=Ti\ 
c 'es t -à-d i re que la stratification ne développe point de propr ié té rota
toire, s'il n'en existe déjà dans les substances employées. 

321. Si nous supposons maintenant qu ' i l n'y ait point de propr ié té 
rotatoire, et que les axes des x, des y et des z soient des axes pr inc i 
paux, les coefficients p et q s'annulent, et 

с - ь c' 
с с' 

• H — 
''3 r3 

Si donc nous employons deux substances isotropes, l'effet de la strati
fication sera de rendre la résistance maximum dans la direction de la 
normale aux couches; la insistance sera la même dans toutes les direc
tions paral lèles au plan des couches. 

322. Prenons une substance isotrope de conduct ib i l i té r; cou
pons-la én tranches t rès minces, d 'épaisseur a, et faisons alterner ces 
tranches avec d'autres d'une substance de conduct ibi l i té s et d 'épais
seur kxa. 

Supposons ces tranches normales aux x. Coupons maintenant ce 
conducteur en tranches d 'épaisseur plus grande b, normales aux y, et 
faisons alterner ces tranches avec des tranches de conduct ib i l i té s et 
d 'épaisseur k^b. 

Enfin, coupons ce nouveau conducteur en tranches d 'épaisseur plus 
grande encore c, et faisons-les alterner avec des tranches de conducti
bi l i té s et d 'épaisseur k3c. 

Le résu l ta t de ces trois opérat ions est de partager la mat ière de con
duc t ib i l i t é r en paral lélépipèdes rectarrgles, dont les dimensions sont 
a, b et c, b é tan t t rès petit relativement à c, et a très petit relative
ment à b, et de noyer ces paral lélépipèdes dans la substance de con
duc t ib i l i t é s, leur écar tement é tant de kxa dans le sens des x, de k^b 
dans le sens des y et de k3c dans le sens des z. On trouve la conduc
t ibi l i té du conducteur ainsi formé, dans le sens des x, des y et des z, 
en appliquant trois fois successivement les résul ta ts du § 321. On ob-

— С7*i - l - С' Г\ 
/ч . » 7'2 = C7'? • С'г'ч 

С - h С 
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L'exactitude de cette é tude tient à ce que les trois dimensions des 
parallélépipèdes sont d'ordres de grandeur différents, en sorte que 
l'on peut négliger les conditions à remplir sur les angles et sur les 
arê tes . Si l 'on fait ku /c2 et k3 tous égaux à l 'uni té , 

5/--b3s Zr-h5s 2r-4-6s ri = — —- s, /'2 =' — —.— s, r-i = — • s. 
4 г-+-4« 2i'-+-bs r - H 7 s 

Si s — o, c'est-à-dire si le milieu dans lequel sont placés les para l lé lé 
pipèdes est un isolant parfait, 

ri = js, г., - I s, r 3 = f s. 

Si /' — oo , c 'est-à-dire si les paral lélépipèdes sont des conducteurs 
parfaits, 

>*l = f s > Г2— jS, r 3 = 2 S . 

Dans tous les cas, pourvu que /q — k2~ /c3, on peut montrer que rt, 
; ' 2 et r3 sont dans l'ordre des grandeurs croissantes, et que la conduc
t ibi l i té la plus grande se présente dans le sens de la dimension la plus 
grande, la résistance la plus grande dans le sens de la dimension la 
plus petite des paral lé lépipèdes. 

323. Dans un paral lélépipède rectangle formé d'une substance con
ductrice, perçons d'un sommet au sommet opposé un passage conduc
teur : ce sera, par exemple, un f i l métal l ique recouvert d'une sub
stance isolante, de dimensions transversales assez petites pour que la 
conduct ib i l i té de la masse ne soit changée que par le courant qu i 
passe le long du fil. 

Soient b, с les dimensions du paral lé lépipède dans les directions 
des axes; et soit К abc la conduct ib i l i té du passage qui s 'étend de 
l 'origine au point (abc). 

La force é lect romotr ice qui agit entre les ex t rémi tés du passage est 

a X + èY + cZ 

et, si С est l ' intensité le long du passage, 

С = Kabc(aX -b 6Y •+- cZ) . 
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Le courant qui traverse la face bc du paral lé lépipède est bcu, et i l 
se compose du courant dû à la conduct ib i l i té de la masse et du cou
rant dû à la conduct ib i l i t é du passage, ou bien 

bcu = bc(rxX -+-p3Y -t- Ç Î Z ) - ь Kabc(aX 4 - bY 4 - cZ) 
ou bien 

и = ( r t + Ка«)Х 4 - ( p , + (Kab)Y 4 - (q2-\-Kac)Z. 

On trouverait de même les valeurs de v et w. Les coefficients de 
conduct ibi l i té , , modifiés par l'effet du passage, seront 

П-ьКа*, 7 ' 2 - H K Ö 2 , r 8 + K c * , 
Kôc, / э 2 4 - К с а , />з-t- Ka&, 

<7i-i-Kôc, <jr 24-Kea, ^ 3 H - K a ô . 

Dans ces expressions, les termes ajoutés à p1} . . . , par l'effet du pas
sage, sont égaux aux termes ajoutés à qu . . . . Donc les valeurs de pt 

et de qx ne peuvent ê t re rendues inégales par l ' introduction de pas
sages l inéaires dans chacun des éléments de volume du solide; et la 
p ropr ié té rotatoire du § 303 ne peut ê t re créée par de tels moyens, si 
elle n'existe pas p réa l ab lemen t . 

324. Construire un système de conducteurs linéaires ayant des 
coefficients de conductibilité donnés quelconques et formant un 
système symétrique. 

Divisons l'espace en petits cubes égaux, et soit l 'un d'eux représenté 
par la fig. 25. 

Fig. 25. 

Mf N 

N' M 

Supposons que les coordonnées des points O, L , M , N et leurs poten
tiels soient 

ce. 

О о 
L о 
M i 
N i 

Relions ces quatre points par les six conducteurs 

OL, ОМ, ON, MN, NL, LM, 

y. z. Potentiel. 
0 * о X + Y + Z 
1 i X 
0 i Y 
1 о Z 
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dont les conductibilités" sont 

A, B , C, P, Q, R . 
* 

Les forces é lect romotr ices qui agissent le long de ces conducteurs 
seront 

Y + Z , Z + X, X + Y , Y - Z , Z - X, X — Y, 

et les intensi tés 

A ( Y - b Z ) , B ( Z - b X ) , C ( X + Y ) , P(Y — Z), Q ( Z — X ) , R ( X - ^ Y ) . 
De ces intensi tés , celles qu i apportent de l 'électrici té dans le sens 
positif des x sont celles des courants dir igés suivant L M , L N , O M 
et ON, et la quan t i t é t r anspor tée est 

B = ( B + C H - Q - ! - R ) X - ! - ( G — R ) Y + ( B - Q ) Z . 

De même , 

v =-- (C - R ) X -t- ( G -J- A H- R 4 - P)Y -)- (A — P)Z, 

iv = ( B - Q ) X + ( A - P ) Y ^ ( A + B + P 4 - Q ) Z ; 

d'où l'on tire, par comparaison avec les équat ions de conduction du 
§ 2 9 8 , 

4A — r 2 - ' - r-i— rx+ ipi, 4P — r 2-+- rs— Гі—Ърі, 
4 В rrz rz -f- n — r2 -t- і р ъ 4 Q — r3 •+ / ' j — r2— ip27 

4G — r t - j~ /'a— 7 ' 3 H - ip3; 4R = r 2 — r-i— г р г . 
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C H A P I T R E X . 

CONDUCTION DANS LES DIÉLECTRIQUES. 

325. Nous avons vu qu'une force é lec t romotr ice agissant sur un 
mil ieu d ié lec t r ique y dé te rmine ce que nous avons appelé un état 
de polarisation électrique. Nous nous sommes représenté cet état 
comme consistant en un déplacement é lectr ique s'effectuant à travers 
le mi l ieu dans une direction qui , pour les milieux isotropes, est la même 
que celle de la force é lec t romotr ice , et en une charge superficielle de 
chacun des éléments en lesquels on peut supposer le délect r ique par
tagé , charge qui est négative du côté vers lequel agit la force, et posi
tive du côté d'où agit cette force. 

Si la force é lec t romotr ice agit sur un mil ieu conducteur, elle pro
duit aussi ce qu'on appelle un courant électrique. 

Or les milieux dié lect r iques , sauf de bien rares exceptions, si tant 
est qu ' i l y en ait, sont aussi des conducteurs plus ou moins imparfaits, 
et bien des milieux qui ne sont pas de bons isolants donnent lieu aux 
phénomènes de l ' induction dié lect r ique. Nous sommes donc conduits 
à é tudier l 'état d'un mil ieu où se produisent à la fois l ' induction et la 
conduction. 

Pour plus de s impl ic i té , nous supposerons le mil ieu isotrope en 
chaque point, mais sans qu ' i l soit nécessairement homogène en ses 
différents points. Alors l 'équation de Poisson devient, d 'après le 
§ 83, 

où К est le pouvoir inducteur spécifique. 
L 'équat ion de cont inui té des courants électr iques devient 

où r est la résis tance spécifique rappor tée à l ' un i t é de volume. 
Si К ou r sont discontinus, ces équat ions doivent ê t re transformées 

en celles qu i correspondent aux surfaces de discont inui té . 
Dans un mil ieu en t iè rement homogène , К et /• sont des constantes, 
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et l 'on trouve 

(3) 

d'où 

(4) 

ou, si nous posons T = --- > 

(5) 

Ce résul ta t nous montre que, sous l'action de forces é lectr iques ex té 
rieures quelconques, un mil ieu homogène dont l ' in té r ieur étai t chargé 
d 'électrici té d'une manière quelconque voit ces charges in té r ieures 
se dissiper suivant une l o i qui ne dépend pas des forces extér ieures ; 
par suite, i l finira par ne plus y avoir de charge é lec t r ique dans le 
mil ieu, et alors aucune force ex té r ieure ne pourra n i produire, n i 
maintenir une charge en un point in té r i eur du mil ieu, aussi long
temps du moins que les relations entre la force é lec t romotr ice , la 
polarisation é lec t r ique et la conduction resteront les mêmes . S'il se 
produit une décharge disruptive, ces relations cessent d 'ê t re vraies, et 
i l peut se produire une charge in té r i eu re . 

Conduction à travers un condensateur. 

326. Soient С la force de capacité d'un condensateur, R sa rés i 
stance, E la force é lec t romotr ice qui agit sur l u i , c 'est-à-dire la diffé
rence de potentiels qui existe entre ses électrodes métal l iques . 

La quant i té d 'électr ici té répandue sur l'armature du côté d 'où agit 
la force é lect romotr ice est CE, et le courant qui se produit à travers 
la masse du condensateur, dans la direction de la force é lect romo-

E 
trice, est 

Si l 'on admet que l 'électrisation est produite par une force é lec t ro
motrice E agissant dans un ci rcui t dont fait partie le condensateur, 

• dQ , ,,. . , , . 
et si —j- représente 1 intensi té dans ce circui t , 

(6) 

Introduisons dans ce circui t une pile de force électromotrice E 0 et de 
résistance r\, alors 

dO E , — E E _ dE 
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donc, à une époque quelconque t{, 

Coupons le ci rcui t /*] pendant un temps tî} 

_u 
(9) " E ( = E,) = E,e ï«, 

où 
T 2 — CR. 

Enfin, pendant un temps t3, relions les armatures du condensateur par 
un fil de résis tance /'3, 

_'» 

(10) E ( = E,) - E.2e 

où 
CR/-, T ; J = R -f- r 2 

Si Q 3 est la décharge totale qui se produit à travers ce fil pendant un 
temps t3, 

<»> Q- = E « ( в H - , O ( R + , - , - ) ( ' - 1 -

On peut ainsi calculer la décharge qui se produit à travers un fil au 
moyen duquel on relie les armatures d'un condensateur chargé pen
dant un temps £j, puis isolé pendant un temps t2. Si, comme i l arrive 
d'ordinaire, la du rée de charge est suffisante pour que l'on obtienne 
la charge totale, et la durée de décharge assez longue pour que la 
décharge puisse ê t re complè te , l'expression se rédu i t à 

< » ) Q . ^ ( R + , , ) ( B + r , ) ' 

327. Dans un pareil condensateur, chargé d'abord d'une manière 
quelconque, déchargé ensuite à travers un fil de faible résistance, puis 
isolé, i l n ' appara î t point de nouvelle charge. Mais, dans la plupart des 
condensateurs dont nous disposons effectivement, nous voyons se d é 
velopper peu à peu, après la décharge et l'isolement, une nouvelle 
charge de m ê m e nature que la p remiè re , mais d ' intensité moindre : 
c'est ce qu'on appelle la charge résiduelle. Pour nous expliquer son 
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existence, nous sommes donc obligés d'admettre que la constitution 
du mil ieu d ié lec t r ique n'est point telle que nous venons de l'admettre. 
Mais nous allons trouver que cette p ropr ié té existe pour un mi l ieu 
formé de l'assemblage de petites parties const i tuées elles-mêmes par 
différents dié lectr iques simples. 

Théorie des diélectriques composés. 

328. Supposons, pour plus de s implic i té , que le d ié lec t r ique con
siste en une série de couches planes formées de diverses substances, 
de surface égale à l 'unité, , et que les forces é lect r iques agissent sui
vant une direction normale aux couches. 

Soient 

« i , a.2i . . . les épaisseurs des différentes couches; 
X t , X 2 , . . . les forces électr iques résul tantes qui agissent dans l ' in té

rieur des différentes couches entre des points pris à l 'uni té de dis
tance sur la direction normale aux couches; 

pi, pi} . . . les intensi tés des courants dus à la conduction à travers 
les couches ; 

y i , / 2 , . . . les déplacements é lectr iques ; 
ui} w 2, . . . les intensi tés totales, dues en partie à la conduction, en 

partie à la variation du dép lacement ; 
rl} i\ . . . les résistances spécifiques par unité de volume; 
K t , K 2 , . . . les pouvoirs inducteurs spécifiques; 
ku A 2 , . . . les inverses des pouvoirs inducteurs spécifiques; 
E la force é lec t romotr ice due à une pile vol ta ïque placée dans la 

partie du circui t qui va de la dernière couche à la p remière , cou
ches que l'on suppose formées de substances conductrices; 

Q la quan t i t é totale d 'électr ici té qui a passé dans cette partie du cir
cuit jusqu ' à l'instant £; 

R 0 la résistance de la pile et de ses fils de communication ; 
c r 1 2 la densi té superficielle de l 'électrici té à la surface de séparat ion de 

la p remiè re et de la seconde couche. 

Dans la p remière couche nous avons : par la lo i de Ohm, 

( 1 ) Xi = ; 

par la théor ie du déplacement é lec t r ique , 

( 2 ) Xi = 4^^і/г» 
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par la definition de l ' intensi té totale, 

m щ=Р^ f . 

On a des équat ions semblables pour les autres couches, les différentes 
quan t i t é s é tan t affectées de l ' indice correspondant à la couche consi
dérée . 

Pour dé t e rmine r la densi té superficielle sur une couche, nous avons 
une équat ion de la forme 

(4) '12 — h—A 

et, pour dé t e rmine r sa variation, 

(5) - я =Pi-Pt-

En différentiant (4) par rapport à t et égalant le résul ta t à (5 ) , nous 
avons 
/ ,*s dfi dU . 
(6) pi -+• = pt 4- ~j - u, par exemple, 

ou, en tenant compte de (3 ) , 

( 7 ) i*i — u% — ... •— 

c'est-à-dire que, dans toutes les couches, l ' intensi té totale est la 
même et égale à l ' intensi té dans la pile et dans ses fils de communi
cation. 

Nous avons aussi, en vertu des équat ions ( 1 ) et ( 2 ) , 

(8) « = І Х 1 ^ 7 І Г ^ 

d'où nous pouvons t i rer X t , en effectuant sur и l 'opérat ion inverse 

(9) Х іЧ^ +4^каГ"-
La force é lec t romotr ice totale E est 

( 1 0 ) E = «jXi-i- a 2 X 2 4 - ».. • 

ou bien 

( n ) E = [в, (± 4 - ^ * + a 2 (± - ь _ J _ * y . _ . . . ] „ , 

équat ion entre la force électromotr ice extér ieure E t et l ' intensité exté
rieure u. 
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Si le rapport de r à к est le même dans toutes les couches, l ' équa
t ion se rédui t à 

( 1 2 ) E 4- = ( ^ n + f l j r , - ) - . . . ) « , 

ce qui est le cas que nous avons déjà examiné et dans lequel nous 
avons t rouvé qu ' i l ne peut se produire aucun phénomène de décharge 
résiduel le . 

S'il y a л substances, pour lesquelles le rapport de r à к est diffé
ren t , l ' équa t ion générale ( n ) , une fois débarrassée des opérat ions i n 
verses qui y sont figurées, sera une équation différentielle l inéaire 
d'ordre n en E et d'ordre (n — i ) en u, t é tan t la variable indépen
dante. 

De la forme de cette équa t ion , i l ressort clairement que l 'ordre des 
couches est indifférent, et que, s'il y a plusieurs couches formées 
d'une même substance, on peut les supposer réunies en une seule, 
sans changer en rien les phénomènes . 

329. Supposons d'abord q u e / i , / 2 , . . . soient tous nuls et que l 'on 
fasse agir subitement une force électromotr ice E et soit à en trouver 
l'effet ins tan tané . 

In tégran t (8) par rapport à t, nous trouvons 

([3) Q — / udt — — / Xidt -+- , *. Xi -+- const. 

Or, puisque dans ce cas X i est toujours f ini , X tö?f doit ê t re i n 

appréciable lorsque t est très pet i t ; par suite, la valeur initiale de X j 

étant nulle, l'effet ins tantané sera 

(14) X 1 = 4 i c A 1 Q ; 

d'où, d 'après l 'équation (10), 

(15) E = 4тс(/с 1а 1-ь кгаг-т- . . .)Q, 

et si G est la capacité é lectr ique du système mesurée par cette m é 
thode ins tantanée, 

(.6) с = E 4 T C (^i«i-b k2a2-i- . . . ) 

Ce résul tat est le même que l 'on aurait obtenu, si l 'on avait négligé la 
conduct ibi l i té des couches. 

Supposons maintenant que la force élect romotr ice uniforme E con-' 
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tinue d'agir pendant un temps infiniment long, ou, du moins, jusqu ' à 
ce qu ' i l se soit é tabl i à travers le système un courant uniforme p. 

Nous avons alors 

et, par suite, d 'après ( 1 0 ) , 

(17) E = ( г і в і •+• r 2 a 2 + • . . .)/>. 

et si R est la rés is tance totale du système, 

E 
(18) Д = — = riai 4- г 2 а 2 н - — 

P 

Dans cet état , nous avons par (2) 

de sorte que 

<•»> '«-{-ск-шУ 
Si maintenant nous relions subitement les couches ext rêmes par un 
conducteur de faible résis tance, E passe brusquement de la valeur i n i 
tiale E 0 à la valeur zéro, et une quan t i t é d 'électr ici té Q traverse le 
conducteur. 

Pour dé t e rmine r Q, nous observons que la nouvelle valeur-de X t 

sera, d 'après ( i 3 ) , 

(20) X ' 1 = X , - H 4 ^ j Q ; 

d 'où, 'en faisant E — о dans l 'équation (10), 

(21) о = 04X1 4- . . . H- 4 ^ ( « i ^ i H- a 2 £ 2 - + - . . . )Q ou encore 

(22) о =; Eo-t- ~ Q; 

d 'où 
Q = - C E 0 , 

où С est la capaci té donnée par l 'équation (16). La décharge instan
tanée est donc égale à la charge ins tantanée. 

Supposons qu 'auss i tô t après cette décharge on rompe la communi
cation; nous aurons alors u — o, et, d 'après l 'équation (8 ) , 

(a'3) X , = X ' V ' 

X ' é tan t la valeur initiale après la décharge . 
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Donc, au bout d'un temps t quelconque, 

/ г \ 4 7 t *'f 

La valeur de E à un moment quelconque est donc 

( E = E„ Г ( ^ - 4 * * i * i C ) e " ^ ' 

( + f £!»p - 4«a , A:,G j e ~ ' + . . . ] , 

et la décharge ins tantanée , après un temps quelconque t, est EG : 
c'est là ce que l'on appelle la décharge résiduelle. 

Si le rapport de r à к est le même pour toutes les couches, la valeur 
de E se rédu i t à zéro . Si ce rapport n'est pas le même pour toutes les 
couches, ordonnons les termes suivant les valeurs décroissantes de ce 
rapport. 

La somme de tous les coefficients est év idemment nulle, de sorte 
que E -= о quand t • — o. L'ordre est aussi celui des grandeurs décrois
santes pour les coefficients et pour les termes exponentiels où t est 
posit if ; donc, si t est positif, E est toujours positif, c'est-à-dire que 
la décharge résiduelle est de m ê m e signe que la décharge primaire. 

Si t est infiniment grand, tous les termes disparaissent, à moins que 
l'une des couches ne constitue un isolant parfait; alors rx est infini 
pour cette couche, R est inf ini pour le système entier, et la valeur 
finale de E n'est pas zéro, mais 

(a5) E = E„( i— 4 i t« 1 £ 1 C). 

Si donc certaines couches, mais non toutes, sont des isolants parfaits, 
le système peut conserver une charge résiduelle permanente. 

330. Nous allons maintenant dé te rmine r la décharge totale qui se 
produit à travers un fil de résistance R 0 , mis en communication per
manente avec les couches ext rêmes , dans l 'hypothèse que le système 
a d'abord été chargé par l 'application prolongée d'une force électromo
trice E. 

A chaque instant, nous avons 

( 2 6 ) E = axripi+- агггр%+-... R 0 M = о 

et aussi, d 'après (3 ) , 
dfr 
dt 

Tr. d'Élect. et de Magn., I . 33 

( 2 7 ) U - £ ' , 
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donc 

( 2 8 ) ( R - i - R 0 ) W = ^ -1- « 2 ^ 2 4 

En in tégran t , par rapport à pour obtenir Q, nous trouvons 

( 2 9 ) (R4-Ro)Q = a i r 1 ( / ' 1 ~ / i ) - b a I r , ( / ; — / , ) - + - . . . . 

o ù / t est la valeur ini t iale, e t l a valeur finaJe de f{. 
Or, dans le cas présent , f\ — о et, d 'après ( 2 ) et ( 2 0 ) , 

d'où 

(30) ( R + R ^ Q ^ - ^ L ^ + ^ + . - ^ + E.CR, 

(30 + 

la sommation é tant é tendue à toutes les quant i tés de cette forme cor
respondant aux différents couples de couches qu'on peut former. 

On voi t que Q est toujours négatif, c'est-à-dire en sens inverse du 
courant qui a servi à charger le système. 

L ' é tude qui vient d 'ê t re faite montre qu'un diélectr ique formé de 
couches de diverses natures peut donner l ieu aux phénomènes connus 
sous le nom d'absorption électrique et de décharge résiduelle, lors 
m ê m e qu'aucune des substances dont sont formées ces couches ne 
donnerait lieu à ces phénomènes , lorsqu'elle est prise isolément . 
L ' é tude des cas où les substances sont disposées autrement qu'en 
couches conduirait à des résul ta ts analogues, mais les calculs seraient 
plus compl iqués . Notre conclusion doit donc être qu ' i l faut s'attendre 
à des phénomènes d'absorption électr ique dans le cas de substances 
faites d 'é léments de natures diverses, quand même ces éléments se
raient de dimensions microscopiques. 

11 ne s'ensuit pas le moins du monde que toute substance qui p ré 
sente ces phénomènes soit ainsi composée; car ces phénomènes peu
vent ê t re l ' indice d'une nouvelle espèce de polarisation électr ique, 
dont seraient susceptibles les substances homogènes , et q u i , dans 
certains cas, pourrait ressembler bien plus à une polarisation électro
chimique qu 'à une polarisation dié lect r ique. 

L'objet de cette é tude est seulement d'indiquer le caractère m a t h é 
matique vér i tab le de ce qu'on appelle Yabsorption électrique, et de 
montrer quelle différence fondamentale la distingue de phénomènes 
calorifiques qui paraissent analogues à première vue. 
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331. Prenons une plaque épaisse d'une substance quelconque, et 
chauffons-la d'un côté , de manière à produire un flux de chaleur à 
travers sa masse; puis, refroidissons brusquement le côté chauffé à la 
t empé ra tu r e du côté froid, et abandonnons la plaque à e l le -même. Le 
côté chauffé redeviendra plus chaud que l'autre par conduction, à 
part ir de l ' in tér ieur . 

Or on peut produire un phénomène électr ique exactement analogue, 
et, de fait, i l se produit sur les câbles té légraphiques ; mais ses lois 
ma théma t iques , exactement semblables à celles de la chaleur, sont 
en t i è remen t différentes de celles du condensateur stratifié. 

Dans le cas de la chaleur, i l y a une vér i tab le absorption de chaleur 
par la substance, dont l'effet est d'échauffer cette substance. I l est 
impossible de produire en électr ic i té un phénomène vér i tab lement 
analogue, mais on peut l ' imi ter de la manière suivante et l u i donner 
la forme d'une expér ience de cours. 

Soient A s , A 2 , . . . les armatures in tér ieures d'une série de conden
sateurs dont B j , B 2 , . . . sont les armatures ex té r ieures . 

Relions A i , A 2 , . . . en série par des fils de communication, de r é 
sistance R, et faisons passer un courant dans cette série, de gauche à 
droite. 

Supposons d'abord les armatures В isolées et non électrisées. La 
quan t i t é totale d 'é lectr ici té sur chacune des plaques В doit rester 
nulle, et, puisque dans tous les cas la charge des plaques A doit ê t re 
égale et opposée à celle des surfaces opposées, ces plaques ne se char
gent pas et l'on n'observe pas de changement dans le courant. 

Mais mettons à la terre les plaques В individuellement ou réunies 
ensemble. Alors, le potentiel de A j é tant positif, tandis que celui des 
plaques В est zéro, A t prendra une charge positive et B t (fig. 26) 

Fig. 26. 

une charge négat ive . 
Si P j , P 2 , . ' . . sont les potentiels des plaques A t , A 2 , . . . , С la capa-
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cité de chacune d'elles, et si Q„ est la quan t i t é d 'électricité qui passe 
dans le fil de gauche, Q t celle qui passe dans le fil R t , . . . , la quan
t i té qui est sur la plaque A t est Q 0 — Q t , et nous avons 

De m ê m e 
, Qi — Q 2 = G 2 P 2 , 

et ainsi de suite. 
Mais, par la l o i de Ohm, nous avons 

Si nous supposons que la valeur de G soit la même pour toutes les 
plaques, et celle de R pour tous les fils, nous aurons une série d 'équa
tions de la forme 

Et, s'il y a л quant i tés d 'é lectr ici té à dé te rminer et que l'on donne 
la force é lect romotr ice totale ou quelque autre condition quelconque, 
l ' équat ion différentielle qui dé t e rmine chacune d'elles est l inéaire 
d'ordre n. 

Dans un appareil disposé de cette man iè re , M . Varley a réussi à 
imiter.les effets électr iques d'un câble de 1 2 0 0 milles de longueur. 

Lorsqu'on fait agir une force é lect romotr ice sur la gauche du fil, 
l 'é lectr ici té qu i s'écoule d'abord dans le système sert surtout à charger 
les différents condensateurs en commençan t par A t , et une fraction très 
faible du courant n ' appara î t à l ' ex t rémi té de droite qu'au bout d'un 
temps considérable . Si l 'on place des galvanomètres dans le circui t 
en R i , R 2 , . . . , ils ne seront influencés par le courant que l 'un après 
l 'autre, et l 'intervalle entre les instants où ils donnent des indications 
égales augmente à mesure que l 'on s'avance vers la droite. 

332. Dans un câble té légraphique , le fil conducteur est séparé des 
conducteurs ex té r ieurs par une enveloppe cylindrique de gutta-percha 
ou de quelque autre mat iè re isolante. Chaque partie du câble devient 
donc un condensateur dont l 'armature extér ieure est toujours au po
tentiel zéro . Donc, dans une partie dé te rminée d'un câble , la quan t i t é 
d 'électr ici té qui est l ibre à là surface du fil conducteur est égale au 
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produit du potentiel par la capacité de cette partie de câble consi
dérée comme un condensateur. 

Si ai et a 2

 s o n t l e s rayons in té r ieurs et ex tér ieurs de la couche iso
lante et si К est son pouvoir inducteur spécifique, la capaci té de l 'uni té 
de longueur du câble est, d 'après le § 126, 

( i ) С — 
1 «t 

i log ,— 

Soit v le potentiel en un point quelconque du fil, auquel nous pou
vons supposer la même section en tous les points. 

Soit Q la quant i té totale d 'électr ici té qui a traversé dans cette section 
depuis que le courant a commencé de passer. La quan t i t é d 'électr ici té 
qui existe au temps t, entre les sections oc et x •+- 8r, est 

ou 

ce qui est égal, ainsi que nous l'avons di t , à cvbx. Donc 

(a) c v = ~ l x ' 

Dans une section quelconque, la force é lec t romotr ice est — ~ > et, 

d 'après la l o i de Ohm, 

к é tan t la résis tance de l 'uni té de longueur du conducteur et ~ Pin-
° at 

tensité du courant. Eliminant Q entre ( 2 ) et (3 ) , nous trouvons 

. . . j dv d*v 
( 4 ) c *57 = ^ * 

Telle est l 'équation aux différences partielles qu ' i l faut résoudre pour 
obtenir à chaque instant le potentiel aux différents points du câble . 
Elle est identique à l 'équat ion donnée par Fourier pour dé te rmine r 
la t empéra tu re en un point d'une couche à travers laquelle la chaleur 
se propage dans une direction normale à la couche. Dans le cas de la 
chaleur, с représente la capacité de l 'uni té de volume ou ce que 
Fourier désigne par CD, et к représente l'inverse de la conduct ib i l i té . 

Si l'enveloppe n'est pas un isolant parfait, et qu'on représente рагЛ -! 
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la rés is tance que l 'uni té de longueur de cette enveloppe oppose à la 
conduction dans la direction du rayon, et par p, la résistance spéci
fique de la mat iè re isolante, i l est aisé de faire voir que 

(5) * t = - L P l l o g e 

a i t a% 
L'équa t ion ( 2 ) n'est plus vraie, car l 'é lectr ici té n'est plus dépensée 

seulement à donner au fil la charge ce, mais aussi à fournir un écou

lement dont le débi t est représen té par La dépense d 'électr ici té 
Kl 

est donc 
... d*Q dv i 

( 6 ) - д Ш = с д і ^ Т ^ 

ce qu i , par comparaison avec (3 ) , nous donne 

ce qu i est l 'équat ion donnée par Fourier pour la propagation de la 
chaleur dans une tige ou dans un anneau (*). 

333. Si nous avions supposé qu'un corps por té à un potentiel élevé 
est électrisé dans toute sa masse, comme si l'on y avait compr imé de 
l 'é lectr ic i té , nous serions arr ivés à une équat ion de cette même forme. 
I l est remarquable que Ohm lu i -même, t rompé par l'analogie de l'élec
t r ic i té et de la chaleur, se faisait une idée de ce genre ; et c'est ainsi 
que, par une conception er ronée , i l fut conduit à employer les équa 
tions de Fourier pour représen te r les vraies lois de la conduction de 
l 'électrici té dans un long fil, bien avant que l 'on pû t soupçonner la 
raison vér i table pour laquelle ces équat ions se p rê ten t à cet usage. 

Exemple mécanique pour faire comprendre les propriétés 
des diélectriques. 

334. Cinq tubes, de m ê m e section, A , B , C, D et P, sont disposés 
bout à bout, comme le montre la figSir} \ A , В , С et D sont égaux et 
verticaux, P est horizontal. 

Les parties inférieures de A , В , С et D sontremplies de mercure; 
les parties supér ieures , ainsi que P, sont remplies d'eau. 

U n tube à robinet Q réun i t la partie infér ieure de A et В à celle 

(') Théorie de la chaleur, § 105. 
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de С et D , et l 'on fait glisser dans le tube hoi'izontal un piston P. 
Supposons d'abord que le niveau de mercure soit le même dans les 

quatre tubes et soit ind iqué par A„, B 0 , C 0 , D 0 , que le piston soit 
en P 0 et que le robinet soit fermé. 

Déplaçons le piston de Po en P 1 } sur une longueur a; puisque les 
sections de tous les tubes sont égales, le niveau de mercure montera 

Fig. 37. 

d'une hauteur а dans A et С, en A t et С п et descendra d'une hauteur 
égale a dans В et D , en B t et D t . 

La différence des pressions sur les deux côtés du piston sera r e p r é 
sentée par [±<x. 

Cette disposition peut servir à représenter l 'état d'un dié lec t r ique 
sur lequel agit une force é lect romotr ice fia. 

L'excès d'eau dans le tube D peut représenter une charge positive 
sur une face du d ié lec t r ique ; l 'excès de mercure dans le tube A , une 
charge négative sur l'autre face; enfin, l 'excès de pression qui s'exerce 
dans le tube P sur le côté du piston tourné vers D , l 'excès de poten
t ie l sur la face positive du dié lec t r ique . 

Si le piston est l ibre de se mouvoir, i l reviendra en ar r iè re jus
qu'en P 0 où i l se trouvera en équi l ibre : ceci représente la décharge 
totale du dié lec t r ique . 

Pendant la décharge , i l se produit dans tout le tube un mouve-
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ment inverse des liquides, figurant ce changement dans le déplace
ment é lec t r ique que nous avons supposé se produire dans un dié lec
t r ique. 

Enfin tout le système de tubes est supposé rempli de liquides i n 
compressibles, pour figurer cette propr ié té des déplacements élec
triques, qu ' i l n'y a jamais en aucun point accumulation effective 
d 'é lectr ic i té . 

Considérons maintenant quel effet se produi t quand on ouvre le ro
binet Q pendant que le piston P est en P t . 

Les niveaux de A i et D t ne changent pas, mais ceux de В et С de
viennent égaux et coïncident avec B 0 et C 0 . 

L'ouverture du robinet Q correspond à l'existence dans le diélec
trique de parties ayant un faible pouvoir conducteur, ces parties ne 
s 'é tendant pas dans tout le d ié lec t r ique , car alors i l donnerait un l ibre 
passage à l 'é lectr ici té . 

Les charges qui existent sur les deux faces du diélectr ique restent 
isolées, mais leur différence de potentiels diminue. 

En fait, la différence des pressions exercées sur les deux faces du 
piston tombe de 4a à з а , lorsque le liquide passe par le robinet Q. 

Si maintenant on ferme le robinet Q et qu'on laisse le piston P se 
mouvoir librement, i l prend une position d 'équi l ibre P 2 , et la décharge 
semble n 'ê t re que de la moit ié de la charge. 

Le niveau de mercure dans A et dans В est de -J- a au-dessus de 
son niveau p r imi t i f , et de \ a au-dessous du niveau p r i m i t i f dans В 
et C. C'est ce qu'indiquent les niveaux A 2 , B 2 , C 2 , D 2 . 

Si alors on fixe le piston et qu'on ouvre le robinet, du mercure 
passe de В en C, ju squ ' à ce que le niveau dans les deux tubes soit 
encore en B 0 et C 0 et i l y a une différence de pression a entre les 
deux faces du piston P. Si ensuite on ferme le robinet et qu'on laisse 
le piston l ibre de se mouvoir, i l prend une position d 'équi l ibre P 3 , 
à mi-chemin de P 0 et P 2 . Cet effet correspond à la charge l 'ésiduelle 
que l 'on observe dans un dié lec t r ique chargé , que l'on a déchargé 
d'abord, puis abandonné à lu i -même. I l reprend peu à peu une partie 
de sa charge pr imi t ive et, s'il est déchargé de nouveau, une troisième 
charge se forme, les charges successives allant constamment en dé 
croissant. Dans le cas de l 'expérience qu i sert à notre explication, 
chaque charge est la moi t ié de la précédente , et les décharges qui 
sont-|, \ , etc., de la charge pr imi t ive , forment une série dont la somme 

• est égale à la charge pr imi t ive . 
Si , au l ieu d'ouvrir et de fermer le robinet, on l'avait laissé pen

dant toute la durée de l 'expérience presque fermé, mais non complè-
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tement, on se serait t rouvé dans un cas ressemblant à celui de l 'é lec
trisation d'un dié lec t r ique qu i est un isolant parfait, mais qu i , cepen
dant, donne l ieu au phénomène appelé absorption électrique. 

Pour représen te r le cas où i l y a une vér i table conduction par le 
d ié lec t r ique , i l faut ou bien pratiquer des fuites à travers le piston, 
ou bien établ i r une communication entre le haut du tube A et celui 
du tube D . 

De cette façon, on peut construire une machine servant à expl i 
quer les propr ié tés de toute espèce de d ié lec t r ique : les deux élec
t r ic i tés y é tant représentées par deux fluides matér ie ls , et le potentiel 
é lect r ique par une pression hydrostatique. La charge et la décharge 
sont figurées par les mouvements du piston P, la force é lect romotr ice 
par la force résul tante qui agit sur le piston. 
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C H A P I T R E X I . 

MESURE DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE. 

335. Dans l 'é tat actuel de la science é lec t r ique , la dé terminat ion 
de la résis tance é lec t r ique d'un conducteur peut ê t re regardée comme 
l 'opérat ion fondamentale en Élec t r ic i té , au même t i t re que la d é t e r m i 
nation des poids est l 'opérat ion fondamentale en Chimie. 

La raison en est que, pour dé te rminer en mesures absolues les au
tres grandeurs é lectr iques : quan t i t é d 'électr ici té , forces é lec t romo
trices, in tens i tés , etc., i l faut toujours et pour chaque cas passer par 
une série d 'opérat ions compl iquées , comprenant l'observation du 
temps, la mesure de distances, la dé te rmina t ion des moments d'iner
t i e ; et, pour chaque nouvelle dé te rmina t ion , i l faut répéter ces opé
rations, ou du moins quelques-unes d'entre elles, parce que l 'on ne 
peut garder et conserver immuable une uni té d 'électr ici té , ou de force 
é lec t romotr ice , ou d ' intensi té , susceptible de servir à des comparai
sons directes. 

Mais, si l 'on a une fois dé te rminé la résistance é lect r ique d'un con
ducteur de forme convenable et fait d'une substance convenablement 
choisie, on trouve que cette résis tance reste la même à la même tem
p é r a t u r e , en sorte que ce conducteur peut servir d'étalon de rés i 
stance, auquel on compare la résistance des autres conducteurs; or la 
comparaison de deux résistances est une opérat ion susceptible d'une 
précision ex t rême . 

L 'uni té de résistance une fois fixée, on en a construit des copies 
matér ie l les à l'usage des é lec t r ic iens ; dans toutes les parties du 
monde, les résistances peuvent donc s'évaluer en fonction de la même 
uni té . Ju squ ' à présent ces .bobines de résis tance, égales à l 'uni té , sont 
le seul exemple d'étalon é lect r ique matér ie l qui puisse être conservé, 
copié et employé pour les mesures. Les mesures de capacité élec
tr ique, qui ont aussi une grande importance, sont encore défectueuses 
en raison de l'influence perturbatrice de l'absorption é lec t r ique . 

336. L 'un i té de résis tance peut être absolument arbitraire : tel étai t 
le cas pour l 'étalon de Jacobi, qui étai t un certain fil de cuivre pesant 
22б г,4о,32, long de 7m,61975 et ayant o m m ,667 de d iamèt re . Des copies 
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en ont été faites par Leyser, de Leipzig, et se trouvent en différents 
endroits. 

Une autre méthode consiste à définir l 'uni té comme une masse de 
dimensions dé terminées , d'une substance dé te rminée . Ainsi l 'uni té 
Siemens est la résistance d'une colonne de mercure de i t t de long, 
de i m ( i de section, à la t e m p é r a t u r e de o°G. 

337. Enfin l 'uni té peut ê t re définie en ayant égard aux systèmes 
d 'uni tés é lectrosta t iques ou é lec t romagnét iques . Dans la pratique, le 
système é lec t romagnét ique , qu i sert pour toutes les opérat ions té lé
graphiques, est le seul ensemble d 'uni tés systémat iques qui soit ac
tuellement en usage. 

Dans le système é lec t romagnét ique , ainsi que nous le ferons voir en 
son temps, la résis tance est une quan t i t é homogène à une vitesse et, 
par suite, peut s'exprimer comme une vitesse. 

338. Les premières mesures faites dans ce système sont celles de 
Weber, qui employait pour uni té i " , m par seconde. Sir W . Thomson 
employa, plus tard, l 'uni té de i pied par seconde; mais le plus grand 
nombre des électriciens sont convenus d'employer l 'uni té de l'Asso
ciation britannique, laquelle est censée la résis tance correspondant 
à une vitesse de 10 millions de mèt res par seconde. Cette un i té est 
d'une grandeur plus commode que celle de Weber, qui est trop petite. 
On la désigne sous le nom à"1 unité A . В . , ou encore à'ohm, pour y 
attacher le nom de celui qui a découver t les lois de la rés i s tance . 

339. Pour se rappeler sa valeur en mesure absolue, i l est utile de 
se souvenir que io millions de mèt res sont censés faire la distance du 
pôle à l ' équateur , mesurée sur le méridien de Paris. Donc un corps 
qu i , dans l'espace d'une seconde, cheminerait le long du mér id ien , du 
pôle à l ' équateur , aurait la vitesse qui , dans le système é lec t roma
gnét ique , est censée représentée par un ohm. 

Je dis censée, car, si des recherches plus exactes établ issaient que 
l 'ohm, tel qu'on le construit d 'après les étalons matér ie ls de l'Asso
ciation britannique, ne correspond pas vér i tablement à cette vitesse, 
les électriciens ne changeraient pas leurs étalons, mais feraient une 
correction. De même , le mèt re est censé la dix-mil l ionième partie 
de l'arc d'un quadrant ; on a reconnu qu ' i l n'en est point exactement 
ainsi; on n'a point changé pour cela les dimensions du mè t r e , mais 
on exprime les dimensions de la Terre par un nombre moins simple. 

Dans le système de l'Association britannique, on a choisi p r i m i t i -
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vement l 'uni té absolue, de façon à représen te r aussi exactement que 
possible une quan t i t é dédui te du système é lec t romagnét ique . 

340. Une uni té matér ie l le représen tan t cette quant i té abstraite 
ayant été une fois construite, d'autres étalons ont été établis en copiant 
cette un i té , ce qui peut se faire avec une très grande précision ; avec 
une précis ion bien plus grande, par exemple, que celle avec laquelle 
on peut copier des règles d'un pied d 'après un pied étalon. 

Ces copies, faites des substances les plus permanentes, ont été ré
pandues dans toutes les parties du monde ; i l est donc peu supposable 
que l 'on éprouve jamais de difficulté à en obtenir d'autres copies, si 
les étalons originaux venaient à ê t re perdus. 

Mais on peut reproduire, sans trop de peine et avec une grande 
exactitude, des uni tés telles que celle de Siemens ; si donc on connaît 

F i e . я8. 

le rapport de l 'ohm au Siemens, ort pourra reproduire l 'ohm sans 
m ê m e avoir d'étalon à copier; toutefois, le travail sera bien plus 
grand et l'exactitude bien moindre que par la mé thode de copie. 

Enfin, l 'ohm peut ê t re reproduit par la méthode é lect romagnét ique 
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au moyen de laquelle i l a été primit ivement dé te rminé . Cette m é 
thode, bien plus laborieuse que la dé te rmina t ion du pied au moyen 
du pendule à secondes, est probablement infér ieure en exactitude à la 
précédente . D'autre part, la dé te rmina t ion de l 'uni té é lec t romagné
tique en fonction de L'ohm, avec une exactitude en rapport avec les 
progrès de la science é lec t r ique , est une recherche physique t rès i m 
portante et qui mér i te d 'ê t re répé tée . 

Les bobines de résistance qui ont été construites pour représen te r 
Fohm ont été faites d'un alliage à 2 parties d'argent et 1 partie de 
platine, en forme de fils de o m m , 5 à o m m , 8 de d iamèt re et de i m à 2 m 

de longueur. Ces fils sont soudés à de grosses électrodes de cuivre. 
Le fil lu i -même est couvert de deux couches de soie, noyé dans une 
masse de paraffine et renfermé dans une boî te de cuivre mince, de façon 
qu'on puisse le porter aisément à la t e m p é r a t u r e pour laquelle sa r é 
sistance est exactement de 1 ohm. Cette t e m p é r a t u r e est inscrite sur 
le support isolant de la bobine (fig. 28). 

Forme des bobines de résistance. 

341. Une bobine de résistance est un conducteur susceptible d 'ê t re 
placé facilement dans le c i rcui t voltaïque., de façon à y introduire une 
résis tance connue. 

Les électrodes des bouts de la bobine doivent ê t re faites de telle 
sorte qu'aucune erreur appréc iable ne puisse provenir de la man iè re 
d 'é tabl i r ces communications. Pour les résis tances considérables , i l 
suffit que les électrodes soient faites par de fortes tiges de cuivre bien 
amalgamées au bout, dont l 'extrémité appuie sur une surface plane de 
cuivre amalgamé plongée dans un godet de mercure. 

Pour de très grandes résis tances, i l suffit que les électrodes soient 
de forts morceaux de cuivre, et que les communications soient é t a 
blies en introduisant entre deux de ces morceaux une cheville de 
cuivre ou de lai ton. Ce moyen est très commode. 

La bobine de résistance e l le-même est formée d'un fil bien recou
vert de soie, dont les extrémités sont soudées à demeure sur les é lec
trodes. 

La bobine doit ê t re disposée de façon que l 'on puisse en observer 
aisément la t empéra tu re . A cet effet, le fil enroulé sur un tube est 
renfermé dans un autre tube, de façon qu'on puisse le placer dans un 
vase rempli d'eau, et que l'eau ait accès au dedans et au dehors de la 
bobine. 

Pour éviter les effets é lec t romagnét iques du courant dans la bobine, 
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le fil est d'abo.rd replié sur lu i -même, puis enroulé sur la bobine à 
part i r du bas ; i l y a ainsi des courants égaux et opposés dans les par
ties adjacentes du fil, dans toute la longueur de la bobine. 

Si l 'on désire maintenir deux bobines à la même t empéra tu re , on 
place quelquefois les deux fils côte à côte, puis on les enroule. Ce 
procédé est pa r t i cu l i è rement avantageux lorsqu' i l est plus important 
d'assurer l 'égali té des résistances que d'en connaî t re la valeur ab
solue : tel est le cas pour les branches égalés du pont de Wheatstone 
(n°347) . 

Lorsqu'on essaya de faire les p remières mesures de résis tance, on 
employa beaucoup un fil nu enroulé en hélice dans une rainure pra
t iquée sur un cylindre de mat iè re isolante : c'est ce qu'on appelait un 
rhéostat. Mais on reconnut possible de comparer les résistances avec 
une précision qu i ne comportait plus l'usage d'un instrument à con
tacts aussi imparfaits que le rhéosta t . On emploie encore le rhéosta t 
pour régler des rés is tances , quand on n'a pas besoin de mesures 
exactes. 

Les bobines de résistance sont généralement faites des métaux dont 
la résis tance est la plus grande et varie le moins avec la t empéra tu re . 
L'argent allemand rempli t t rès bien ces conditions ; mais on a observé 
qu'avec le temps certains échanti l lons perdent leurs propr ié tés . Aussi 
a-t-on employé pour les bobines étalons divers mé taux purs et un 
alliage de platine et d'argent; durant plusieurs années, les résistances 
relatives de ces diverses bobines ont été t rouvées constantes dans les 
limites d'exactitude que l'on peut atteindre de nos jours. 

342. Pour de très grandes résistances, plusieurs millions d'ohms 
par exemple, le fil doit ê t re très long ou très fin, et la construction de 
la bobine est coûteuse et difficile. Aussi a-t-on proposé le sélénium et 
le tellure comme substances propres à la construction de grandes ré
sistances. U n mode de construction très ingénieux et t rès simple a 
été proposé de rn iè remen t par Phil l ips (*). Sur un morceau d ' ébo-
nite ou de verre dépol i , on trace une ligne fine au crayon, on relie à 
des électrodes métal l iques les bouts de ce filament de plombagine, et 
l 'on recouvre le tout d'un vernis isolant. Si l 'on reconnaî t que la ré
sistance d'une pareille ligne au crayon reste constante, ce serait la 
meilleure man iè re pour obtenir une résis tance de plusieurs millions 
d'ohms. 

(') Phil. Mag., juillet 1870. 
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343. И y a différentes dispositions au moyen desquelles i l est aisé de 
mettre des bobines de résistance dans un circui t . 

Ains i , on peut disposer en série dans une boî te un certain nombre 
de bobines, de résistances 1 , 2 , 4> 8, 1 6 , . . . , rangées suivant les puis
sances ascendantes de 2 (fig. 2 9 ) . 

Fig. 29. 

Les électrodes sont formées de fortes pièces de cuivre, disposées au 
dehors de la bo î te , de telle sorte que, par l ' introduction entre deux de 
ces pièces d'une cheville ou d'un coin de cuivre formant dér ivat ion, 
la résistance de la bobine correspondante soit mise hors circui t . Cette 
disposition a été introduite par Siemens. 

Chaque intervalle entre deux électrodes porte l ' indication de la r é 
sistance de la bobine correspondante; si donc nous voulons rendre la 
résistance de la boî te égale, par exemple, à 1 0 7 , i l nous faut exprimer 
1 0 7 dans le système du n u m é r a t e u r à base 2, soit 6 4 + З 2 + 8 + 2 + 1 
ou 1 1 0 1 0 1 1 . Nous retirons ensuite les chevilles des trous correspon
dant à 6 4 , З2, 8 , 2 et I , et nous laissons les chevilles dans les trous 
marqués 16 et 4 . 

Cette mé thode , fondée sur l 'emploi du système de numéra t ion à 
base 2, est celle qui exige le plus petit nombre de bobines séparées et 
aussi celle qu ' i l est le plus aisé de vérifier. Car, si nous avons une 
autre bobine égale à 1, nous pouvons vérifier l 'égalité de 1 et de 1 ' , 
puis celle de 1 + 1 ' et de 2, celle de I + I ' + 2 et de 4'? et ainsi de 
suite. 

Le seul désavantage de cette disposition est qu'elle exige l 'usagé fa
mil ier du système de numéra t ion à base 2, que ne possèdent point en 
général des gens hab i tués à se servir du système décimal . 

344. Les bobines de résistance d'une boî te peuvent ê t re disposées 
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autrement, dans le but de mesurer les conduct ib i l i tés au l ieu des r é 
sistances. 

Les bobines {fig. 3o) sont rel iées par une de leurs ext rémités à une 

Fig. 3o. 

longue et forte pièce de cuivre, qui forme l'une des électrodes de la 
bo î t e , et, par l'autre ex t rémi té , à de fortes pièces de cuivre, comme 
dans le cas p récéden t . 

L'autre électrode de la bo î te est une longue pièce de cuivre : en in 
troduisant des chevilles de cuivre entre les électrodes des bobines et 
cette p ièce , on peut la relier à la p remiè re électrode par l ' in te rmé
diaire d'un groupe quelconque de bobines. La conduct ib i l i té de la 
bo î t e est alors la somme des conduct ib i l i tés des bobines. 

Dans la figure, les résistances des bobines sont i , 2 , 4> • • • » les c n e ~ 
villes sont mises en 2 et 8 et la conduct ib i l i té est { -+- $ = f , et la 
résis tance de la bo î te est, par conséquent , f ou 1,6. 

Cette mé thode , qui consiste à combiner plusieurs bobines pour me
surer des résistances fractionnaires, a été introduite par Sir W . Thom
son sous le nom Ae méthode des arcs multiples. (Voir § 276.) 

De la comparaison des résistances. 

345. Soient 

E la force é lec t romotr ice d'une pile ; 
R la résis tance de cette pile et de ses communications (y compris le 

ga lvanomètre qui sert à ,mesurer la force du courant); 
I l ' in tensi té du courant lorsque le circui t de la pile est fe rmé; 
I t et I 2 ces in tensi tés lorsqu'on introdui t dans le circuit les résistances 

additionnelles л*і et r 2 ; 

la l o i de Ohm donne 

E = IR = It(R - ь n) = I 2 ( R -h /•«)• 

Eliminant E la force é lec t romotr ice et R la résistance de la pile et de 
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ses communications, nous avons la formule de Ohm 

П ^ (I — I Q I a 

r a (I —I»)It" 

Cette mé thode exige que l'on mesure les rapports dé I , I t et I 2 , ce qui 
suppose un galvanomètre gradué pour des mesures absolues. 

Si les résistances r t et r 2 sont égales, I t et I 2 sont égales ; nous pou
vons donc vérifier l 'égalité de deux intensi tés au moyen d'un galvano
mèt re qui ne pourrait pas en mesurer le rapport. 

Mais c'est là p lu tô t un exemple d'une méthode défectueuse que 
d'une méthode vraiment pratique pour mesurer les résistances. On 
ne peut maintenir exactement constante la force élect romotr ice E ; la 
résistance in té r ieure de la pile est aussi ex t rêmement variable : on ne 
doit donc compter sur aucune méthode qui suppose, même pour un 
temps très court, la constance de ces deux é léments . 

346. La comparaison des résistances peut ê t re faite avec une très 
grande exactitude par l'une ou l'autre des deux méthodes suivantes, 
dans lesquelles le résul ta t ne dépend point des variations de R 
ou de E (figt 3 i ) . 

Fiß. 3i. 

с 

с 
La première de ces méthodes repose sur l 'emploi du galvanomètre 

différentiel : cet instrument renferme deux bobines, que les cou
rants traversent indépendamment l'une de l 'autre; en sorte que s'ils 
y passent dans des directions opposées, les bobines exercent sur l ' a i 
guille du galvanomètre des actions de sens contraires, dont l'effet 
résul tant devient nul , lorsque le rapport des intensi tés prend une cer
taine valeur — • 

n 
Tr. d'Élect. et de Magn., I . 3/, 
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Soient I , et I , les intensi tés dans les deux bobines du ga lvanomèt re ; 
la déviat ion de l 'aiguille pourra se représenter par 

8 = mli— ttlj-

Partageons entre les deux bobines le courant I fourni par la pi le ; 
introduisons des résistances À et В dans les circuits de la p remière et 
de la seconde bobine, et représentons par a et ß le reste de la résistance 
des bobines et de leurs communications, par r la résistance de la 
pile et de ses communications de G à D , et par E sa force é l ec t ro 
motrice. 

Alors la lo i de Ohm donne, pour la différence des potentiels entre 
C e t D , 

Іі(Ач-а) = Іі(В-4-р) = Е - - І г , 

et, puisque I 4 —v— I 2 = I l 5 

T l _ E - ^ — , l . ^ E - ^ - , I = E — 

OÙ 

D = (A + «)(B + ß ) + r ( A + a + B + ß). 

La déviation de l 'aiguille du galvanomètre est donc 

S = g [ m ( B + ß ) - / i ( A + a ) ] ; 

s'il n'y a point de déviation appréc iable , c'est que la quant i té entre 
parenthèses ne peut différer de zéro de plus d'une certaine quant i té 
t rès petite, laquelle dépend de la puissance de la pile, de la bonne dis
position des appareils, de la sensibil i té du galvanomètre , enfin de 
l'exactitude de l'observateur. 

Supposons В réglé de façon qu ' i l n'y ait point de déviation app ré 
ciable. 

Substituons à A un autre conducteur A ' , et réglons-le ju squ ' à ce 
qu ' i l n'y ait plus de déviation appréciable . I l est clair qu'alors on a, 
comme p remiè re approximation, A ' — A . 

Pour nous rendre compte du degré" d'exactitude de cette évalua
t ion , distinguons par un accent les quant i tés qui ont changé dans la 
seconde observation ; on a 

m(B + p ) T n ( A + a ) = | î , 

m ( B + ß ) - n ( A ' + « ) = ~ 8 ' , 
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d'où 

n ( . V - A ) - g * - ! 8'. : 

Si, au l ieu d 'ê t re sensiblement nuls, 8 et 8' é ta ient seulement égaux , 
le second membre de l 'équat ion ne serait plus nu l , à moins que l 'on 
ne p û t aussi affirmer que E = E ' , et, en fait , la mé thode ne serait 
plus qu'une simple modification de la mé thode déjà décr i te plus haut. 

Mais sa valeur tient à ce que le point sur lequel porte l'observation, 
c'est l'absence d'une déviat ion ; en d'autres termes, c'est une m é t h o d e 
de réduct ion à zéro : la non-existence d'une force résul te d'une obser
vation où cette force aurait produi t un effet appréc iab le , si elle avait 
différé de zéro de plus d'une certaine quan t i t é t rès petite. 

Les méthodes de réduct ion à zéro ont une grande valeur lorsqu'on 
peut les employer; mais elles exigent que l 'on puisse mettre en jeu 
s imul tanément dans l 'expérience deux quan t i t és de m ê m e espèce 
égales et opposées. 

Dans le cas actuel, 8 et 8' sont deux quant i tés trop petites pour 
pouvoir ê t re observées, et, par suite, un changement dans la valeur 
de E n'enlève rien de son exactitude au résul ta t . 

On peut dé terminer le degré de précis ion auquel peut atteindre 
cette mé thode en faisant une série d'observations pour chacune des
quelles on fait à nouveau le réglage de A ' , et en comparant le résul ta t 
de chacune de ces observations à la moyenne de la série en t iè re . 

Or, si l 'on dérègle A ' d'une quan t i t é connue, par exemple si l 'on 
introduit en A ou en В une résis tance additionnelle égale à la cen
t ième partie de A ou B , en observant la déviation qui en résul te pour 
l 'aiguille du ga lvanomètre , on peut dédu i re le nombre de degrés cor
respondant à une erreur de i pour ioo. Et, pour connaî t re la p réc i 
sion effectivement obtenue, i l faut dé te rminer la plus petite déviat ion 
qui ne puisse échapper à l'observation et la comparer à la déviat ion 
qui correspond à une erreur de i pour ioo. 

Si c'est entre A et В que la comparaison (*) doit ê t re faite en échan
geant les positions de A et de В , la seconde équat ion devient 

m ( A + ß ) - « ( B + a ) = | ' 8 ' , 

d 'où 

( m - H n ) ( B - A ) = J s - ^ S ' . 

(') Cette étude est tirée du Traité de Weber sur les mesures galvanométriques. 
(Göttingen Transactions, t. X, p. 65.) 
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Et, si w et » , A et B , a et ß sont à peu près égaux, 

В " А = ( А
 +

 а ) ( А + а + 2 r ) ( S ~ 8 ' } ' 

où l 'on peut prendre pour 8 — 8' la plus petite déviat ion appréciable 
du ga lvanomètre . 

Si l 'on fait le fil du galvanomètre plus long et plus fin, tout en l u i 
conservant la même masse totale, n varie comme la longueur du fil 
et a comme le car ré de sa longueur, i l y a une valeur minimum 
j (A + «)(A + a + a r ) 
de .- — - ) pour 

« = i ( A + , ) [ 2 | / 1 - ! F Î ^ Y 2 - I ] . 

Si l 'on suppose que r, la résistance de la pile, soit faible relativement 
à A , ceci donné 

a = £A, 

ou la résistance de chacune des bobines du galvanomètre doit être 
le tiers de la résistance à mesurer. 

On trouve alors 
R A 2 

B _ A = 2 J L ( 8 _ _ 8 ' ) . 

Si le courant passant à travers une seule des bobines du galvano
m è t r e donne une déviat ion Д, on a (à supposer que la déviat ion soit 
exactement proportionnelle à la force qui la produi t ) , 

Dans le galvanomètre différentiel, deux courants produisent sur l 'ai
guille suspendue des effets égaux et contraires. La force avec laquelle 
chacun d'eux agit sur l 'aiguille ne dépend pas seulement de son inten
sité, mais aussi de la position des spires du fil par rapport à l 'aiguille. 
Donc, à moins que la bobine n'ait été enroulée avec un très grand 
soin, le rapport de man peut changer avec la position de l 'aiguille. I l 
est donc nécessaire de dé te rminer ce rapport par des moyens conve
nables au cours de chaque expér ience , si l 'on suppose qu ' i l a pu se 
produire quelque changement dans la position de l 'aiguille. 

L'autre méthode de réduct ion à zéro, où l 'on emploie le pont de 
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Whealstone, ne demande qu'un galvanomètre ordinaire; l'absence de 
déviat ion de l 'aiguille que l 'on observe est due, non plus aux actions 
opposées de deux courants contraires, mais bien à l'absence de cou
rant dans le f i l . Le phénomène observé n'est donc plus seulement une 
déviat ion nulle, mais aussi une in tensi té nulle, et aucune erreur ne peut 
se produire par le fait d ' i r régular i tés ou de changements de quelque 
nature que ce soit dans les bobines du galvanomètre . On n'a à de
mander au galvanomètre que d 'ê t re suffisamment sensible pour révéler 
l'existence et la direction d'un courant, sans aucunement en déter
miner la valeur, n i la comparer à celle d'un autre courant. 

347. Le pont de Wheatstone est formé essentiellement de six con
ducteurs reliant quatre points. Une force é lec t romotr ice E est mise 
en jeu entre deux de ces points au moyen d'une pile vol ta ïque in t ro
duite entre В et G (fig. За ) . On observe au moyen d'un galvanomètre 

l ' intensi té entre les deux autres points О et A . 
Ce courant devient nul dans certaines conditions : on di t alors que 

les conducteurs ВС et OA sont conjugués l 'un à l 'autre; cela implique 
une certaine relation entre les résistances des quatre autres conduc
teurs, et c'est de cette relation que l 'on fait usage pour mesurer les 
résis tances. 

Si l ' in tensi té est nulle dans OA, le potentiel О doit ê t re le même 
que le potentiel en A . Or, si nous connaissons les potentiels en В et С, 
nous pouvons dé te rminer les potentiels en О et en A par la règle 
donnée au § 275, pourvu qu ' i l n'y ait point de courant dans OA, 

p -H Y è + c 
la condition est donc 

Ъ, с, ß et y é tan t les résistances respectives de CA, A B , В О et О С . 
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Pour savoir le degré de précis ion que l 'on peut atteindre par cette 
m é t h o d e , i l nous faut dé t e rmine r l ' in tensi té du courant qui passe dans 
O A quand la condition n'est pas exactement remplie. 

Soient 

A , B , G et О les quatre points; 
x, y et z les courants suivant В С , CA et A B ; 
a, b et с les résis tances de ces trois conducteurs ; 
Ç, 7), £ les courants suivant OA, OB et OC; 
a, ß, y leurs rés i s tances ; 
E une force é lec t romotr ice qu i agit suivant В С . 

Désignons par A , В , С et О les potentiels aux points A , В , С et O. 
Les équat ions de conduction sont 

ax = B — C-+-E, cd-= О — A, 
by = G-A, ß7) = 0 - B , 
cz = A — В , 7Ç = О — G, 

et les équa t ions de cont inu i té sont 

S -+-y — z = o, 
Y) -+- Z — X = O, 

Ç-t-a? — y = o. 

En cons idé ran t le système comme formé de trois circuits OBC, OGA 
et O A B , dans lesquels les intensi tés sont x) y et z, et en appliquant 
à chaque c i rcui t la règle de Kirchhoff, nous él iminons les valeurs des 
potentiels О , A , B , G et des intensi tés £, 7) , Ç, et nous obtenons les 
équa t ions suivantes en x, y et z, 
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348. La valeur de D peut ê t re mise sous une forme symét r ique 

D = abc •+• &c(ß -+- Y) -b C #(Y •+-*) + ab(a-h ß) 
, + ( f l + ô + C ) ( Y * -t- aß H- PY), 

ou bien, puisque nous supposons la pile dans le conducteur a et le 
ga lvanomètre dans le conducteur a, nous pouvons remplacer a par В 
résistance de la pile et a par G résistance du ga lvanomètre . Nous 
trouvons alors 

D = BG(6 -h с •+• ß - ь Y) - K B ( Ô •+• Y ) ( C -b ß) -b G(ô -4- c ) ( ß •+- Y) 
-H 6c(ß 4- Y) - ь ßY(6 H - c). 

Si la force é lec t romotr ice E agissait suivant OA, la résis tance de OA 
restant toujours égale à a et si le galvanomètre é ta i t placé dans ВС, 
la résis tance de ВС restant a, la valeur de D resterait la m ê m e , et 
l ' intensité dans ВС, due à une force élect romotr ice E agissant suivant 
OA, serait égale à l ' in tensi té suivant OA due à une force é lec t romo
trice agissant suivant ВС. 

Si l 'on détache simplement la pile et le galvanomètre et si, sans 
al térer leurs rés is tances respectives, on attache la pile en A et О et le 
ga lvanomètre en В et C, i l faut échanger les valeurs de В et G dans 
l'expression de D . Si D ' est la valeur de D après cet échange , on trouve 

D ~ D ' = ( G - B ) [ ( * - b c ) ( ß 4 - Y ) - ( b - + - y ) ( ß 4 - c ) ] = ( B - G ) ( 6 - ß ) ( c - Y ) . 

Supposons que la résistance du galvanomètre soit plus grande que 
celle de la pile. 

Supposons également que, dans sa p remière position, le galvano
mè t r e relie le point de jonction des deux conducteurs les moins ré s i 
stants ß et Y au point de jonction des deux conducteurs les plus r é 
sistants b et c] ou en d'autres termes, que, supposant les quant i tés b, 
c, ß et Y rangées par ordre de grandeur, b et с soient reliés ensemble, 
e t ß et Y également ensemble. Alors les quant i tés b — ß et с — Y 
sont de même signe, leur produit est positif, et D — D ' est de même 
signe que В — G. 

Si donc le galvanomètre est placé de façon à relier le point de jonc
tion des deux plus grandes résistances au point de jonction des deux 
plus petites, et si sa résistance est supér ieure à celle de la pile, la va
leur de D est moindre et les déviat ions du galvanomètre sont plus 
grandes que si l 'on é tabl i t les communications de l'autre maniè re . 

Donc, pour obtenir dans un système donné les plus grandes dévia
tions du galvanomètre , la règle est la suivante : 

Des deux résistances de la pile et du galvanomètre, placer la 



536 3 е P A R T I E , CHAP. X I . — MESURE DE LA RÉSISTANCE, E T C . 

plus grande de façon qu'elle relie le point de jonction des deux 
plus grandes au point de jonction des deux plus petites des quatre 
autres résistances. 

349. Soit à dé te rmine r le rapport des résistances des conducteurs 
-AB et A C , en trouvant sur le conducteur BOC un point О tel que, 
les points A et О é tant reliés par un fil sur lequel est embroché un 
ga lvanomètre , aucune déviat ion appréc iable de l 'aiguille ne se pro
duise lorsque l 'on fait agir la pile entre les points В et C. 

On peut admettre que le conducteur BOC soit un fil de résistance 
uniforme, divisé en parties égales, en sorte que l'on puisse l ire de 
suite le rapport des résistances de ВО à OC. 

Mais au l ieu que tout le conducteur soit formé de ce fil uniforme, 
on peut aussi n'en faire que la partie voisine de O, et prendre pour 
parties latérales des bobines de forme quelconque et de résistance 
exactement dé te rminée . 

Nous allons maintenant employer une notation différente de la no
tation symét r ique avec laquelle nous avons commencé . 

Soient 

R la résistance totale de BAC ; 
c = / n R e t £ > = ( i — / n ) R ; 
S la résistance totale de BOC ; 
ß — л S et Y = ( i — n)S. 

La valeur de n se l i t directement et celle de m s'en dédui t lorsqu' i l 
n'y a plus de déviation appréc iable du galvanomètre . 

Soient В la résis tance de la pile et de ses communications; G celle 
du galvanomètre et de ses communications. 

Nous trouvons, comme plus haut, 

D = G(BR + BS + RS) + m ( i — m ) R 2 ( B + S) 
-b n(\ — n )S 2 (B + R) + ( m + n - î mn)BRS, 

et, si Ç est l ' intensi té dans le fil du galvanomètre , 

t E R S / 

Pour obtenir les résul tats les plus exacts,' nous devons rendre les 
déviat ions de l 'aiguille aussi grandes que possible relativement à la 
valeur de n — m. C'est à quoi l 'on arrive en choisissant convenable
ment les dimensions du galvanomètre et le fil dont la résistance sert 
de terme de comparaison. 
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On fera voir, quand on traitera de la Galvanomét r ie ( § 7 1 6 ) , que si 
la forme du f i l dans un galvanomètre change, sa masse restant con
stante, la déviat ion de l 'aiguille produite par l 'uni té d ' in tensi té est 
proportionnelle à la longueur, x et que la résistance croî t comme le 
car ré de la longueur. D'où l'on t ire que la déviat ion maximum se pro
dui t quand la résis tance du f i l du galvanomètre est égale à la rés i s 
tance du reste du ci rcui t . 

Dans le cas actuel, si 8 est la dévia t ion , 

8 = Cy/G$, 

où С est une certaine constante et G la résis tance du galvanomètre 
qui vaine comme le car ré de la longueur de son fil; d 'où l 'on trouve 
que, quand 8 est maximum, l a partie de la valeur de D qui renferme 
G doit devenir égale au reste de l'expression. 

Si nous posons aussi m = n, ce qui est le cas lorsque nous avons 
fait une observation correcte, nous trouvons que la meilleure valeur 
de G est 

G = n(i — T I ) ( R H - S ) . 

On peut aisément obtenir ce résul ta t , en cons idérant la résis tance 
du système de A à О et se souvenant que ВС, étant, conjugué de АО, 
n'a aucun effet sur cette rés is tance. 

Nous trouvons de même que, é tan t donnée la surface agissante 
totale de la pile, la disposition la plus avantageuse de cette pile est 
réalisée quand 

RS 
В = 

R 

Enfin, nous dé te rminons la valeur de S par la condition qu'un 
changement donné dans la valeur de n produise la plus grande dévia
tion possible au galvanomètre . Différentiant l'expression de £, nous 
trouvons ainsi 

S ^ - g g - f - R - b G 1 В Ч - R L 71(1 — n)] 

Si l 'on doit faire un grand nombre de dé terminat ions pour lesquelles 
la résistance à mesurer présente à peu près la m ê m e valeur, on peut 
se donner la peine de p répare r un galvanomètre et une pilé spéciale
ment en vue de ces mesures. La meilleure disposition est alors 

S = R, B = - ^ R , G = 2 / i ( i — n ) R 
et, skw = ^, 

G = | R . 
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Sur l'emploi du pont de Wheat stone. 

350. Nous avons exposé la théor ie générale du pont de Wheatstone ; 
nous allons maintenant considérer quelques-unes de ses applications. 

La comparaison qu i peut ê t re effectuée avec le plus d'exactitude 
est celle de deux résistances égales. 

Supposons que ß {fig. 33) soit une bobine de résistance étalon et 
que nous voulions régler la résis tance de y à ê t re égale à celle de ß. 

Fig. 33. 

Deux autres bobines, b et c, sont préparées , égales entre elles ou à peu 
près ; puis les quatre bobines sont mises en place, leurs électrodes plon
geant dans des godets de mercure, de façon que le courant de la pile se 
partage entre les deux branches formées, l'une par ß et y et l'autre par b 
et c. Les bobines b et с sont reliées par un f i l PR, de résistance aussi 
uniforme que possible, pourvu d'une échelle divisée en parties égales. 

Le f i l du galvanomètre relie le point de rencontre de ß et de Y avec 
un point Q du f i l PR, que l 'on fait varier ju squ ' à ce que, fermant 
d'abord le ci rcui t dé la pile, puis celui du galvanomètre , on n'observe 
plus aucune déviat ion de l 'aiguille. 

On échange alors les positions des bobines ß et Y , et l 'on trouve 
une nouvelle position de Q. Si cette nouvelle position est la même 
que l'ancienne, nous savons que l 'échange de ß et de y n'a produit 
aucun changement dans le rapport des résistances et que, par suite, 
Y est bien réglé . S'il faut déplacer Q, le sens et la grandeur de ce d é 
placement indiqueront la nature et la grandeur du changement qu ' i l 
faut apporter à la longueur du f i l Y pour que sa résistance devienne 
égale à celle de ß. 
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Si les résistances des bobines b et c, chacune d'elles comprenant 
la portion du fil PR qu i s 'étend jusqu'au point m a r q u é zéro sur 
l 'échelle , sont égales aux résistances de b et de с divisions du fil, et si 
la lecture de l 'échelle qui correspond à Q est x dans le premier cas, 
y dans le second, 

c x _ ß c _ Y. 
b — x ~~ y ' 'b —y ~ ß ' 

d 'où 
l ! _ T , (b-hc)(y~x) 
ß 2 (fc + a ,)(fc -y) 

Puisque b—/est à peu près égal à с-h я? et que tous deux sont 
grands par rapport à x ou à y, ceci peut s 'écrire 

Y 2 V — X J _ • = r _ J _ ^ 

ß 2 6 + С 

Ayant réglé y aussi bien que possible, nous substituons à b et à с 
d'autres bobines, de résis tance dix fois plus grande, par exemple. 

La différence qui subsiste encore entre ß et y produira alors dans la 
position de Q une variation d ix fois plus grande qu'avec les p remières 
bobines, et nous pouvons ainsi augmenter constamment l'exactitude 
de notre comparaison. 

Le réglage se fait plus vite au moyen d'un f i l et d'un contact que 
l 'on déplace, qu'au moyen d'une boî te de rés is tances , et i l se fait d'une 
maniè re continue. 

On ne doit jamais introduire dans le fil par le contact mobile la pile 
au l ieu du galvanomètre , car le passage d'un courant énerg ique par le 
point de contact détér iorera i t la surface du fil. Cette disposition s'ap
plique donc au cas où la résis tance du galvanomètre est plus grande 
que celle de la pile. 

Si l 'on donne y la résis tance à mesurer, a la résis tance de la pile et 
a celle du galvanomètre , les valeurs les plus avantageuses des autres 
résistances sont, ainsi que l'a fait voir M . Oliver Heaviside (Phil. 
Mag., février 187З), 
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De la mesure des petites résistances. 

351. Si l 'on in t rodui t dans un circui t un conducteur court et épais , 
sa résistance est t rès faible à côté des résistances causées par les d é 
fauts inévi tables des attaches, contacts imparfaits, mauvaises sou
dures, etc., et des mesures faites de la façon qu'on vient de décr i re 
ne donneraient pas une valeur correcte de la résis tance. 

L'objet de ces expér iences est, en général , de dé te rmine r la r é -

Fig. 34. 

v 
sistance spécifique d'une substance, et l 'on y a recours si la substance 
ne peut ê t re obtenue sous forme de f i l long et fin ou si l 'on doit me
surer la rés is tance transversale aussi bien que la résis tance long i tu 
dinale. 

Sir W . Thomson (*) a décr i t une mé thode applicable dans des cas 
de ce genre, que nous pouvons prendre comme exemple d'un système 
à neuf conducteurs. 

Le point le plus important de cette méthode est que l 'on mesure la 
résis tance non pas du conducteur tout entier, mais seulement d e l à 
partie de ce conducteur comprise entre deux repères voisins de ses 
ex t rémi tés . 

La résis tance que nous voulons mesurer est celle que rencontre un 
courant dont l ' intensi té est uniforme dans toutes les sections du con
ducteur, et qu i s 'écoule para l lè lement à l'axe de ce conducteur. Or, 
dans le voisinage des ext rémi tés , lorsque le courant pénètre par des 
électrodes soudées, amalgamées ou simplement serrées contre les ex
t rémi tés du conducteur, i l y a généra lement un défaut d 'uniformité 
dans la distr ibution de l ' intensi té dans le conducteur; tandis qu'aune 
courte distance des électrodes , l ' intensité devient sensiblement un i 
forme. Le lecteur peut se reporter à l 'é tude et aux diagrammes 

(') Proc. B. S., 6 juin 1861. 
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donnés au § 193, où un courant pénétrant par un côté dans une 
bande de métal à bords parallèles devient bientôt parallèle à ces 
bords. 

Fig. 35. 

V 

On doit donc comparer la résistance des conducteurs entre certains 
repères S, S' et T, T . 

Les conducteurs sont disposés à la suite l 'un de l 'autre, reliés aussi 
parfaitement que possible, dans le circuit d'une pile à faible résis tance. 
Un fil SVT touche les conducteurs en S et en T ; un autre, S 'V 'T ' , 
les touche en S' et T ' . 

Le fil du galvanomètre relie les points V et V de ces deux fils. 
Les fils SVT et S 'V 'T ' sont pris assez résis tants pour que l 'on puisse 

négliger devant leur résistance celle qui est due aux contacts impar
faits en S, T, S' et T ' ; V et V sont pris de façon que les résistances 
des deux branches de chacun des deux fils soient à peu près dans le 
rapport des résistances des conducteurs. 

Appelons 

H et F les résistances des conducteurs SS' et T T ' ; 
A et С celles des branches SV et V T ; 
P et R celles des branches S ' V et V T ' ; 
Q celle de la pièce S'T' qui relie les conducteurs; 
В celle de la pile et de ses communications ; 
G celle du galvanomètre et de ses communications. 

La symétr ie de ce système se comprend aisément d 'après le dia
gramme simplifié {fig. 34). 

La condition pour que la pile В et le galvanomètre G soient des 
conducteurs conjugués est, dans ce cas, 

F H / R P \ Q _ 
G А + \ С A J P . + Q + R - ° " 

Or la résistance de la pièce de communication Q est aussi faible 
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qu ' i l nous est possible de le faire. Si elle é ta i t nulle, l ' équat ion se r é 
dui ra i t à 

F H 
G - X = 0 ' 

et le rapport des résistances à comparer serait égal au rapport de С 
à A , comme dans la forme ordinaire du pont de Wheatstone. 

Dans le cas actuel, la valeur de Q est petite en comparaison de P 
ou de R ; si donc nous prenons les points V et V , de façon que le rap
port de R à С soit à peu près égal au rapport de P à A , le dernier 
terme de l 'équat ion s'annule, et nous avons 

F _ G , 
H ~~ A ' 

Le succès de cette mé thode dépend , dans une certaine mesure, de la 
perfection des contacts entre les fils et les conducteurs que l 'on exa
mine, en S, S', T et T ' . Dans la mé thode suivante, employée par 
M M . Matthiessen et Hockin (*), on n'a pas à se préoccuper de cette 
condition. 

352. Les conducteurs à examiner sont disposés de la façon qui 
vient d 'ê t re dite : les attaches sont faites aussi bien que possible, et 
l 'on se propose de comparer la résis tance de la partie comprise entre 
les repères S, S' du premier conducteur et la résistance de la partie 
comprise entre les repères T , T ' du second (fig. 36). 

Fig. 36. 

Deux pointes ou deux arêtes vives, faites d'une substance conduc-

(1 ) Laboratory, Matthiessen et Hockin, Sur les alliages. 
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trice, sont fixées dans un morceau de mat iè re isolante, de façon que 
l'on puisse mesurer exactement la distance qu i les sépare . Cet appa
rei l é tant placé sur le conducteur à examiner, ses points de contact 
avec ce conducteur sont à une distance connue SS'. Chacune de ces 
pièces de contact est reliée à un godet de mercure où l 'on peut plonger 
une des électrodes du galvanomètre . 

Le reste de l'appareil est disposé comme dans le pont de Wheatstone, 
avec des bobines ou des boî tes de résistance en A et C, un fil PR et 
un contact mobile Q auquel est rel iée l'autre électrode du galvano
mè t r e . 

Supposons le galvanomètre relié à S et Q, et soient A j et C 4 ainsi 
disposés, et la position de Q ainsi dé te rminée en Q x qu ' i l n'y ait point 
de courant dans le fil du galvanomètre . 

Nous savons alors que 
X S _ A i + P Q i 
S Y - C i - f - Q t R ' 

XS, PQ, . . . étant mis pour représenter les résistances de ces con
ducteurs. 

De là nous tirons 
X S _ Ai •+- PQi 
X Y ~ A ^ C I - H P R ' 

Relions maintenant à S' l 'é lectrode du ga lvanomètre , et transpor
tons des bobines de résistance de С en A , jusqu ' à ce que nous puis
sions établ i r l ' équi l ibre é lec t r ique dans le fil du galvanomètre en pla
çant Q en un certain point Q 2 du fil. Soient C 2 et A 8 les nouvelles va
leurs de С et A , soit 

А І - Ь Сі-+- P R = А 2 - ь С 2 ч - P R = R. 

Nous avons, comme précédemment , 

X Y ~~ R ' 
d'où 1 

SS| _ A 2 — A j +- QtQs, 
X Y ~ R 

De même , en mettant l'appareil sur le second conducteur en T T ' et 
en transportant encore des résistances, nous aurons, quand l 'électrode 
est en T ' , 

X T ' _ А з + P Q J 
X Y ~~ R ' 
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et, quand elle est en T, 
X T _ A » 4 - P Q 4 , 
X Y — R ; 

d 'où 
T T ' _ A t — Ад-д-QaQ,, 
X Y ~~ R 

Nous pouvons donc en t i rer le rapport des résistances SS' et T T ' , 

SS' __ As— АіЧ- Q ) Q t 

T T ' - A4 — A3-+- Q 3 Q 4 ' 

Si l 'on ne recherche une grande précis ion, on peut se passer des 
bobines A et C, et alors on trouve 

SS' _ Q i Q 2 

T T ' - Q 3 Q 4 * 

Lorsqu'on l i t la position de Q sur un f i l de i m de longueur, on 
ne peut guère compter sur une approximation supér ieure à -fa de m i l 
l imèt re , et la résis tance du f i l peut présenter des variations considé
rables en ses différents points par suite de différences de t empéra tu re , 
de frottements, etc. Si donc on veut obtenir une grande précision, on 
in t rodui t en A et G des bobines de résistance considérable , dont on 
peut dé t e rmine r le rapport des résistances plus exactement que le 
rapport des résistances des parties en lesquelles le point Q partage 
le fil. 

I l y a l ieu de remarquer que dans cette méthode l'exactitude des 
résul ta ts ne dépend nullement de la perfection des contacts en S, S', 
T et T ' . 

Cette mé thode peut ê t re appelée méthode différentielle du pont de 
Wheatstone, car elle repose sur la comparaison d'observations sé
parées . 

Une condition essentielle d'exactitude dans cette méthode est que 
la rés is tance des communications reste la même pendant le cours des 
quatre opéra t ions qu i sont nécessaires pour obtenir une dé terminat ion 
complè te . Aussi doit-on toujours répéter cette série d 'opérat ions dans 
le m ê m e ordre, pour découvr i r les changements qui auraient pu se 
produire dans ces résis tances. 

Comparaison des grandes résistances. 

353. Si la résistance à mesurer est t rès considérable , on peut com
parer les potentiels des différents points du système au moyen d'un 
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é lèc t romèt re sensible, tel que l ' é lec t romètre à quadrants décr i t au 
§ 219. 

Si les conducteurs dont on doit mesurer la résistance sont placés en 
série et traversés par le courant d'une pile de force é lec t romotr ice 
considérable , la différence des potentiels aux ext rémi tés de chaque 
conducteur est proportionnelle à la résistance de ce conducteur. Donc, 
en reliant les électrodes de l ' é lec t romètre aux ext rémités d'un conduc
teur, puis d'un autre, on peut dé te rmine r le rapport de leurs résis tances. 

C'est là la mé thode la plus directe pour dé te rminer des résistances ; 
mais elle suppose l 'emploi d'un é lec t romètre aux indications duquel 
on puisse se fier, et nous devons ê t re assurés que le courant reste 
constant pendant la durée de l ' expér ience . 

On peut aussi disposer quatre conducteurs de grande résis tance, 
comme dans un pont de Wheatstone, et former le pont lu i -même par 
les électrodes d'un é lec t romètre au lieu de celles d'un galvanomètre . 
L'avantage de cette mé thode est qu ' i l n'y a pas besoin d'un courant 
permanent pour produire la déviation de l 'é lectromètre , au l ieu que 
le galvanomètre ne dévie que si son fil est t raversé par un courant. 

354. Lorsque la résistance d'un conducteur est si grande, que le 
courant qu'y produit toute force é lect romotr ice dont on dispose soit 
encore trop petit pour ê t re mesuré directement au galvanomètre , on 
peut employer un condensateur pour y accumuler l 'électrici té pendant 
un certain temps; ensuite, en déchargeant ce condensateur à travers 
un galvanomètre , on peut évaluer la quan t i t é d 'électr ici té accumulée : 
c'est la mé thode de M M . Br igh t et Clark pour essayer les soudures 
des câbles sous-marins. 

355. Mais la manière la plus simple de mesurer la résistance d'un 
pareil conducteur consiste à charger un condensateur de grande ca;-
pacité et à relier ses deux armatures aux électrodes d'un é lect romètre 
et aux extrémités du conducteur. 

Soient 

Ë la différence de potentiels indiquée par l ' é l ec t romèt re ; 
S la capacité du condensateur; 
Q la charge sur chacune de ses surfaces; 
R la résistance du conducteur; 
x l ' intensité du courant qui le traverse, 

on a, d 'après la théorie des condensateurs, 

Q = SE; 
Tr. d'Èlect. et de Magn., I. 35 
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d 'après la l o i de Ohm, 
E = R#; 

d 'après la définition de l ' in tens i té , 

_ dQ 
œ ~ ~ ~dt'' 

d'où 

et 

Q = Q o e ~ R S , 

Qo é tan t la charge initiale au temps t = o. 
De m ê m e 

t_ 
E = E 0e 

E 0 étant la p r emiè re lecture de l ' é lec t romètre et E la lecture au 
temps t. 

De là nous tirons 

R _ T 

n - S ( l o g e E 0 - l o g e E ) ' 

ce qu i donne R en mesure absolue. Dans cette expression, i l n'est 
pas nécessaire de connaî t re la valeur d'une division de l 'échelle de 
l ' é lec t romèt re . 

Si la capaci té S du condensateur est évaluée en mesure électrosta
tique par un certain nombre de mèt res , R est aussi donné en mesure 
é lec t ros ta t ique comme l'inverse d'une vitesse. 

Si S est donné en mesure é lec t romagnét ique , ses dimensions sont 
T 2 

-y- et R est une vitesse. 
Li 

Comme le condensateur lu i -même n'est pas un isolant parfait, i l est 
nécessaire de faire deux expériences. Dans la p remière , on détermine 
la résis tance R 0 du condensateur lu i -même; dans la seconde, celle du 
condensateur ayant ses armatures reliées par le conducteur. Soit R' 
cette rés is tance. Alors la résistance R du conducteur est donnée par 
l 'équat ion 

I i i 

R ^ R? ~~ % ' 

Cette méthode a été employée par M . Siemens 
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Méthode de Thomson (!) pour déterminer la résistance d'un galvanomètre. 

356. Une disposition semblable à celle du pont de Wheatstone 
(fig. З7 ) a été employée avec avantage par Sir W . Thomson pour dé-

Fig. 3 7. 

terminer la résistance du galvanomètre dont on se sert. Elle a été 
suggérée à Sir W . Thomson par la mé thode de Mance (voir § 357). 

Comme précédemment , plaçons la pile entre В et C, sur la figure 
du § 347; mais mettons le galvanomètre en CA au l ieu de OA. Si 
6 ß — с-/ est nu l , le conducteur OA est conjugué de ВС, et, puisqu'il 
n'y a point de courant produit dans OA par 1^ pile placée dans ВС, 
l ' intensité du courant dans un quelconque des conducteurs est indé
pendante de la résistance de OA. Donc la déviation du galvanomètre 
placé en CA restera la m ê m e , que la résistance de OA soit grande ou 
petite. On observe donc si la déviat ion du galvanomètre reste la 
même lorsqu'on réun i t О et A par un conducteur de faible résistance 
ou lorsqu'on rompt cette communication ; et lorsque, par un réglage 
convenable des résistances des conducteurs, ce résul ta t a été obtenu, 
on sait que la résistance du galvanomètre est 

b - j , 

c, Y et ß é tant des résistances de bobines connues. 
I l y a l ieu de remarquer que cette méthode n'est point une méthode 

(1) Proc. R. S., 19 janvier 1871. 
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de réduc t ion à zéro , si l 'on entend par là qu ' i l ne passe point de cou
rant dans le ga lvanomètre ; mais c'est une méthode de réduct ion 
à zéro , en ce sens que ce que l 'on observe est un fait négatif, le fait 
que la déviat ion du galvanomètre ne change pas quand on établ i t un 
certain contact. Une observation de ce genre a plus de valeur que 
l'observation de l 'égali té de deux déviat ions du même ga lvanomèt re ; 
car, dans ce dernier cas, la force de la pile ou la sensibil i té du galva
nomèt re peuvent changer dans l'intervalle des mesures, au lieu que, 
si la déviat ion reste constante malgré certains changements que nous 
pouvons répéter à volonté, nous sommes sûrs que l ' intensi té est com
plè tement indépendante de ces changements. 

On peut dé te rmine r a isément la résistance de la bobine d'un galva
nomètre en employant le pont de Wheatstone, à la manière ordinaire, 
et en mettant en OA un autre galvanomètre . Par la méthode que l'on 
vient de décr i re , le galvanomètre sert à mesurer lui-même sa .propre 
résis tance. 

Méthode de Mance (') pour déterminer la résistance de la pile. 

357. La mesure de la résistance d'une pile qui fonctionne présente 
des difficultés bien plus grandes; car on trouve que la résistance de 
la pile éprouve un changement considérable quelque temps après que 
l'on a changé la force du courant qui traverse cette pile. Dans la p lu 
part des méthodes c o m m u n é m e n t employées pour mesurer la rés is
tance des piles, i l se produit au cours même des opérat ions de ces va
riations dans la force du courant qui traverse la pile, par suite, les 
résul ta ts sont rendus incertains. 

La mé thode de Mance ne prê te pas à cette objection : la pile est 
mise en ВС et le galvanomètre en CA. La communication entre О et В 
est alternativement établ ie et rompue. 

. Or la déviation de l 'aiguille du galvanomètre reste constante, quelques 
changements que subisse la résistance de OB, pourvu que OB et AC 
soient conjugués . On peut regarder ce résul ta t comme un cas par t i 
culier de ce qui a été établi au § 347, on peut aussi l 'obtenir direc
tement en é l iminant z et ß dans les équat ions de ce paragraphe; on a 
alors 

(aa — е-Л)а?ч- (сЛ + ca + c i + bcc)y = Ea. 

Pour que soit indépendant de x et, par suite, de ß, i l faut que l'on 

(') Proc. B. S., 19 janvier 1 8 7 t . 
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an — cy. 

On a ainsi la résis tance de la pile en fonction de c, Y et a. 
Si la condition au—cy est remplie, le courant qui passe dans le 

galvanomètre est 

ou 

Ea , 
cè + a ( a - f 6-t-c) 

E f 
ab -\- y(a -\- b -\- c) , 

Pour nous rendre compte de la sensibili té de cette méthode , suppo
sons que la condition 

an. = <?Y 

soit remplie à peu près (fig. 38), mais non en t iè rement , et qu ' i l passe 

dans le galvanomètre un couranty 0 lorsque les points О et В sont 
reliés par un conducteur de résistance négligeable, un courant yx 

lorsque la communication est en t iè rement rompue entre О et B . 
Pour trouver ces valeurs, nous devons faire ß = о et ß =roo dans la 

formule générale de y et comparer les résul ta ts . 
La valeur générale de y est 

cY-^-ßY-+-Y«-4-«ß F 

D 

D désignant la même expression qu'au § 348. Donnant aß les valeurs 
indiquées plus haut, i l est aisé de voir que les expressions de у$ et 
de yt sont à peu près 
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De ces valeurs nous tirons 
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У о —Уі _ а (сЛ — « « ) 
y Л ( с + : а ) ( « + х)' 

Donc la résis tance с du conducteur A B doit ê t re égale à a, celle de la 
p i l e ; a et Y doivent ê t re égaux et aussi petits que possible, et b doit 
ê t re égal à а + y. 

Puisqu'un galvanomètre a sa plus grande sensibil i té lorsqu'il est 
près de sa position de repos, avant d 'é tabl i r le contact entre О et B , 
nous ramènerons l 'aiguille au zéro au moyen d'aimants fixes. 

Quand on mesure de cette façon la résistance de la pile, aucune 
partie de l 'opérat ion ne modifie l ' intensi té dans le ga lvanomèt re ; on 
peut donc mesurer la résis tance de la pile pour toute intensi té du 
courant et dé te rmine r comment l ' intensi té réagi t sur la résistance (*). 

Si y est l ' intensi té du courant dans le galvanomètre , les intensi tés 
dans la pile seront x0 lorsque la clef est abaissée et xx quand elle est 
relevée, où l 'on a 

Г b ас 1 / b \ ' 
Xo = y \ n 1—-, с > x \ ~ y \ [ H )> 

la résis tance de la pile é tan t 
a — -± 

et sa force é lect romotr ice 

E=j^6-bCH- £ ( 6 4-Y)J. 
La m é t h o d e du § 356, pour dé te rmine r la résis tance d'un galvano-

' mè t r e , ne diffère de celle-ci qu'en ce que les contacts sont établis et 
rompus entre О et A au l ieu de О et B ; en échangeant a et ß, nous 
obtenons pour ce cas 

У0—.П _ P cy — & ß 
У Y ( с - і - р ) ( 3 ч - у / 

De la comparaison des forces électromotrices. 

358. La disposition suivante, pour comparer la force électromotr ice 

(*) Dans le Philosophical Magazine de 1876, 1.1, p. 5 i 5 - 5 2 5 , M. Oliver Lodge 
le signale comme un défaut de la méthode de Mance que, la force électromotrice 
de la pile dépendant de l'intensité du courant dans cette pile, la déviation du 
galvanomètre ne peut être la même dans les deux positions de la clef abattue ou 
relevée, si l'équation а а = су est vraie. M. Lodge décrit une modification de la 
méthode de Mance qu'il a employée avec succès. 
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des systèmes voltaïques ou thermo-électriques que ne traverse aucun 
courant, n'exige qu'une série de bobines de résistance et une pile 
constante. 

Supposons que la force électromotrice E de cette pile soit plus grande 
que celle de l'un ou l'autre des électromoteurs à comparer. En inter
posant entre les points A, et Bj (fig. З9) du circuit primaire EBX A X E 

une résistance suffisante R t , on peut rendre la force électromotr ice 
qui agit de B! vers A t égale à celle de l ' é lec t romoteur E I ? et si alors on 
relie aux points A t et B t les électrodes de cet é lec t romoteur , i l ne 
sera traversé par aucun courant. On placera donc un galvanomètre G t 

dans le circuit de l ' é lec t romoteur E t , et l 'on réglera la résistance 
entre A t et B t j u squ ' à ce que le galvanomètre Gf ne décèle plus de 
courant; on obtient alors l 'équat ion 

Ej = Ri G, 

où R t est la rés is tance entre At et B j et G l ' intensité du courant dans 
le circuit primaire. 

De même , en prenant le second é lec t romoteur E 2 et p laçant ses 
électrodes en A 2 et B 2 , de façon que le galvanomètre G 2 ne décèle 
aucun courant 

E 2 — R2 G, 

où R 2 est la résistance entre A 2 et B 2 . Si les observations des galva
nomètres GX et G 2 sont s imultanées, la valeur de C, l ' intensité dans 
le circuit primaire, est la m ê m e dans les deux équat ions , et l 'on 
trouve 

Ei _ Rj_ _ 
E 2 R 2 
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De cette man iè re , on peut comparer les forces é lect romotr ices de deux 
„electromoteurs . La force é lec t romotr ice absolue d'un é lec t romoteur 
peut ê t re mesurée par la mé thode é lect ros ta t ique avec l 'é lectromètre 
ou par la m é t h o d e é lec t romagné t ique avec un galvanomètre absolu. 

Cette mé thode , dans laquelle i l n'y a de courant dans aucun des élec
tromoteurs au moment de la comparaison, est une modification de 
la m é t h o d e de Poggendorff et est due à M . Latimer Clark, qui a ob
tenu ainsi les valeurs suivantes pour les forces é lec t romotr ices : 

Daniell I . Zinc amalgamé. . SOH-b4A.q ' v o u s . 
Solution concentrée de SO*Gu cuivre ',079. 

». I L » S O H + i a A q 
» SO^Cu cuivre 0,978. 

» I I I . » S O H - | - i 2 A q 
» . . . . . . AzO f ,Cu cuivre 1 , 00 . 

Bunsen I . » S O H - b i 2 A q 
» A z 0 6 H charbon 1,964. 

» I I . » S0*H -Ki2Aq 
» Az0 6 H ( i ) charbon 1,888. 

Grove » SC-Шч- 4Aq 
» AzO°H platine i,g56. 

U n volt est une force é lec t romotr ice égale à 100000000 uni tés du 
système cent imèt re-gramme-seconde . 

(«) Densité i,38. 



D E L A RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE DES C O R P S . 553 

C H A P I T R E X I I . 

DE LA RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE DES CORPS. 

359. Les différents corps se rangent en trois classes, d 'après la 
façon dont ils se comportent relativement au passage de l ' é lectr ici té . 

La première classe comprend tous les m é t a u x , leurs alliages, 
quelques sulfures et d'autres composés renfermant des m é t a u x ; i l faut 
y ajouter le carbone sous forme de charbon de cornue, et le sélénium 
sous la var ié té cristalline. 

Pour toutes ces substances, la conduction se produit sans décompo
sition n i al térat ion de la mat iè re chimique des corps, n i dans la 
masse, n i aux points où le courant entre ou sort. Dans tous ces "corps, 
la résis tance augmente à mesure que la t empéra tu re s'élève ( 1 ) . 

La seconde classe comprend les substances que l'on appelle electro
lytes, parce que le passage du courant est accompagné d'une décom
position de la substance en deux éléments qui apparaissent sur les 
électrodes. En général , les corps ne peuvent ê t re electrolytes qu 'à 
l 'état l iquide; cependant i l y a certains colloïdes, tels que le verre 
à ioo°, qui sont solides en apparence et qui sont pourtant des elec
trolytes. Des expériences de Sir B.-G. Brodie, i l semble résul ter que 
certains gaz sont susceptibles d'électrolyse sous l'influence d'une force 
é lec t romotr ice considérable . 

Pour toutes les substances où la conduction est é lect rolyt ique, la 
résistance diminue à mesure que la t empéra tu re s'élève. 

La t rois ième classe comprend des substances dont la résis tance est 
si grande que les méthodes les plus délicates peuvent seules y perce
voir le passage de l 'électr ici té : elles sont appelées diélectriques. A 
cette classe appartiennent un grand nombre de corps solides, quelques 
liquides, tels que la té rébenth ine , le pét role , la paraffine fondue, etc., 
et tous les gaz et les vapeurs. Le charbon sous forme de diamant et le 
sélénium sous la variété amorphe appartiennent à cette classe. 

La résistance des corps de cette classe est énorme, comparée à celle 

( 4 ) La résistance des charbons employés pour la production de la lumière 
électrique décroit quand la température s'élève. . [P . ] 
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des m é t a u x . Elle diminue à mesure que la t empéra tu re s'élève. En 
raison de la grande résis tance de ces corps, i l est difficile de dé te r 
miner si le faible courant que l 'on peut faire passer au travers est ou 
non accompagné d 'électrolyse. 

De la résistance électrique des métaux. 

360. I l n'y a point de partie des é tudes é lect r iques pour laquelle on 
ait fait des expériences plus nombreuses et plus soignées que pour la 
dé te rmina t ion de la résis tance des mé taux . I l est de la plus haute i m 
portance pour les té légraphes é lec t r iques que le méta l dont sont faits les 
fils ait la plus petite résis tance possible : on doit donc faire des mesures 
de résis tance pour choisir les ma té r i aux . Si une faute se produit sur 
la ligne, sa position est aussi tôt dé te rminée par des mesures de rés i 
stance; ces mesures, auxquelles tant de personnes sont maintenant 
employées , exigent l'usage de bobines de résistance faites d'un métal 
dont les p ropr ié tés é lec t r iques aient été étudiées avec soin. 

Les propr ié tés é lectr iques des m é t a u x et de leurs alliages ont été 
é tudiées avec grand soin par M M . Matthiessen, Vogt et Hockin, et 
par M M . Siemens qui ont tant con t r ibué à introduire dans la pra
tique jou rna l i è r e l'usage des mesures électr iques exactes. 

Des recherches du D 1 ' Matthiessen, i l résul te que l'effet de la t e m p é 
rature sur la résistance est à peu près le même pour un grand nombre 
de m é t a u x purs; la résistance à i oo°C . est à la résistance à o°C. dans 
le rapport de i ,4*4 à i , ou de ioo à 70,7. Pour le fer pur, le rapport 
est de i ,645; pour le thal l ium pur, de i ,458. 

La résis tance des mé taux a été observée par le D r C . - W . Siemens ( l ) 
dans les limites de t empé ra tu r e plus é tendues , s 'é tendant du point de 
congélat ion del'eau j u s q u ' à 35o°G. et, dans quelques cas, j u squ ' à iooo°G. 
I l trouve que la résis tance cro î t avec la t empéra tu re , mais que l'ac
croissement diminue à mesure que la t empéra tu re s'élève. La formule 
qu ' i l trouve en accord t rès exact avec les observations de résistances 
faites à basse t empéra tu re par le D r Matthiessen et avec ses propres 
observations s 'é tendant sur un intervalle de*iooo°G. est 

où T est la t empé ra tu r e absolue comptée à part i r de — 273°G. et où 

(') Proc. Ht S., 27 avril 1871. 
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a, ß et Y sont des constantes. Ains i , pour 

j . 
Platine r = 0,039369т a 4 - 0,00216407т — o,a4i3. 

1 
Cuivre r = 0 ,026577т 2 4 - o,oo3i443 T — 0,22761. 

1 z 
Fer r = 0 ,072545т 2 -но,00З81ЗЗ T - L 1,23971. 

Grâce à des données de ce genre, on peut dé te rmine r la t empé ra tu r e 
d'un four en observant la résis tance d'un fil de platine placé dans 
ce four. 

Le D r Matthiessen a reconnu que deux m é t a u x é tan t combinés pour 
former un alliage, la résistance de l'alliage est, dans là plupart des 
cas, supér ieure à la résis tance que l 'on pourrait calculer d 'après la 
résistance des m é t a u x composants et leur proportion. Dans le cas des 
alliages d'or et d'argent, la résistance de l'alliage est plus grande que 
celle de l 'or ou de l'argent pur, et, quand les proportions des deux 
mé taux sont comprises dans certaines l imites, la résis tance varie t rès 
peu pour de légères variations dans les proportions. Pour cette r a i 
son, le D r Matthiessen recommande, comme substance t rès convenable 
pour reproduire l 'uni té de résistance, un alliage de deux parties en 
poids d'or pour une partie d'argent. 

En général , les changements de t empéra tu r e ont moins d'effet sur 
la résistance é lect r ique des alliages que sur celle des mé taux . 

Aussi fait-on les bobines de résistance ordinaires en argent allemand, 
qui présente une grande résistance variant peu avec la t empéra tu re . 

On emploie aussi pour les bobines étalons un alliage de platine et 
d'argent. 

361. La résistance é lect r ique de certains m é t a u x change par le re
cuit , et, à moins qu'un fil n'ait été soumis à des épreuves répétées , 
dans lesquelles i l a été por té à de hautes t empéra tu res sans éprouver 
de changement permanent de résis tance, on ne peut le considérer 
avec certitude comme un étalon de résistance. La résis tance de cer
tains fils change avec le temps, sans même qu'ils soient soumis à 
des variations de t empé ra tu r e . I l est donc important de dé te rminer 
la résis tance spécifique du mercure, méta l qu i , é tant fluide, a toujours 
la même structure molécula i re , et qu i est facile à purifier par d i s t i l 
lation et traitement à l'acide ni t r ique. Un grand soin a été appor té à 
la dé te rmina t ion de la résistance de ce métal par W . et C.-F. Siemens 
qu i Га p roposé pour servir d 'étalon. Ces recherches ont été complé
tées par celles de Matthiessen et Hockin. 
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La résis tance spécifique du mercure se dédui t de la manière sui
vante de la résis tance mesurée d'un tube de longueur / contenant un 
poids w de mercure. 

Aucun tube de verre ne présente un d iamèt re égal dans toute sa 
longueur; mais, si l 'on in t rodui t dans le tube une petite quant i té de 
mercure qui y occupe une longueur X, dont le milieu est à une dis
tance л? d'un des bouts du tube, l'aire de la section aux environs de 

. G 
ce point sera s = -^y où С est une certaine constante. 

Le poids du mercure qui remplit tout le tube est 

n é tan t le nombre des points équidis tants pris sur la longueur du 
tube pour lesquels on a mesuré X, et p est la masse de l 'uni té de vo
lume. 

La rés is tance du tube tout entier est 

/• é tant la résis tance spécifique par uni té de volume; d'où 

ce qu i donne la résistance spécifique de l 'uni té de volume. 
Pour trouver la résis tance de l 'uni té de longueur et de l 'uni té de 

masse, nous devons mul t ip l ier par la densi té . 
Des expériences de Matthiessen et Hockin, i l résul te que la rés i 

stance d'une colonne de mercure uniforme, d'une longueur de i m et 
du poids de is r , est à o°G. de 13,071 ohms; d'où i l suit que, si le poids 
spécifique du mercure est 13,5g5, la résistance d'une colonne de i m 

de long et de іттч de section est 0,96146 ohms ( 4 ) . 

362. Dans la Table suivante, R est la résistance en ohms à o°C. d'une 

.(') Provisoirement, la valeur de l'ohm légal a été fixée à im,o6 d'une colonne 
de mercure de i m m i de section, ce qui donne, pour la valeur légale de la résistance 
d'une colonne de mercure de і ш , 0,9422 ohms. L-P-l 
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colonne de i r a de long pesant №, ét r est la résistance en cen t imèt res 
par seconde d'un cen t imèt re cube, d 'après les expér iences de Mat-
thiessen ( M . 

Accroissement 
de résistance 

Densité. R. r . pour i ° C . ft ao'C. 
10,5o étiré 0,1689 1609 0,377 
8, 95 étiré 0,1469 1642 o,388 

Or 19,27 étiré o,4i5o 2i54 o,365 
Plomb ]1,391 comprimé 2,257 19847 0,387 

13,*>95 liquide 13,071 96146 0,072 
Or 2, Argent I . . . i5,2i8 étiré ou recuit 1,668 10988 o,o65 
Sélénium à ioo u G. cristallisé 6 X I 0 l a 1 1,00 

De la résistance électrique des electrolytes. 

363. On rencontre dans la mesure de la résis tance é lectr ique de* 
electrolytes des difficultés dues à la polarisation des électrodes : i l 
arrive que la différence de potentiels que l 'on observe entre les élec
trodes métal l iques est plus petite que la force é lec t romotr ice qui 
produit réel lement le courant. 

I l y a divers moyens de surmonter cette difficulté. Dans certains 
cas, on peut é l iminer la polarisation en employant des électrodes 
faites d'une substance convenable, du zinc, par exemple, dans une 
solution de sulfate de zinc. Si l'on donne aux électrodes une surface 
considérable relativement à la section de la partie de l 'électrolyte 
dont on doit mesurer la résis tance, et si l 'on n'emploie que des cou
rants de courte durée ayant des directions a l ternées , on pourra faire 
les mesures avant que le passage du courant ait donné à la polarisa
tion une intensi té considérable . 

Enfin, si l 'on fait successivement deux expér iences , dans l'une des
quelles le courant a à parcourir dans l 'électrolyte un chemin bien plus 
long, que dans l'autre, et, si l 'on règle la force é lec t romotr ice de façon 
que l ' intensité effective et la durée du passage du courant soient à peu 
près les mêmes dans les deux cas, on peut é l iminer en t iè rement l'effet 
de la polarisation. 

364. Dans les expériences du D r,Paalzow ( 2 ) , les électrodes avaient 
la forme de grands disques, placés dans des vases plats, séparés , ren
fermant l 'é lectrolyte, entre lesquels la communication é ta i t établie 

(') Phil. Mag., mai i865. 
(s) Monatsbericht, Berlin, juillet 1 S 6 8 . 
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par le moyen d'un long siphon rempli de l'électrolyte et plongeant 
dans les deux vases. On employait deux de ces siphons de longueurs 
différentes. 

Ri et Rj étant les résistances observées pour l'électrolyte dans ces 
siphons, les siphons étaient remplis de mercure et l'on trouvait alors 
R, et JV2 pour leurs résistances. 

Alors on trouverait le rapport de la résistance de l'électrolyte à la ré
sistance d'une masse de même forme de mercure à o°G. parla formule 

R i — R 2 

Pour déduire des valeurs de p la résistance d'une longueur de o m ,o i 
ayant une section de i c i , nous devons multiplier par la valeur de /• 
pour le mercure à o°G. (voir § 361). 

Voici les résultats donnés par Paalzow : 

365. 

Mélanges d'acide sulfurique et d'eau. 
Résistance comparé» 

au mercure. 
S O H 2 i5°G. 96950 
S O H * нь i 4 № 0 i9°G. 14157 
SO*H 2 Ч- 1ЗН20 22°C. 1ЗЗ10 
SO*H«-h 499ШО 22°G. 18477З 

Sulfate de zinc et eau. 

SO*Zn H - аЗH* О 23°G. 194400 
SO*Zn - 1 - 24H20 23°G. 191000 
SOZn- t - io5H20 23°G. 354000 

Sulfate de cuivre et eau. 

S O * C m - 45H20 22°G. 202410 
SO*Gu -+- i o 5 H ' 0 22°C. ЗЗ9З41 

Sulfate de magnésium et eau. 

SO*Mg-b З4Н20 22°G. 199180 
SO*Mg4-107H20 22°G. З24600 

Acide chlorhydrique et eau. 

HCl H - i5H20 23°G. 1З626 
НС1ч-5ооН2 0 23°G. 86679 

MM. F . Kohlrausch et W . - A . Nippoldt (*) ont déterminé la 

(') Pogg. Ann., vol. GXXXVIII, p. 286, octobre 1869. 
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rés i s tance de mélanges d'acide sulfurique et d'eau. Ils employaient 
des courants magnéto-é lec t r iques a l te rnés , dont la force é lec t romo
trice variai t de ^ à d 'é léments Grove; puis, au moyen d'un couple 
thermo-é lec t r ique cuivre-fer, ils ont r édu i t la force é lec t romotr ice 
à de Grove. Ils ont t rouvé que la l o i de Ohm s'applique à 
l 'é lectrolyte dans tout l ' intervalle de ces forces é lec t romot r ices . 

La résis tance est min imum pour un mélange contenant environ 4 
d'acide sulfurique. 

La résistance de l 'é lectrolyte diminue à mesure que la t e m p é r a t u r e 
s 'élève. La proportion dans laquelle la conduct ib i l i té augmente pour 
un accroissement de i °G . est donnée par la Table suivante : 

Résistance des mélanges d'acide sulfurique et d'eau à 2 2 ° C , 
en fonction du mercure à o° (Kohlrausch et Nippoldt). 

Accroissement 
Proportion Résistance de conductibilité 

Densité a 18°,S. de S0*№. à 22° (IIS = 1 ) . par degré C. pour 

0,9985 0,0 746300 o,47 
1,00 0,2 465100 o,47 
i,o5o4 8,3 34530 o,653 
1,0989 14,2 18946 0,646 
i,14З i 20,2 1499° °>799 
i,2045 28,0 ІЗІЗЗ I , 3 I 7 

1,263i 35,2 I 3 I 3 2 i ,a5 9 

i ,3i63 4l,5 i4a86 1,410 
1,3547 46,0 15762 1,674 
i>3994 5o,4 17726 1,582 
1,4482 55,2 20796 1,417 
I , 502Ô 6o,3 25574 I;794 

De la résistance électrique des diélectriques. 

366. On a fait un grand nombre de dé te rmina t ions de la résis tance 
électr ique de la gutta-percha et des autres mat ières qui servent d'iso
lants dans la fabrication des câbles té légraphiques , afin de se rendre 
compte de la valeur de ces corps comme substances isolantes. 

Généra lement les essais se font après que la mat iè re a servi à re
vêtir le fil conducteur : on prend le fil pour une des électrodes et l'eau 
d'une cuve dans laquelle le câble est plongé pour l'autre é lect rode. 
On fait ainsi passer le courant à travers l'enveloppe cylindrique faite 
de mat iè re isolante, enveloppe qui présente une grande surface et peu 
d 'épaisseur . 

On a reconnu qu'au moment où la force é lect romotr ice commence 
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à agir, l ' in tensi té ind iquée au galvanomètre n'est pas du tout con
stante. Naturellement le premier effet produit est un courant passager 
de grande in tens i té , qui apporte toute la quan t i t é d 'électr ici té néces
saire pour changer les surfaces de la mat iè re isolante, la distribution 
superficielle de l 'é lectr ici té correspondant à la force électromotr ice . 
Cette intensi té init iale est donc une mesure, non de la conduct ibi l i té , 
mais de la capaci té de la couche isolante. 

Mais, même après que l'on a laissé tomber ce premier courant, le 
courant qu i subsiste n'est pas constant et n'indique pas la conducti
bi l i té vraie de la substance. On a reconnu que le courant continue de 
décro î t re pendant au moins une demi-heure, de sorte qu'une dé te rmi 
nation de la résistance faite d 'après l ' intensité donne une valeur plus 
grande si l 'on a laissé passer un certain temps que si l 'on a fait la 
mesure aussi tôt après avoir mis la pile. 

Ains i , pour la composition isolante de Hooper, la résistance au bout 
de dix minutes étai t quatre fois, et la résistance au bout de dix-neuf 
minutes éta i t vingt-trois fois la résistance observée à la fin de la pre
mière minute. Si l 'on renverse le sens dans lequel agit la force élec
tromotrice, la résistance tombe aussi bas ou plus bas que la p remière 
fois et remonte ensuite graduellement. 

Ces phénomènes semblent dus à un état de la gutta-percha que, 
faute d'un meilleur nom, nous pouvons appeler polarisation, et que 
nous pouvons comparer, d'une part, à celui d'une série de bouteilles 
de Leyde chargées en cascade, d'autre part, à celui d'une pile secon
daire de Ritter (voir § 271). 

Si un certain nombre de bouteilles de Leyde de grande capacité 
sont reliées en série par des conducteurs de grande résistance (ainsi, 
des fils de coton humide dans les expériences de M . Gaugain), une 
force é lec t romotr ice agissant sur la série produit un courant qui est 
ind iqué par le galvanomètre et qui diminue graduellement, jusqu 'à 
ce que les bouteilles soient en t iè rement chargées . 

La résistance apparente d'une pareille série augmente donc, et, si 
le d ié lec t r ique des bouteilles est un isolant parfait, elle augmente 
sans l imites. Si l 'on supprime la force électromotr ice et que l 'on relie 
les deux bouts de la série, on observe up courant de sens inverse 
dans lequel la quan t i t é totale d 'électr ici té est la même que dans le 
courant direct si l'isolement est parfait. On observe des effets ana
logues dans les piles secondaires, avec cette différence que l'isolement 
final n'est pas aussi bon et que la capaci té par uni té de surface est 
énormément plus grande. 

Dans le cas d'un câble couvert de gutta-percha, on trouve que la pile 
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ayant été ainsi mise pendant une demi-heure et le f i l é tan t ensuite 
relié à l 'é lectrode ex té r ieure , i l se produit un courant de sens inverse 
qu i dure quelque temps et r amène peu à peu le système à son éta t 
i n i t i a l . 

Ces phénomènes sont de la m ê m e nature que ce que l 'on appelle 
décharge résiduelle des bouteilles de Leyde ; mais la polarisation est 
bien plus considérable dans la gutta-percha, etc., que dans le 
verre. 

Cet é ta t de polarisation pa ra î t ê t re une p ropr i é t é d i r igée de la 
m a t i è r e ; car, pour qu ' i l se produise, i l faut non seulement une force 
é lect romotr ice , mais encore le passage, par déplacement ou de quelque 
autre manière , d'une quan t i t é considérable d 'é lec t r ic i té , et ce passage 
demande un temps cons idérable . Lorsque l 'état de polarisation s'est 
établi , i l donne l ieu à une force é lec t romotr ice in té r i eu re de sens 
inverse qui dure j u s q u ' à ce qu ' i l se soit formé un courant inverse 
où la quan t i t é totale d 'é lectr ic i té est égale à celle du premier cou
rant, ou ju squ ' à ce que l 'é ta t de polarisation se soit dissipé lentement 
par une vér i tab le conduction à travers le d ié lec t r ique . 

Toute la théor ie de ce que l 'on appelle la décharge résiduelle, 
l'absorption de l'électricité, Velectrification ou la polarisation m é 
ri te une é tude attentive qui conduira sans doute à d'importantes d é 
couvertes relatives à la structure in t é r i eu re des corps. 

367; Pour le plus grand nombre des dié lec t r iques , la résistance 
diminue à mesure que la t e m p é r a t u r e s'élève. 

Ains i , la résistance de la gutta-percha est environ vingt fois plus 
grande à o°C. qu 'à 24°C. M M . Br igh t et Clark ont t rouvé que la for
mule suivante représen te bien les résul ta ts de leurs expér iences . Si r est 
la résistance de la gutta-percha à la t empéra tu re de T ° C , la résistance 
sera, à la t e m p é r a t u r e T -f-1, 

R = r . 0 , 8 8 7 8 ' , 

mais le facteur varie entre o, 8878 et o, 9. 
M . Hockin a vérifié ce fait curieux que c'est seulement quelques 

heures après avoir pris sa t empéra tu re que la gutta-percha présente 
la résistance correspondante. 

La t e m p é r a t u r e a une action moins m a r q u é e sur la résistance du 
caoutchouc que sur celle de la gutta-percha. 

La résis tance de la gutta-percha augmente beaucoup par la pres
sion. 

Tr. d'Électr. et de Magn., Г. 36 
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V o i c i la rés is tance en ohms de i m c des sortes de gutta-percha em
ployées pour différents câbles (*). 

Noms de* cables. 

Mer rouge . 0,267 x i o 1 2 à o,362 x i o 1 2 

Malte-Alexandrie. 1,23 x 1012 

Golfe Persique 1 , 8 0 x 1 0 1 2 

Second câble atlantique. 3,42 x i o 1 2 

Hooper, golfe Persique 74,7 x i o 1 2 

Gutta-percha à 24°C. . . . . . . 3,53 x i o 1 2 

368. La Table suivante, calculée d 'après les expériences de M . Buff 
décr i tes au § 271, donne la résistance en ohms de i m c de verre à dif
férentes t e m p é r a t u r e s . 

Températures. Résistances. 
200e G 227000 
25o Т З 9 0 0 

Зоо . . . 1480 
35o io35 
400 7З5 

369. M . C.-F. Varley (-) a é tudié r écemment les conditions du pas
sage du courant dans les gaz raréfiés ; i l a t rouvé que la force é lect ro
motrice E comprend une constante E 0 et une partie dépendan t de l ' i n 
tensi té conformément à la lo i de Ohm. 

. E = Ео-ь RC 

Ains i i l fallait une force é lect romotr ice équivalente à celle de З2З élé
ments Daniell pour que le courant commençâ t à passer dans un cer
tain tube; mais i l suffisait d'une force é lèc t romotr ice de 3o4 é lé
ments pour entretenir le courant. L ' intensi té du courant, mesurée au 
galvanomètre , é ta i t proportionnelle au nombre des éléments en sus 
de ЗоД. A ins i , pour 3o5 éléments la déviat ion étai t 2 ; elle étai t 4 
pour З06, 6 pour З07, et ainsi de suite, j u s q u ' à З80 ou 3o4 H- 76, pour 
lequel la déviat ion é ta i t de i5o ou de 76 x 1,97. 

De ces expér iences , i l ressort qu ' i l y a une sorte de polarisation des 
électrodes dont la force élèctromotrice^ est égale à celle de 3o4 élé
ments Daniell , et que, j u squ ' à concurrence de cette valeur, la pile 
ne sert qu 'à é tabl i r cet é ta t de polarisation. Lorsque la polarisation 
maximum est é tabl ie , l 'excès de la force é lec t romotr ice sur celle de 
3o4 éléments Daniell sert à entretenir le courant, d 'après la l o i de Ohm. 

( ' ) JESKIN, Cantor lectures. 
(2) Proc. B. S., 12 janvier 1871. 
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La lo i des in tensi tés dans les gaz raréfiés est donc tout à fait sem
blable à la l o i des intensi tés dans les electrolytes, où nous avons dû 
tenir compte de la polarisation des électrodes. 

A ce sujet se rattachent les résul ta ts de Thomson, donnés au § 57 : 
d ' après l u i , la force é lec t romotr ice nécessaire pour produire une 
ét incelle dans l 'air est proportionnelle, non à la distance, mais à la 
distance plus une quan t i t é constante. Laforce»électromotr ice qui cor
respond à cette quan t i t é constante peut ê t re regardée comme r e p r é 
sentant l ' intensi té de la polarisation sur les é lectrodes . 

370. M M . Wiedemann et Riihlmann ont r écemment ( l ) é tudié le 
passage de l 'é lectr ici té dans les gaz. Le courant étai t fourni par une 
machine de Holtz, et la décharge avait l ieu entre des électrodes sphé
riques, à l ' in té r ieur d'un vase méta l l ique contenant le gaz raréfié. La 
décharge étai t , en général , discontinue, et l ' intervalle compris entre 
deux décharges ' se mesurait au moyen d'un miro i r tournant mon té 
sur l'axe de la machine de Holtz. On observait l'image de la série de 
décharges au moyen d'un hé l iomèt re à objectif divisé, réglé de façon 
que l'image d'une des décharges coïncidât avec l'autre image de la 
décharge suivante. On a obtenu par cette mé thode des résul ta ts t rès 
concordants. On a t rouvé que la quan t i t é d 'électr ici té qui passe dans 
chaque décharge est indépendante de la force du courant et de la 
substance des électrodes, mais qu'elle dépend de la nature et de la 
densi té du gaz, et de la distance et de la forme des électrodes. 

Ces recherches confirment le fait énoncé par Faraday ( s ) , que la 
tension é lec t r ique nécessaire pour que la- décharge disruptive com
mence à se produire sur la surface électrisée est un peu moindre 
pour les charges négat ives que pour les positives, mais que, la dé
charge se produisant, i l passe bien plus d 'électr ici té à chaque décharge 
lorsque celles-ci commencent sur la surface positive. Ces faits viennent 
aussi à l 'appui de l 'hypothèse émise au § 57, que la couche de gaz 
condensée à la surface de l 'électrode joue un rôle important dans le 
phénomène , et ils indiquent que cette condensation est la plus grande 
sur l 'électrode positive. 

(') Berichte der Königl. Sachs. Gesellschaft, 20 octobre 1871. 
(2) Exp. Bes., i5oi. 

FIN DU TOME PREMIER. 
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